
юпюсш oптилiизд]иtt дскрЕтнцх clю)цcTlItIEcKJд( систЕл[
И. 3. оельдмав,/москва./

.Щокааrлваrотся необходишле'и достаточЕ{е условия оптиliшьности
дJЯ линеlЕIх дискретцшх стохастических сисфёr. с фазоmrши огра-
ЕItlенrяIх. Пред.llагаетLя,Uетод реIпеЕия 8Fдеч) основанtшй н8 до-
каааннцх условиях. Шетод иллDстршруется приrrероrr.

,t

, fuя эффектпвцого. испольвоваЕшя цатеIатrtческих riетодов в аконо_
r(ических лсследованиях. очень вадно строить и анаJIl'lа}1ровать цод€лиr
описшваDщ,tе иаучаешIе ямеЕшя, с учетош вероатвостного характера.
дацш!х. Вопросш теории'оптrdraа.rtьЕt{х стохастrdческl{к сшстеш прицеЕл-
теrьно к эконоIическиr. и оргшцэацпонццш вадечаrr раэработакrr еще

недостаточво полно. Be.cbrra суцественнцlо( в.,этtrх аадачах ока8цЕаDт-
ся . ограЕичец!lя, накладлвеецне на управленIdе ,и, на феэоmlе коордиЕа-
тtл, описцваDдие дицаrarку акопошического процессе. kporre того, пр}r

рааработке цатецетического ецперета ЕуIЕо.trrчитшвать большцm раэшер_
ность, соrгутствJrl)DýlD, как правило, экоцошическшia ц органи8ациоЕнцш
задачаш.

Приченение иавестшлх Iетодов_,Iатеraатшческоflt, теории оптtdшадьцtЁк

процессов [' - a] *" 
""уоеg:rя 

вероятЕостЕлх экqтреIшьЕшх вs,,tач

требует построеЕия стохастиtrеского аналога принципа lrаксиrryша Понт_

ряг}tна. Вероятвостцце систеrrцl для коаорцх этот.аналог бшл поlцrчец,
це вцrючали в себя Фавовпrе..ifрsяивеЕш" [ 4 - S] . Ва во8цоrЕость
пршцененшя.итеретявццх шетодов дJIя решеншя.sqдач с фавопrlш огра-
ниченпяIп укеэцвеJось в раОотах [ О] 

" I 
ZJ . Ралпбg15 рассriотревшя

дdскретЕ{х систец показева 
" [6] .

В данцоfi работе рассraатриваDтся вопросц оптиIшаацши дискретЕых
лrнеfiшх стохастrqескшк сшетец, вклDчаDщaх в себя t}аэоше ограЕr-
qенпя. .Щокаэаш веобходиrше п достаточЕlе условшя оцтлrrальцостI,
и на основе этих. условиfi .рааработан цетод решецшя вадdч pacclaтp}r-
ваеrrого класса, учишЕаDщtl вероятностшl херектер данцц1(. .Щдя по_
строеЕия- цетода проводится аналшв вероятцостцt|х ограцшчедrrfi tл }tc-
следrэтся .цЕогогравЕикш ограничениfi . В .качестве .иJлDстрацшf, репа_
ется аадача об оЕтIлцальвоf, работе склада.со с.цrqаj[шц спросоI.'

I. Поставовка задечlr. Опшшеr состоявri.е сrrстецц в .шбоl дrЁ*-
ретшrt Iо.евт врецеЕх +€ 0(T)(O(T)=[aL,..,TJ ) бавошrш вектороI
х(f, C.l) l цРедставдяDЕЕш собо! вабор Л вецествевнш с.цrчаfiшt
величпЕ Х t G, U ) ( L = 0, lr,.,, rР- /), в€цячнtЕк ца вероятностц,qш.,прост_

радстве ( С? , 6, Р ) , где 9лешентарное собцтше 4) прхццltе8ит
нтарншх соОцтrfi ? . С.ryчаf,rпrе велпчпнц Xi(trb>)

в .шобоl цоrrент BpeireBи f предполагаDтся ,швцершнrш отцосштельЕо
вероятЕоствоп шерт Р rr хшеDщ{цх rrатецетпqеское оаt{дао" f"hiftrtl).

ý
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Соответств""rо /'? Х (t , а) составлено,иа набора l"lx;(t,d), так
что lnlxft, о)= (l!xoft, 0l), lЧх,(t,ч),, . . l1xn_, (t, а|,

.Щетерrrинированrшй ограниченнцП вектор U(t), пр}tнал,tеrалрrfi

k - ,"p"olry BeкTopнorry простра"ству ДК при.любош tc 0О- t| ,
назове!{ управлеЕиеш. Вудеш рассшатривать случаft, при котороц в лD_

боfi моrдент врешенlr lorto €00- У), решение о вшборе управления в

этот цоr.ен, Ц(t") пршниriается после того, как стаяовится t,rзвест-
ноft реалиааlluя X(to) случаfiного вектора X(tr, О) . Это дgет воа-
lloxнocтb использовать энение текJпцего состояния систешЕ и искать

управление в виде

ц(t) = ( ц(х(t, aD l xG, u) = х(t))= tl(x /.J).

Введеrr две последовательности стат}tстt{чески Ееэависиtiцх случаfirшх
векторов \ (t, to) п 2 (t ito)(O€Q,tCO(T-t)). Фнкции распредел€_
Еия координат атих векторов-случаfiкrх величин |;(t,o) ч'2r(t, U)
в,;побой фиксированrцtfi чоrrент вреr.еЕи будем считать иэвестtшrrи. Иа-
менение Фааового вектора Xftrd опишец систецоft конечЕо - равност-
rшх уравневий

х(t+l,а)=Дlft,ч)+ВчOG))+\(t, u) tt.,tt
прй начальнош услови$

х(0)-С". /l.Z/
На управление и фааовшй вектор налоrенц вероятностнше ограничения

P((Qtx (t, ч) * Li ц(х (t, tD)) + bi- ! t It , tl)'. 0)f xft)) r.

>rd.;(t)i 0 <*L(T)<t; t€ 0(Т- /); i.= 0r/,.-. ,е l /I.g/
Fде оС; (t) - эаданlще детершинировавнше фувкции, а на упрашение
U(Х(0) o"p""ou"*""

;

К'цUrt))- drr.0 : ,i= 0,/,. .., t, , /|,4/

соотноЬени" 
"rо" 

Q(!(t,Bll >0/x(t11 
" l'|(|(t,al)/ У(11 1 оэнача_

РТ,ВеРОЯТЕОСТЬ I4 ШаТеШаТrilЧеСКОе ОаИДаЕИе ПРИ УСЛОВИИ, ЧТО В ШolteЕT

врвцеЕи t X(t,,a) принишает знасение X(t)
Ус.иовиg /l.З/ удобЕо 'записать в ивоft Форце

x(t, о)+ R; uU ft, а))* Ь, - Fi'{ai)r, 0 / ; (л),.
Функция, обретная функции.респределения случаf,воf, ве_

' , 
(t , U) в шошеЕт. 

"per,"pn 
/

.л

(Q'
t,- lгде Гj

дпчпtч ?
Критериеш качёства систецш будеш счrdтать функционал

J = у{сх(Г, р)) . /I.5/
В условиях /I.V - /1.5/ векторц ý(tral) " 2 (trar) прелстввдя_
рт собоfr набор r ш { сlryчаfiнцх величин Еift,-1 п 2r(t, а);
д,8, 0 ,Р, К - постоянЦше riатрицш разшерностеfi соответствеЕно
(rl r|, 1i х k | ,(hx r,), (h х k),(!r* k);&+tr=g, b,d,c'- постояннце,.
векторн раацерЕостu (t, tz.п П ./wTplк здесь п в дsJьв.ейщеш.ов-.
вачает траЕспоЕировавие,/, Q', П:(' - строки соответств]rDщ/rх цатриц.
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a.

С.lrучайный вектор x(t,a) и ограЕиченныft измериrоlft вектор u(Х(t,СО),

удовлетворяDIцле условияli /Т.|/ - /I.1/, назовеш допусти!шми фаэо-
вцм BeкTopo}i и управлением. П;lсть Ц'(Х(t) ) " 

Ш'(Х (t)) - два до-
пустиriЦх упРавлечия, cooтBeтcтByD:lu/te одЕоlry и Toliry ае ЭЕачениD фа-
эового вектора. 'рааность tt'(x(tl) - u2(xrt)) = бцU\ назовеi!

допустиrrоli вариацией. Сфорrryлиру"r, задЬчу оптишиэац}rи.

З а д а ч а А. 0пределить последовательвость допустиlfi{х управ-
левиfi lL(X(t)) , которая обеспечивала бtл

пLrъJ = tTz.irz Н(сх(Т, Ф)).
Рещение задачи, "А", т.е. дотrустишое управJIение, !,tиниriltsирJrющее

/ 1.5/ , ваэовеш оптиrдальнцtд и обоэначиrr

ц"(хо(t)) .

Сфорlryлированная аадача характерЕа дJrя экономических проблем.
На обцтrость такоft пос,тановки указцваJIось, в частностиr.в работах

I U - r], 
"о",проводились 

некоторше воамошнше экоаоLiические ин_
терпретации задачи. Заrrетиш, ,что ограниченшя вuда /!.З,/ соответст-
в}-ют HeaecTKolt постановке аадач линеirного стохаётrtческогс прогр9ш-
rдиРОваЕIи,ч прио(;,zУ и шесткоft,постановке при di=! . В соответст_
вии со сшцслош ограЕичениr4 /I.Э/ фучкции J,(t ) такие, uTo

_pi(il=!-(o1i(t)) (i= 0,/, ., ( 
)

будеrд. наэшвать Фувкцияши риске.
2. Необходишце и достаточнr{е условия оптишЕшьности.
Полlвиrс условиi оптиDiальаости, аналогичные услсвия}t принципа

lrаксиUrума. Введем сопý,яшеннJrю слtr:чайнlrю последовательность ./" -мер-
нцх вектор-строк Е(t, c-l) . Ввелем,'кроше того, €l -мернуD по-
следоватеJIьность векгор-стро* Y(t,a\ так}m, что /; (t. ,l)2, 0 ,
'L= 0,1,.-., ta. Иэмевение последовательЕостп <1l({ra) опишеш раз-
носфным векторшлш уравнениеш

Ф(t,,п)= Фft+ /,lD)Д-,r(t+/.,d)а. /z.I/
при вцполнении услсвия

,у(Т- f ,D) =6. /z.2/
Л е м м 9 I. Полошиrд в аад9че "А", что \(t, а) ч 2(t,a.)

приниlrаDт только детерlдинирова}tнше эначе;{ия g(t) " ? lt) l
*iG)= l, Т=! .

..I[ля того, чтобш допустиrrое управленхе ШО(Х(0)) было оптималь-
ллrr, необходи}tо и достаточцо сJпцествование веЕтор-строк lс(t) ц

v r+) раа""р*ост" ,/7 " (е таких, что при

t = 0 /2.э/

a

/z.4/
/z.5/
/2.6/

,
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v(J )( Кц(х(t)l - d )= 0
справедливо равенство

ве
д
Е,

афВ = p-ft)P+ V(t)K, ý. ,u*(Llfur 
у\ь/,\ /z.s/

о к е э а т е л ь с т в.о. 0пределиш в векторнош простравет_
Hoplly с поraоl!ФD равенстве

ll шll = (u', tl,)'/' .

/z.7/

?(t) ;

t

гК
Получиrt, что Д есть пространство типа В . Тогда и9 с}пцествове-

Г В l " в силу дашосоЕряreнности .конечноriерного векторпого простран-
*"" Е^ и общего вида линейrшх фувкциоЕалов ""- 

*"rr[ 9] слелует,
что в лсбоft фикеированшй цоrент Bper.eв}t / допустuuоеll (x(tl) ,

}.щогlл€творяDцее условияri /2.4/ -/?.Bl обеспечива ga sП-сrL(Qft )8u(хЦ).
Такое управленllе будеш обоаЁачать urlXrt )) . Так как х|О)=Х(0),
то при t=0 д.дя.iшбого доrrустиltогоЦ(Х"(il) вшпоJIвяется условие

р0)(Дх'( П + а u*1 хО(о)) *l tOY = р qо(дхО(0)+
+ Вц(х'(0)) + l (О) ).

Утверrдение леrrшц ло*..""о, "'!tOl) = цО(ХО(Оl ) rЬо""" ЕР)=С l ,

3аметим, что утверЕдение леммц I следует и ив общеft теориц линеfi_

ного програшширования, в частностu, /2.6/ ц /2.7/ cooTBeTcTBJrDT

условиям "дополняющеit Еехесткости",

Л е rr м а 2. Полохлtш в аадаче "А", что \ (t,co) п 2(t,Ф)
приниti€JOт ,только детершдЕи?оввttнше аЕачеБия 

' 

( t)
|aift)= l Рассшотриrr допустишце X'(t ) , ц'(х'(t)), х (tl

яч /2.4/ - /Z.8/,
Если и

'!
(il,ч (t), х"(t),ц"(х
=0r/, ,Т- / lTO

'(t)) уооuпетворяDт уславr/t-|.1х ttl 1

p(t)(x (t +11- xo(t +/))>, а ft- |)(х (0- x'(t)). /2.9/
До к а з ате л ьс т в о. Согласнодоrсаэательствулем!дл I

управлевие цl'х"(t )) в ллбоft фиксированнrrft rrошент вреценц шиниrдt-

зирует линеftн;rю Форrry чr(t)ВU(Х"(t)) . Кроше того,сJдрствует допу-

стишое управление U*(х(t)) , удо"п"тБоряDщее условияt, /2.4/-/2.В/
и }rиниши9ирушие линеltн;rп Форrry QН 8Ц (Х ( t ) ) . Be;tTopX (t + l) ,

соответсвJrDцry!il Х (t) п ц]|(Х[t)) , обозначиu X'(t+7) .Тогла

Y(t\xft * t)- xo(t + /)),, V(t)tx-(t + t)- xo(t + /)) =
= У(t)(Дх*(t) - дr'ft)) + ч(tХРц*(х(t ))- ВuО(хО(t))=

= Ч (t)( А х 
Ё(t 

)) - д x,(t)) + у (t Х R ш# ( х (0) - R.сс" ( х "(0)) +

+ v(lXK u.r(x(tD_ кч"(хо(t)л=Ч(tNДх*(tl ,
- ДrО(t D - r ft)G х (t) - а x'(t)).

Так как

FftXL x(t)- Q x'(t)) + У(tХRu*(х (tD - R-ч*(х'(t))) = 0 ,
то иDдеем

t

}
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{

Чft)(х(t + t)- лО(t " t)) ,r.lЦ(t)(x*(t+l)- xo(t +t)) =
= ч(t - ,|yx(t) - xo(t )) ,

что и требоЬалось докааеть.

Чft)6ч )) < lY(t) Вц"(х'(t))
обовначиrr

*(xlt
u-i r / )) 

" lL*(x:(il)
упрааirелия цr(Х (ti )

/z.ю/.
шноIества, к которшrr..прш-

Еадлеаат допустшцце п tt (х"( t )) Так кек
не основадии лецrдI I п следствп" t U*(x '(t))c uЪ (t)) rTO

{

a

п!r. .,.У G) 0ч (il < iц9rL l|(tl Вu(t\ ,цсIJ'(х(tl) ' oetJ'(x'(tt) '
что и докавшвает утвеDцдеЕrе следствтся 2.

3аrrетип, что ЕеравеЕство /Z.rc/ характерво. цIевЕо ддя в8даqп
с фавошrчи огрениченпяшп ш противоречlrт условшяrr оптиlадьностп в
отсутствие щ.

Л е rд rr а 3.Пусть х(t','tо|,лu$(t,ч))доrгустrшш а uО(ХП(tо))--оп-

тиliаJIьно в 8адаче "A"rDt доrtустиraое цlt(!)) удовлетворяет условпяш

tL(xit)) = цо(хо(t|), 7 *to€ 0(ъд,
tt,(x (t о)) = uo(x'(t ")) tбu(х ( t,))

Тогда

Н(сх (Т, Ф)- cxo(T,rrr)/xo(t о, Ф))r.'0 . /2.II/
Д о к а а а т.е л ь с,т в о. lýlcTb неревепство /2.1I/ Ее шl-

полЕяется. Тогда сJrцествует ш"оrеспво Х такое, что

P(xo(to,oDe Х )=Рхr0,
и сJrцествJrет догустиr.ое $Еравrенuе tL(X (trto)) х определяецая шrr

траектория x(trO) Taкre, что

lЧ k х (Т, lаl- схо(Т, о) / х" (t) = x(t 
")) 

< 0.
Построиr управлевие UЪ(t)) " "ооr"етсвtrrпщrl 

ецу фаэопrtr вектор
следrвщ,tш обрааоrr

чо(х"(t)) i
ц(х (t).l ;

u'(хО(tl) ;

t<to
t ,. to. х" (феХ
t > to; х, (t.) фХ

ц* (х (tl) 
=



8о И.3. Фельдшан
,|,

Тогда

М(сх (Т, со)- схО(Т, о )l = Р^ Mkx (Т, о)-сх"(Т, а)) /
хо (to, о) еХ) + (t - Р, ) lЧ (сх (Т, а)- схо (Т, а)) /
хо(tо,о)ёХ ) ,

Так как

М (сх (Т, о) / х"(tо,Ф)ёХ ) = М (сх(Е о) / х (t")a) =

-- хО(tо,ц>) ёХ ),
то,}rз предполоIения от протшвного следует отрицательность левоft

части /2.12/, что противоречит оптлtllальности Jrправленпg t!(|Обt)) .

Полученное противоречие докааывает леrilry. Утверrдение лецraц З ана-
логично принципу оптцraальности, Беллцаяа.

Т е о р е r, а I. /Необходиrще и достаточнце условия оптималь-
ностп/. .[ля того,чтобц доrтустl!шое управление Ц"(Х" (t')) бшло

оптшriальЕ{ш, необходишо и достаточно вшполнение условия

Hry(t, со)$чо(хо(t, Ф))/хО(t, а)) -.

< п(у (t, сл) 0u(х"(t, .э)) /x"(t, d) /z.Iз/
для всех доrгустиriцх tl(X'{t)) в лпбоfi r.оuеЕт врешени teO(T-f),
причеш r rcr@) таково, что справедливо равенство

\Y(t , ol)0 =y(t , bl)P + v(t, ф)К .

До с т ат о ч н о с т ь.,Пусть u-(Х(t)) - произвольпое до-
пустишое управленше, Ее совпадsDщее с Ц"(Х'(t)) .Рассrrотрпш вш-

реЕение

H(t) = M(ly(t, a)(x(t +t, Ф) -xo(t+t,co)/,lKG),x"G)).
Так как при .гобоrr 

"*.u"""" 
* вшполняется ревенство

H(x(t+ |, о)- xo(t+f , с) ) /х (t), xo(t)) =

= (.д х (t, о) - А xo(t, oJ + Вц.(х (t, О)) -
- 8u"lyolt, ul)/ х (t), x"(t)),

то, учи,гdвая /2.8/, иr/iееш

HG') = (|y(t- t,toNx(t,ar)-xo(t, a)+p(t,o)'
х8 х (t, о) - 8 xo(t,,"))*Y (t, о)(Вч(i(t, оr))-

- Bu'(x'(t,o))/x(t), x"(t )).
Рассrrотрев вцр9Iение

)

по.гучпra

l'| Gx о, d - сх" (Т, ol) / х ( Ф) = п (ff Crl (t, o\6u(xft ,о)) - / z. 14/
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a.

-Buo(xott,o))+y (t, o|Qx(t,,,l) - а xo(,t,p)/x(t),
," it)) / х (0))' + ч( 0, Ь )( ь u (Ф - Вч"(о)) .

.Щля любшх реалиаациfi P(t) " Y G) с;гучаfiшrх, вектор - строк

y(t,O) " Ч.(tr'О) ""з осЕованrdи лешмЕ 2 и условl,tя /2.1З/ вшпол-

няется неравенство

( Вцft (t, а\- 0цО(хО(t,r)) + p(t)(Q х (t, а) -
Q х" (t, cd ))'/ х (t) , x'(t)) > 0 .

Следовательно превая часть /Z.T4/ неотрицательне, и для проиэволь-
ного дсiпустишого х (Т, а)

lЧ((сх(Т, а)- сх"(Т,,о))/х(Ф)>0 ,
что и требовалось докааать

Н е о б х о д и l, о с т ь. УтверrдеЕие,теорецц ддя7=Т:| не-
посредственно слелует иэ лешrrн I и лешrш 3. .Щокаrеrr веобходиш{е

условця для проиsвольЕого шошента врешени t, СO(Т-/). Предполовиrr

противное. Щrсть cJщecTByeT допустиriое управление Ц(Х (t")) такое,
что

1,4((|lJ(t , о[ Вu(х'(t,))- Вu"(х,(t))) / x,(ti). О .

.Ifпя лшбшх реалиаациfi дотlустишцх x(t, o) rx'|t, Ь1' " проиавольноfi

реалиэ.аlии V(f ) случаtноfi вектор - строки У(*r'.r) введеrr шиниllи-
аирJ.DцD{е управления Ui(х (t)) п U*lX"(t )) .' согласно лешrе 2
и в силу проиэвольноети вцбора реалиэациfi

lul (сх 0,а ) - сх"(r, о) / х (t 
" )) 

s |4 (сх (Т, u' ( х (Ъ t)) -

- сх(т, u* (хо(Т- t ))/х (Т- t))/x (tr\) , М (ч (to , Q) '
x(x(t,+l,'rо)- х(*+ r,o)ll(t,))= |"1(Ч(tо, йJ )*
l (ьц (х" (t,\)- вц,(l"ft"))/х7t, ))

Слрдовательно, на основан}tи предполоаения от противного,
.М((сх(Т,,)- сх'lТ, tr))/ lo(t")) < 0,

ПолучеЕное Ееравенство противоречит оптиt(щьности ХО(Т, а)
вви.ry лецrд{ 3. Такиrr обраэоrr, необходиlле и достgточнце условI4я
оптишальности доцааанц.

3. Метод доподнительнцх огранлл,ченшй. Аrrалогшчво условияrr прип_

цшпа r.aкcиlryria начальнше условия для фаэового вектора Х ( t , а)
и сопряlеlrноft вектор - строки, V/trr)'аяланt в раsличнше rrойевтtл

врешенш. Для построения пос.педовательЕости оптццельнЕх управлений
на octtoвe полуqенЕш(,условиfi оптиllальностId. рассвотрпч некоторшй.
метод, Jчитцвяпццt вероятностнцfi характер условиl и испольаlrпщrй
линеftность. за,цачtd. .

На доrгустишце Jrправления накладIваDтся огряrцtlgцц"

((Qxrt,o)+ ktt(x'(t,,)) *Б)/х (t)),- g, /э.,!,/ .

1

,-

I,,



82 И.3.Фельдман

a
(( Ku"lr,11 , а))+ d ) /х (t , о;)) = x(t)) ,,0 , /з.2/

"де 
6; = bi- Fl").'Каrдrп строку этих.неравенств будеш обозначать

сишволом Z1 , где i С Х;Х=(/r2, ..rе). Пересечение конечвого чис-
ла sамкЕутшх полупространств Zc'. 0 _этеет в, пространстве Ё аацк-
нутшfi вшпуклшй шногограан"*U'(Х(t)) [В]. Пусть 

"o"o*ynro"r" 
I,

ug k cTpoK.Z; такова, что существует единственЕое рещение СШС-

тешш

ai=Oi ieXriXTcX /з.s/
относительноU(х (t)) ; Тогда совокупность , I определяет некото-
pyD верIIмЕу шногограякика Ц"ft(t)), KoTopJrD обоаначии Д(t)
Подставшв реrдение систешц /S.S/ в условия

zir,Oi ie(XlXI) ,, /s.4/
получиri, систеlry равенств - неравенств относштельно коордиЕат Фаэо-

"о"о ""*rор^ 
l(tra) . Всли условия /Э.+/ совшестнц, то,вершну

Дft) назовеш квааидопусзиrrоfi, в.прогивноrl случае - аапреценвоfi.

Если верпш,t"" д(t), *r."пдоrryстиliа, то систеr.а /S.4/ иtеет рещение.

MB(t)) + ftL >.0 , /э,5/

"д" ""rр"ц" /'/ ишеет раэшерность(!gхr');!rае-k, а вектор /7L-
разшерностъ el . HepaBeHcTbs /З.5/ - решение систеIц /Э.4/ - бу-
дец rrазшвать,усдовлtяrrи РееJиаацши вердмнц Д(t) . rrо"" говорить,
что квааидоrrустишая верцшна. Д(t) допустице в цошент "p"""rn 

f ,

еелч Х (t). удовлетворяет условияr. е,е решиаации. В противноц слу-
u"" ""й"у д(t ) оуд"" вавцв_ать недоrгустиrrоfi. Каrдоfi квавIdдоrгус-

Tиrrofi верIине цногогранЕи"" !^(Х (t)) в .шбоft цоr.ент "р"""r" /в пространстве управп"r"ft Е* сопоставиrr пршсоедиЕенrшfi ковусВ ,,

обравованrшil норrrаЛяШ,t К Гиперплоскостяш_/Z; =0; i€&), причец rrop-

шали напревлеЕш в cT,opoHy,/Zc=0; iеХl|g;пи оптишедьное ацачение

управления ц(Х(tl) достигается в верп}tне Д(хftl) rTor согласно
пункту 2, вектОР (Ч(trto.|)l / х (t,atl приЕадJеIит присоедиврЕЕо-

rry конусу этой ВеРщшнц. В этоц сrlуqае верщшrу Д(t'l булеш нааш-

вать оптttцальноfi
Согласно условияш оптиl(альности дJIя определеЕця Jrправления

u"(х" (t )) В аяrтgt ,шошент вреrrецд t С 0(Т,/) решается локальная

оптиши8ационЕая эадача,'В]'(f ). _ :. определить. доIryстицос управле-
нше, шиЕи.иаируDцее l'|(V (t,а)ВЦ(ХО 1t ,О))/ ХО (t,al\) . значение.

управления U'(Х'(Д) вависит от реаJIлвацши того tлJtц шного пв воз-
моIншх видов uногограцн""а IJ'(K (t)) /геоrrетршчески подобЕIе
хяоГОГРанЕики ,пршнедлеIат одвоlry и-тоlry re виду,/,. Реаливацпя опре-
деленного,,:вIlда цногогранникg аавцсит,от ревд(3ациr cooTBeTcTByD-

щеfi BepшlHrr, т.е. от вцполнения условиП, /З.5/. Условия,.реалиаацИи
некоторого вида r.ногограЕцика U YX ftl) в. шоIент Bper.e'п t н8-
кляlтJваDт допоtЕtтельЕце ограяичевия Еа управленше. Так как атп

+

t
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t

условldя эависят о, \({--tro) , то дополнительнце ограничения ише-

Iп вероятностtшй характер. Обоавачиrr индексоц Р( Dj ) условЕJrD ве-

роятность вцполневия дополЕцтельнrгх огравичений, соответствуDщ,tх

j - w виду. шногогранвика: 
_

p(Dj ) = р(Dl >0 /х (t,,u)), с = /,2,... .

С поrrощъп функции распределенпя F(|) qпучаfiноfi величиlдl

\ (t) вероятцост" P(D/) "оrет 
бцть представлене как фувкция

x(t, to) ч ц(х(t,u))
p(3j ) = p(x(t), u (х (t ))).

введенхе вероятЕостеft вцполвения, дополЕительццх ограниченшй повво_
ляет.определить условное шатешgтическое оаидание сопряшенной век-

торlстроки Q(trоi.Щусть в цоr.ент вреrrени t+./ вектор - строка
t| (t+l, О) uринrdшает Еекоторое 8начеЕlrе Чl'(t+t) . При фиксиро-

QанIrош авачеЕии l|i(t.*l ) *"-лоrry :i - ф ,rrrу.цЕогограяника ,

однозначно соответствJrDт вЕаченп" Ylt *l) " 
t|ji (t) , опреде-

ляешце с пошощD условшя
yj'k) =yLft+/)A-,p"(t+/)Q /s.2/

Определиrr, кроше того., вероятность

DOyrt + /, Ф) = vi(l +/, D)) = Pi(t*t)/x (t+t, al)),

Учитшвая введеннше вероятвости, получиra

14 (V ft , о) /| (t, d) =Т.Т pi pj'(ty;1t+iA-,p' j(t-|)Q) 
.

Следовательно, 8адаqа riBlr'rcJ' , с учетош соотнощеЕия

N,(rу (t , о) Вц(х'(t, cd)) / x'(t, Ф)) = Н (V(t, u)/
/ Х' ( t, слl)) Вu (xo(t, ц,)),

аапшцется в детерrrу.цировавноft форше:
.З а д а ч а Тс",. определить доrryстшriое управление ц{х'(t))

.ив условия цинишиаяции

ТГ р'0 j)pi(tt,;G +l)ду'J(t*/)Q ) .

Такиrr oOpalo"r/Ea основе поryченнцх условиft оптишшьЕости и с по-
шопЕD введеншя. вероятпостеfi решшвации типа raногограЕншкаrоптлшаль-
ная стохастическая. 8адеча "А" свелесь к последовательноrry решеЕиD
локальнцх детершшнироваЕнь[к эвдач "С"

4. 3адача о складе со слtrrчаf,tшr. сЕросош. PaccrroTpиr. шодель рас-
пределительцого склада[ a] , IlO] . В дшскретrпrе цошентц врецени
на склад,поступаDт эаявки, в9личице которшх, Еосит стохестическшй'
хераrтер. Поступившая эаявка удовлетворяется шд}r ставится в оче-

редь. Свои аапасы-склад пополцяет за счет поступлеЕиft с бааш, соот-
ветствJrD!пdх аапросаra скJIада, но раsшерr поставляецоfi паргltи ограни-
чешr. Крштериеш,оптиrrальност.и,слуl!т циЕиrryц суцr.ерЕrх цэдераек,

цри работе склада, вовЕикаDщdх эа счет щтраФов при ЕевЕIпооЬпп a"-

{
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кавов ,и платш за храЕеяпе ва. складе эапасов. Посдедовательвость
опРрациil на схладе ,следrш!вJI: отсшлеется аапрос Еа баsу, ааке8аЕ-
Еая партия постJrпает с базн, фиксируется.,аеявка, опрелеляется вё-
лцчина аsдQJlенвости илш аапасов. Так rвк решеЕпе о велrqиЕе ваJI-

росЬ ва баау привиrrается до.того, кш сталЕовптся шавестЕоf, велхчц-
НВ ааЯВКИ, е РеШеНХе О ВеЛliЧrЕ€ 8аЛЭЛrеПВОСТИ ПОСДе, Ре8ДеЛХI llO- ,.

Iевтш. приЕятия атцх рещеЕrl фпктrвшш процецrткоrr вреченш Д . Сде-
лаеш следrD!рtе предпоJоlевия}

I/ с.lryчеf,ше велrrqиЕц, оJIисцвSDЕцде спрос, статцстltческш вева-
висишц, а пх фувкчши респреде.IеЕшя rэвестЕI;

2/ велисшltr{ цпраФ ш пдатц 8а хрвневше-пропорциональнц 8адол-
аенности и велшчпне авпасов соответствецЕо;

З,/ эакеввяввя на базе партшя поступеет цгЕовеЕно.,
Приrrеч следуDц}tе обоанаIrеЕия :

|, (t,a) ч X2(t ,as) - 
"еличинц 

эепасов, са сЬgде и 9Адолrности
l оо удовлетворецI[я 9аявокi Xt (t + l , d)

, а) - те ае величиttц после удовлетворения заявок;

) - ""nnun'a 
заявок в цоцент вреuец}r t ;.

- Функция распределения случаfiRоfi величиш_ ý 1t+ а)
Ц, (t\ - ,величина поступлениfi с баэц " "о""", 

l ;

uzft) - велшqиЕ8 эадоденностrd, погапtrаецоft.в моцент f ;-
uj(t+Д) - величина аадолrенвос,ти, обраэtrmвеf,сg в rrошент l. ;

О - плата за хрgненIdе едt{виtlного колпчества вапасов;
Ь - штраф аа ЕеЕ{полнение едивичвоfi эаявкl4.

Введец пёрешеннуD х, ( t , а) пс правилу.

хо G +Д )= х о (t, со) + xt ({ + A,a>1*[x"ft+A,ai;x{O1=q.
3нечение Хо(*+А, а) 

" шоIент вре"""" I- А ,с точцостьD до Еоь

стоянного полоrитедьЕого цноаштеля а совпадает с величицоf, cyrr-
rdарншх издераек при работе склада ва першод вреIеци (0rТ)

При сделанвцх предполоа,ениях эадача.циЕиIшзации суrrшарнцх и8-

дераек эквивалентЕа слАдl.Dщеft задасе линеtного динацического сто-
хастического програrtrсIdроваЕия: 0пределить

ч,.(t), цz (t), чэ (t), цr(t* д), ч, (t * д ), u, (t +а)
ив условия t

пirc Н (х, (Т, о) l
хо it +Д )= хо (t, al)+ х| (t ,o)+ rх2.(t,о\+ цl ft)- (r+DцеG),

X,(t+ 
^,о)=хl 

G ,а) + цt (t) - ц2rc),
х, (l+д, r^l) = Xz (t, Ф)- Ц2(t) l

хо (l+t ,0)) = l " 
(t+ л,о)+ xt({+ Л,ч)+t,хе(t+л,а)-

- Ц (t+ А l Q) + t'r,* l)цg(t.+д ) l
x;G+/c to) = х2 (+ + ь , а)),+ цs Ё+.Д ) ,

J

ц Хz(t+д
\({+л,о'F G+ Ь)

а

84
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X2ft+ l, Ф) - xz (t? Д, to\ + цс (t+д), 
.

i1* *ь )r, 0, х ft + l)=0, цft|=O, ц ft *Д) 20,_ц, (l) <LLI(t),
Хо(0)=Ь , X,tO) = С , Хе(О)=О, t=0,/,:",Ъ/; r=*=аl,

_Вудеrr решать задачу описенншrr вше шетоДоrr. ПолошичТ= 2 , так
как рассl!отрение атого эначения Г достаточно,для Е{яснения осо-

бенностеit предлагаешого шетода и характера получаецого с его по-
шощьD решения.

Запидеrr локаJtьнJrD аадачу "В"(/ + Д) .-Определить ЦО(/+ Д) шв

условия tпirc l'f ( l| ( r + ь \ 8 t ц / ц| / + д ) > 0, uj (/+ Д )r,\(/r а,а)-хr(+ bilJ\
'х,(l+дrФ), гле |tl(t* д) = (/,0,0) , l|О о p+tI

В,=[0 q l. lto 0 1l
Обовначиrr равность |(t+ l,Б)-rrrrrО,.i=Э.k*А) . рещение эадачи

"В" (/ *Д)_ аапишется как
ui'(t+ д) =0,-i':'(, 

*r i.=D,,
tl! (t+ д) = l \(t* Д,аl)-_Х, (t+д, c,l ) ; D1 >,0 i

| 0 ; х,з0.
Вектор строка ,FU+^ rd) , определяеrrая из услов}tя.

V(l+ д,ч)в = jtl(/+ д,а)Р.+ч(/+д.а)К
равна

f(t+A,u)= l',O^r 
o^, n:,] i Dt (/+А)>.0;

[ (0; 0i 0 ); D, (t+ д\r0.
Соответсвенно сопря8енная вектор - строка Ч(r, О )

Vi7;o,) = l'/1 = (l;-|,, t,); nl ft+ Д),,0
I ll,u = {t; l ; r) ; 0, [/*д). 0 .

Дополнител"*о" о"р."ичение D,(t+Д), paccшrp"ra"uoe в rrоrr€нт вр€-.
uенп t = / как фrнкция Х( f, Цl) ч U(|) ицеет вероятttостtшfi ха-

.рактер, причец

р(0, (r+ ь) r. 0) = f - Ft (х, (r,аl)tщ(t)-ц"0I
где Ft - функция распределения случеfiноfi величпм |(r+д,цr)
Таким обрааоrr,

п 0| (|,r) / х,( /,ч))= \t- П (xt (r, со) + Цt (t)- ц, (tD)x

*(t;-P i г)* гr(хr(t,ц)+ц.(t)-цzU)|Q;l; t,|.

Оптиrrшьное управление ЦО ( Т) находится прш решени!r вадачи "g"(l)
Определить Ц(l\ иэ условия:

miп N (Ч (l,tо)/хt (f,со))8еu
х2( /, ь)- цz(r),.0, xt (/) + uI/) - ц, (t) > 0,

где

|.
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.,('ь
ь
0
о

,|

в=

- (r+ t)

-|
Многогранник ограничениlt на управление в шо!aент BperreHm l, / иаоб-

рааен на рис.I.

Ц,

Рис

Полоlиll, что случаl'(нце величIirнц

нои

I

Ч,(t,'а1 распределенц равношер-

Fо(ф=Еiq)=
i 0<U<2о;
i у,0;
; у>20

Ч, D2(0"0
; 0, (l).0

}

0Цz

0
t

t + xr(t) -
о

Тогда

ц/=

l|(Д,о) =

причеш P(ly (а

редеr,еri" rc 1l(lro)
lt(|,.) р""Й' I(o,
F(",)=lcz;

В шоrдент вреuесчl=2

U0, = X2(l) ,
где

Dr(t)=.f - ^r(Оr," * Хz(д,о)* 9Ф@)* +
3ашетшш, что локальная вадача "В" (/) является велинеfiвоfi, дJIя оп-

решается линеfiная аадача. Вектор-строка

3; 0) ; У (l, со) = \Yl(,l)

ц; Ф Ч(t,tо)=tf"(t)
Ч ( Ь, сл, ) ра"rо

, а)) = (t ; - t; |) ;0, (д)r.0 ,

,о)=(/; 0;0);?,(л).0,
ц/t ( А)) = р (лl, (ь) r. 0 / ?zO) r, 0 ),
Р (Dl (0)> 0 /Dа(д).0) D(D, 6). 0)=

tgrЫ.ir, (ь,о)*lцr$j *f ),
- 2 ха (д)- ur/д)- f )= &(дl .

Ч'(ь
у'( ь }

ol) =

+

+

)

' P(Dz ( b'l ,.0 )
=| - P[9{t-rb1
r Р(\ ( b'l ,l, (l
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a_

q

t.

Аналогично Ъпределяется и

Р (Ч (ь, соr. = У'(д)) =р, (д)

При решении нелинеftноft аадачи "В"lД) опти!rальное управление равно
ц! =0
ц,: =о цi= l Яr:' - ,{^) ; Dз [^)> 0

l 0 ; ?э(дl .0;0l(ф=\lд)-хt(д)
Аналогшчно пре.щдпцеlry определяется V(0, а)

f v'(0) =(t;0; 0 ) ; э1,.0 ;?r>0
чlо.оt\= | V'{Оl= (t; 0; 3) ; D,r.0 iDj.9Il-'-,/- 

l V'rОl=(t; |;-t); Dr.о;Dз>,0

l rоrtф= (l; l; 2); D,.0;Цrо
и вероятно"r" Р ('У(Оrа\ = YJ (,0)) . оптишшьное упревление
uo( 0) находится при решении аадачи "В" (0) : определитъ u'(0)
иэ условия

пИ (Р, (0)0;0; 0) * Р" (g)|/;0;3) + Рэ (o)(t; l;- i+fu(0)(/; t;2)|xl В, ц(0) ; ц (0) ,. 0 , !,l2 (0 < Xz (0), ч |(d-ц" (0) + х r (О),. О'.
Оптишальное аначение управления ЦО( 0) равно

tt:(o)=

где а корень уравнеЕия
л _ (с+ цi * (С+ цr)2 _ 3(Cr ц r)l 

= о/2 9а чо 32000
Полученное решевие изобраrено ва рис. ?.

(Е ;0; 0)'; а <
((I', 0; О)' ; а >

(0l
(0l

U,
U

,

t=f /ц t=2

(ц -Хr)

(о о)

-Xt

Рис. ?
При оптишшьвоft работе.склада п постоянноfi величине штрафа и пJtатц,.

эа храненше зшасш .на. скдаде в лобоlt шоцент врецени доrryстиllц толь-
ко прtt отсутств}tи долгов; оптиIельная величина аепросов нЬ баву оп-

t=0

0iui(




