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о дtФФЕрЕнцI,!д[шщ( игрý( кАчЕствА с нЕсколы(ил[и тЕр![иЕл,Е[lцши п0-
ВЕРКНOСТЯМИ

Е.П.Волокитик

В подавлярщеrr больппанстве.работ, посвященншх решениD длффёрен-

цrdшьнцх игр качества двух игроков.r. рассчатривается традиционнея .-

постановка аядачtit, которая бцла пред.доаеЕа Р.Аftвексоц в [ l] и сос-
тоит в следrDщец: игра протекает в некоторой области Z С Rо, Огра-
ниченноfi кусочЕо-глFдкици поверхностяши, и описшвается уравненияrrи
двиIения..

2= |(z,g,E), /v
гдеz€Z - состояЕие игрц, g€ Е - уравнеЕие одtого и8 игроков

(Р);,Ре V _ управление его цротивника 1Е\ .tg " .У - вцпJtк-

лце кошпактнше шноtества в Рл, ч ,Q-., coonBeTcTBeHHo, на функции

trgrф наклядrrваDrlся необходицые ограничения: оОшчно f предпо-
лагаDт непрерцвно дифференцr.rруеrrоft по всеш ее еtlгушентац, а 9 u ?
считаDтлусочно-непрершвнцr.и функцияши,/ . Иrдеется некоторая поверх-
к9сть >( , наэшваечая терцина.,!ьноlt поверхностьD }t.цредставляD_
щая собоf, часть гранltц! пространстве.игрц Z . Игре считается
оконченвоft, еслч. z досr"""", Z . Предполаг8ется, что одDtн пг-
рок ,/обшчно "no 

Р / хочет окончить игру, а его протхввик препят_
ствует aтorry. ЕЕясневие во8цоrнцх !сходов этоft конфлшктноft ситуа_
ции в эависишостId от начального состояЕия t{грц и поведения обо}ý(

игроков и составляет реrцение игрш качества. ,В рассrrатрхваешоf, про-
блеrrе предполагается нал!tчие полноft инФорrацш,r 

" "-"rr"[I] ; счlста_
ется, что обоиrr игрокаrr всегда иавестнш текJпц,tе эначения всех фа-
эовцх координат.

Однако }tцогда при paccraoтpeниr,t конtРликтнrrх ситуаiшf,. BoBErcKaeT ,

необходиrость в рещенхи дttференuшальншх игр кдчества, Форlryлиров-
ка которых нёсколько отличается от приведенноft вьше1 8 lll€Hнoi шг*

0

ре, как и раньше, протекеет в областч Zc Ро - пространстве
рш !t описцвается систепоfi /I/, однако тершlнаrьная.поверхность

}tг-
Q,

а

представJIярцая собой часть .purrш Z , разбивается це ..""no 9оr.
а, , л!)о , ИГРа по-преIнеt{у счштается Оконченноfi в rcoI€HT вр€=

цеци Ё<+ф , если z(t)er/ , при этош.вшшгрdвшиll считается хг_
ро* Р, если zG) с Qе, и игрок f _, еслпzG)с Qе r H8_. .

ксff€цl окончАЕие траекторпи z(t) на Qo озЕачает ничеfiняfi ttc-
ход. Кяrллй пз обоих игроков теперь?Ео-прецrеlry расподагея полцоfr
ицФоршацшеfi,, стреrrится окончить иfру, прIdведя точку z/*) ,. со_
ответствJrDщrD честь терцпнальвоft воверхностш }/

Требуется наfiти rлтоIества точек, начrпная ив коiоршх Еш,щfi n"- п,
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рок при соответсвJrDщеш поведенши в состоянrrи добиться rелаецого
для Еего исхода веэависишо от,поведения протl{вниrа.

основная цель настоящеfi,аацетки, публлrкуеrrоfi, главншш обраэоrr,

в порЪдке постановки вопроса, - привдечь вЕиlдание к. рассrrотрениD
подобного рода sалач и нФ(охдениD шетодов щ решекия.

Поверхвость, раэделяDцая обдасти ш{игрцша игроков /еслu она су-
ществует/ булеrr назцвать, пр}rдерIшвеясь терципологии [ t] , барье-
porr. 0чевидно, этот барьер, будет полупроЕицаеrrой поверхностDэ.По-
этоrry иЕогда рессшатриваемце эадачtd удается редить с поllощьD пост_

роения таких поверхностеft , пёстроевие.которшх.впрочеri, не всегда.

удается осJrцIествить, шетодахи, предполоl"i""*'" I r] , /сu. [ З] Z.
Однако дале'после поdтроения барьера, как правило, оСl,ается от-

крштцtl вопрос о IIЕко8денши стратегшй, дапщлх игрокj' воэцоrность до-
бшться rелаешого дJIя него исхода Ееэtrвисишо от действиft противника.
Зачастtrm адесь приходится довольствоветься "цетодоr явной политикtd",

т.е. нахоlдениеll и иаучениеш KoHKpeTEorl стратегии игрока, приводя-

щеfi его к цели. Недостатки такого пол(ода очевиднш.

lfiетод tелательнцх направлениП [ а] l лреднаавечевнrrft для ,реше-

вия подобrrшх вадач, к соlалениD, пока еще шало раэработая: даJЕе

прш paccrroтpeЕnld Еекоторщх простцх.пршшеров. ов неталкшвается на

трудЕости анаJrитического характера, ве поддаJпu{еся качественЕоlry
иссrедоваЕшD.

Некоторве шs подобвого роде sадач удается решшть, если рассцет-
ривать ш:к как игрц качествd, двух шгроков с одrоfi терциЕальвOй по-
верхЕостьD, свя8цвая с рассцатриваеrrоil игроft качества, как это,. г -1предлагается в[ Il l игру стеЕенrr, платоfi в котороfi cJry]rиT вреш.
оковчавrя 

""рr. 
К числу приraеров rrоrцо отнести задачу о конфликт-

нош ввеиr.одеfiствии двух aкoвoralпlecкrcK шоделеfi, peпeerýrD, в вечест_
ве прпшера "[ а] . Непревоrrерность такого'под(ода в общец случае
становштся понятной, если заIетить, чrо, сводя эалачу Е традпцион-
ноfi постаяовке,/т.е. 9тбраФrвая часть терIшнальноfi поверхностиrне-
прихер Qa U Qo /, и. .репая tiгру степени, соответств}rэщrD получен-
ноfi игре качества, цЕ долаЕIr, вообце говоря, следDrть еце п ве вш_

поднениеra фавовшх олраншченшfi,i яQItоl что игЕорировенIе эти:к огра-
ничевиl шоrет весьша сJrцествеЕцо иэцеЕить характер искоraого реще_
вuя. /

Ниrе pacclloтpeнц два прrr.е9е, . Еа которшх илдстр}rпrDтся Ееко_
тоplе Iошентra сделаяЕшх ваrсечадtifi.

П р и.ц е р I. Цусть кяr,Tlf, 
"а 

n"po*o" Р 
"Е оdладает ва

-o"*o"nn 0Хg проспл.. двIrеЕrfiеI, т.е. уравЕепrя дв!Iаевкя rшбuг
ВИД: 

*.=цсOýр+чсоsФ| /zj
0=цsiпg+чsiпq.

,
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Пространствоrд игрш является неотрицательrшй квадрант фаэовоft плос-
косlри, Р; . Игрок Р , в распоряаениId которого нsходится направ-
ление 9(О , gв2Й)скорости, по величине равной Ц , стрешится.
привест}t фаэовlm точку Еа полошительнJrD часть оси 0х .l ц€ль &tг-

ро*" Е , управляDщего направлениеш Е (О. Ф =Ц)скорости, по
величине paBHolr V , - прI4вести фаэов5по точку на полоIительнJrIс

*""r" о""0g ,ц?V , окончаЕиетраекториивнечале координат
Ьаначает ничеl'trшГr исход партии в данноfl,t игре. Требуется реilить
сфоршулированнуD игру качества.

полупроницаемше кривше в даячоri случае провести не удается по

той причине, что их Ее сJпцествует вовсе /любая гладкая кривая не

булет полупроницаешоft, так как 'ц 
> V /.

Еёли rш поtЕтаеirся рещить налry игру качества, сопоставляя ей

игру степени, в котороft в качестве.платш берется вреriя окончаЕия
игрц, и считая полоп}lтельнJrrD часть о"" 0Х единств9нной терraиналь-
ной поверхностьD, то вцясняется, что 

""ро* 
Р в состояttии вшиграть

партию, начинаDцýrDся в .побой внутреннеft точке пространст"" Р,| ,

а оптимельные в сrfiilсле выбравного, критерия траектории ишеDт вид

пряшых перпендикудярнцх о." 0Х /puc.I/. Прч 
"rоr, ""ро* 

Р дол-
2

аен придершиваться стратегии Ф=tg GO9Ф= 0r9iПЪ-,l), игрок Е
9i- стратеги"Ф=tftОSф=О, SiПФ =,|)

Однако, очевидно, что еслш

фааовая точка ваходится дос-
таточно блtлако * о"" 0g ,а,

""ро* 
Р слепо придераивает-

ся укаааЕной "оптиllальной"
стратегии, то Е в состоя-
НИИ ПОШеШаТЬ ПРОТИВЕИК} .Щ,О-

биться вt{игршца, придершива-
ясь какоft-либо стратегuп tP .t

отличноft от @ . Точнееrшог-
но пока8ать., что стратегия

2
9= t lr является эфФектив-

ноfi с-точки эрения игрока Р

Рис. I.
лиЕь в тоft части
ва игрц, где g< -lX.'

если Ее партия начинается вне aTolt области, т.е.9о2 t

?

,

il

а

то его противник шоает поrдешать erry привести траекториD на

начаJIьное состоявие 
""ро/, " F иэбирает стратегиэ Р=

\о(ft,
frг
Q,

дJtя чего Е _дщдrпо*rо пршдераI4ваться, ваприrдер 
"rpar"""n frсоsФ=-{r f,', rrоФ=# .

,Uо)
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Такиrr обЁаао,r, при лDбцх наче.,IьЕ{х состояниях uгw oL(t) убшвает

С другой сторонш, ясно, что Р , *a саriош деле, в силу своего
превосходства в cкopocтDr в состоянии одер8ать победу в любоft партии,
начинапщеltся из внутреннеft тоtIки пространства P*n . Проблешq зак-
лDчеется лиlш Е укаэенrdи соответствJrDщего способа по""д"*"" Р

Расслсатршваешая задвча Moreт бtлть решена, если пришенить rrетод

rелательнцх напревлениft в Tot! виде, в какош он ивло8ен в[Z]. Ол-
нако решение выглядит проще, если l|ш восполь8уешся следrюциш ут-
верцдением, с-прqведJtивость которого очевидна: есл}t в рассшатривае-
rrой игре траектория Z(t) TsKoBa, что 2(t) Еи в одиЕ иа rдошентов

вреr.ени не направлена Еи'"^ ý), ;sи на 5?9 , т'о партия1 описц-
ваешая этоfi траекторией, не шоtет окоЕчиться победоfr игрока f
или вничьD. ,/ИспольаовшпI обозЕаченшя, введеЕие в начаJIе статьи./.

Примениrr это утверIдение к наlпеlry случаD. 3аше,тиш, что если иг-
рок Р вшбирает какое-либо ваправлевие f своего двиаения, то
все Boarroiншe напраБленшя_ траекторшl, получаrоццrхся_в реsультате вц-
бораигроко" Е своегоJrправления 0 ЗФa2l l Ек{оняртся от
направления Р не более ч_еш на угол )о l '' У" - /ry ) ,

ýirLtno=#, ), O.!o.F .

Пусть теперь игрок f " *"r*й rrorreHT врецени внбирает направ- .

ЛеНИе СВОеГО ДВИIеНИЯ, ПеРПаНДИКУЛЯРНОе РаДl,tУС-ВеКТОРУ СОСТОЯЕ}tЯ 14Г-

ры в этот liiolleнT вреценш и направленво€r к о"" 0Х ,т.е. если рад}tус-
-вектор gостояния игрt{ состашяет с осьэOХ угол оС ,no ""ро* Р
пrбирает направление P=a-f, .Тогда r в сцлу вшдесделаяного, ,зашечания ,

условия утвер8деншя бу.ryт ш{полненшrиrследовательноrнац достаточно
покаэатьr, что при TaKoш вшборе управления ""ро*оr, 

Р .шбая партия
оканчивается 8а коЕечное врешя. Сделаеш это.

В полярtшх коорл}tнатдк Гrа(Х=frСOsd, !=|'Sind) уRавнения дви-
rения /2/ прч g = Q ишеDт вид:

i=VСOSU-9),
}= -![ч+узiп (а- q)] ,0. /Э/

Harr недо покааать, что угол ,L(t) эв,конёчное Ёрешя станет рав-
ншш нулD. Иg /З/ следует, что r //) ограничен:

r(t) < 1,oglfia,
Но тогда

d.< -
ц-ч

р,еffi^, fu+vsiпk-ql-j<, _L-)-

-Fа

g,/ue- vz

с ненулевой скоростьD, а внечитl ва конечное вреця

r
", 

аоr,оефdо
ц:ч

обратится в нуль, что и требовалось покааать
. 3аь:етиш, что, сводя ltгру каче9тва к укаааяноfi игре степенlrrцц
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получили Форша.llьЕо правильrшlt ответ на вопрос o,Toli, какова область
вшигршtпа игрока Р . Однако, есJtи бы пространство игры имелоrна-
пришер, вид тупого угла ,/Рис. 2/, подобное обстоятельство ве ичело
бш rrecTa, в то время, как шетодr.с пошощьD которого была наr'tдена

выигрыдная стратегия ,"ро*" Д , окааался бш пришенпмшш r{ в этош
случае.

П р и t{ е р 2. Уравнения двихе-
ния ишеют вIilд:t

х.= ttC099+ уvсOsФ, /4/
U= tlsiog+ цчSiпФ ,

OJg, 9<2ft , цrV , т.е. }tгроки
Р u Е по-преаfiеlryобладают

простцш двиаениеш, но теперь в€ли_
чина скоро"r" 

""ро*a 
Е зависит

от состояния игрш. ПpocTpaHcTBorr.
игрц вновь является неотршцатель-
ншft iвадрант .фавовоfi n.no"*o"r, 0Хg,
условия окончания игрш те 8е, что

?
о Ф

Рис. 2. в пред{дущеш примере.

' В данво!i случт сJществует едшнствеЕвея подупроницаешая ловерх_
ность, пряцая a=i , ва которой скорости обоих игроков равЕц по
велI4чиЕе.,Она, очевидно, будет статическиш барьероч: партии на_
чинающейся иа точек, располоаеннцх над,этой пряrrоlt, вшигршвает иг_

ро* Е , начинаroщ/tеся иа точек под Heft - ""ро* 
Р . Такич обра_

эош, остается наftти выигршшнце стратегиц игроков.
Окаанвается, что поп{тка найти эTtd стратегии, рассшатривая

предлогенн}rD шгру как игру степени с вреденеш окопчания игрц в ка_
честве платш так.ше, как и в пред{дIщеri случае, не дает н},1]ного

реаультата: получаемше "оптишаJtьнце" стратегии t{огут окабаться да-
le неприешlемцши при некотощх начальнцх состоянI4ях игрц.

Аналогично Torry, как это сделsно вцще, шоIно покааеть, что }tг-

рок Е аа конечное вреця цоает одерIат,ь победу над своиц против-

нt4кош, если в кацдой точке, располоЕевноfi шше барьера, он будет,.
шбирать Еаправление своего двиtения, перпендикулярвое iтряшоfi ,про_
ходящей череа эту точку и точку (0r#), n,"пр"вленноё в сторону
o"n 0g

Чтобц найти стратегпD 
""ро,," 

Р , приводящп) его к вцшгрцщl,,

в парт}tях, начшнаDпп{хся иа точек, респоло8еннцх ниле.барьера, по_
qтупич следrDпЕ{ш образош.

Рассчотриrr функчпш F(XrY) = ^(f 
-У). Лшнии уровня этой tШнкции

Х($-У)=С суть гиперболrr с асимптотем, Х=0, g=#, сIIJIодь.8а-,.
полняD!рrе пространство игрц под берьерош, когда С привицает все-

1



возшоrнше аначения из прошеrуr*" [0r*оо l /р"". 3, стрелкоfi покааа-
но Еаправление воsрастания F t

Рпс. З.
Под барьероrt скорост" n"po*" Р превосходt{т по вёличиЕе ско-

рость ""ро*" 
Е . Поатоrry 

".n" "npo* 
Р в ке-доfi точке простран_

ства игрц, располоrецвоfi ниrе барьера, Е{Oирает направJIение своего
Двиаения, совпадаDщее с направлениоч градиента gF gункчии t
(VF = (# *ч, х ) ) ,ТО ПРОеКЦИЯ .ЕаIIраменпя .lвЬоf, траоктории, по-
.iцrчапщеfiся Ьоорош упрqшения ф игрокоlr Д ., на отот градиент
строго полоаительЕа, т.е. Функция F воэрастеет вдоль траекториft'
поJýчаDDЕIхся при такоц вшборе управлевия f . }го оаначает, что
фавовая точкd' описшварЕЕя состояние игрн, переходит на л}tнии уров-
вя dуцкцип F , все более удшеннце от оси 0g . , что в cBoD оче-
редь покаацвает сево8шоtносты победц игроrёa Е . Если n"po* Р
вшбирает укааавв ое упрвв,Iе "n" ! lTO

cos 0= #-,J , Sirc Qэ
-х

t

tа

о

а

t

-

,
хr*(#-И?

и уравнения /4/ приниrrаDт вид

Х= ц
ц
v ч

у'* (t - ч)'

х'" (#,g

+ gчсOsФ,

+ gчsiпФ .

+ gчсOsФ

/4/
ц
х

хо*( - у)'
I

ftrt^Ш, y(tr)= (#-,J)

х-х
хе* (ff - g)a

+ gysin +]rчл (+ -о) ,

a
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l

т.е

I, Г r"lY1, ц (t')) z ч F (х(ё,,J( t)\,

Рассшотриrr Функцир

f(t)= x(t)-,x,(t- И),ч(4-+",1

гле 1{t ) подчшняетс" 
"".r"-I" п'i. В спау /4|/,

/5/

{(t)в i(f )- n xo(f - 9,) 
ru(*-,,],.

х"(#-Ч,) v
-Vте
начинаJ с некото

#-у

Хо f-c.) ч (l-
ц е

+ gVСОSф -

to)
х2* -ч

({-t 
")

ро"о d-

'2ш v

будеш ишеть j(tlr-e.0 np" всех
t>T , и, следовательно, наступит шошент вречени t/ такоftrчто

|(+l)=0... С другой сторонш, если допустить, что Y(t)rO при всехt , то #-Y(t).? при всех l , а тогда "э неравенстве /5/
сле.ryет, что прп всех t

х (0, Хо (#_, U,) rvft-t,)
т.е. функц"" $ (t) """"д. До"о полоrительна, что неверно.

Такиrr обрааом, при вtлборе игрокош Р управления Р величина
y(t) аа конечЕое время обратиться в ноль, что и требовалось по_

каэать.
В заключение сделаеш следIDщее ва!rечание.

Еаэовеrr гладкJrD поверхностр ý Р -прон}tцаешоft, если 
" 

gаrдой
точке х € 9 среди управлений Е 0) игрока Р найдется управле,
ние Р ( *) ,rобладающее феш cBoftcTвoш, что ":" g = 0 Р -векторо_
грашма для Е во всех точках поверхнос,ти Э лецит,,по одну и ту
ае ее сторону ,/аналогичцо вводится опр"д";r"r"" Е -проницаешоft
поверхности,/.

l&l видиш, что в обоих раэобранtшх пришерsr( sад8ча вахотцения
вшигршшЕлх стратегиfi, по сути дела, сводилась * оr""*""", Р
uлч Е -проницаеrrшх в нуанош направлении поверхЕостеfi и соответ_
cTBJrDц}tx управлений игэоков.

Поступила в редакциD 7.6.I97I г.

Литература

a.

I.P.Af,aeKc. .Щифференциальнше игры. lЛ. 1 "Мир", 1967.



эо Е.П. Волокитин

2. Е.П.ВолQкитин' И.А.Кресс. Одrrн шетод исследования диtферен-
циальшлх игр качества.- Управляешце систеtщ. Новосибирск, 1970,

fuп. 6, стр. 3-16.
Э. И.А.Кресс, А.М.lffхсинов.,Некоторше lrетолЕ исслрдования I4гр

качества с шногиliDt терrшнальнцt{и поверхцостяrrи.- Управляеrше'систе-
lбl , в печети.

t/

а

i,

l,


