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0Б услOвию( стАБиJlIfrIOсlи пOглOlцЕния в д,IФФЕрЕнjимьно-рАзнOсlных
игрАх. I I

, D.С.Oсипов,/Свердловск/

Укаdшвартся необходиlдле и достаточltце ,/а такке достаточнше/ ус-
ловия сильноl't стабильност}t llнoxecтB програшмного поглощения в линеft-

ншх диrDФеренциально-рааностншх играх. Полученшле прианаки свебиль-
ности охватшваDт, в частности, и случаlt управляешшх систеш, описц-
ваемцх обцкновенншrrи ди<DФеренциальнцши уравнениями
продол'rает исследован"" I Z].

[,-r] .Статья

I. РассшотриtI управляе!чю систеiry с последеfiствиеш, описшваеr,ryю

уравнение!,

fld)=A(t)x(*)* Дt(l)хQ-r)* вG)ц-С(+)у +w(t). /1.1/
Входяцоле в уравнение /l.U величинш, как и другие встречаюциеся ни-
Iе'понятия и обоэначения, не сопрово8дае!{це пояснениями, опрсделенц

"[r].frу"r" эадан проrrеrуток врешени [to,0] . Гч""r,отриш для системц
/1.I/ t BoTecTBa програшмного поглощения W* (0) , to< l < 0
В первоfr чести настоящеfi работш [ Z] полученш достаточЕце приэнеки
стабильности мноЕеств Ц (0) с пошощью Teoperщ о неподвианоfi точ-
ке riногоэнаtlнцх отобраrениit. Укэtем. теперь другоit путь получения

./необходишrх и достаточншх,/ условиir l! - стабильности lшo[ecтB

Ц(Р) ,to< t з8 , основанншl-t непосредственно на определении cBoil-
стве стабильности. Приводишtе пиIе рассуIдения связанц с вцчислени-
еш опорного ФункционаJtа MHorecTBa Wf (0) . С этоi't точки эрения
даннцlt вцвод предстевляет и сашостоятельrплit интерес, так как oflop_
ншrr Функционшош W, (0) удобно польэоваться при вцчислении вектора

41f,X(S)) 1 Фигурирующего в определенши экстреrrальноit стратегии
'|J" I UJ . Кроrrе тооо, анание опорнц1( Функционшов шноrеств прог-

рац}iного поглощения поаволяет установить свя8ь ивлоrенноit 
" I U] эк-

стрешаrtьноlt конструкции с иавестнцlд правилоri экстреriального прицели-

вани" I r] .

PaccrroTpиrr вспоt огательн5m задачу об упревлении.
3мАЧА I.I. 3аданц управляешая систеша /I.U, отреэок времени

[+*,+*] ,(t'>tr). v*"""r- ограничевия /1.2/ [ z] на упраЕляющие
вЬздеrtствия. В пространстве }.| аадаяц два вшпуклцх аамкЕутцх мно-

,""r"а Ya " Yz . При вшбренншх лпбшх ц(S)с Y и програмttноItl уF-
равлении Y(f) требуется построить_п;)ограш1,1ное упревленuе tl(l) , пе,

реводящее систеrry /1.1/ эа врецяtt-{* иа,состоянuя /сu. [О - B]Z

g{(s) в к8ко€-л}lбо состояние Цr(S)еY2
l Те о ре.ша I.I 3адача I.I раэречш,trrатогдаитолько гогда,
I
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когд9 вшполIlяется неравенстЕо :

(tr, t * , h,|- r, (t.: + r, h) +

(l'* s,E )W(;)ag ,lъ7 +

+ iný < z(S, |Л, lL7 - iп! < g,lъ>lОО .

96V y€Y;
здесь S(h) оэначает iйно!ество тех ft.cH , норма которцх ltltl" ct
и на которцх определена разнос т ь о<( lъ) = tп{уr< Z (S,Ц), lъ>, iп|".<g, h> ;

,/значепия a"(h)=xoo допускаются/i величина z( S,9) равна :

np" 6=lr-t*r,t 
8

z(s,9)=r(s,и)=Т(l ** S,t*,0)g(0)+ JT(t** S,**, фу(?)dо
-t

np" 6=t*-trcr

если Se [-o,o] ;'*s'9) 
=f(S'9)

и z(s.U) = g(5+6)

если S€ [-С,-d]
величlrны 

tr*s

r',, (t\ t r , lz)= mах .< lL ,
uc luo>|

Jrr** s,ý )ц9)Е(ý)а9>
l*

*f+ ý
0

r,Gr,t*,h)' = д?ёl.о, J 
FG\g,ý)c(ý)7(ý)dý>.'

Где tш(.)}, ( IV(.)l ) - lv:,HofiecT'] 
"""* 

суммиру_еl"шf ""I t*,t*]
Функциirl удовл€творярщих при почти "".* * C|+*rt1 огравиченияtl
/I.2/ [ rl ,Е/ý) = ц(\) no" ý c|t*,t*) " tG) =О при

Е. Ё* '. д""по"",,но определ"оr." ф"*ц"и V/E) " ЙrE)
Д о к а э а т е л ь с т в о. [ýrсть HepgBeHcTBp'/l.Z/ иriеет !rec-

то. ПредполоIив, что а9лача /l. I,/ ре:ления не имеет, ааклю{аем, что

существуют аае Y1 " V, е |V(.) } такие, что при дпбоrr Uе lЦ(||
x1*(S) фY7- . /1.4/

3десь xt{ (S) - элешент траектории Х(*) систешц /1.I/, улов-
летворяiэщеI'l ycJroBиD х({*+ S)= 9l(S) и отвечапщеfi програl|мнцI управле-
нивм ц(t) , Ч(t) . Используя Форlryлу Rошча, элеlент Xlr(ý)
моаеш предсiавить в виде,:
np" 6={*-t*.t

4|п
tсý(h)

{{+s

-.t,
+r
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*{.S

ýrS)=Z(9,ц1 * J гG**s,ý )[в(Еич)-сlglr,G)* w/ý)]dý,

4r(s)=

tr

-6<s.0

И(S+d), -t<sз-6;
np" d ={

r-| 
r ",

0пиреясь на Teopelry I. I. , получаем
С л е д с т в и е I. I. Систеша швоtеств програraшного поглоцения

l/r(0) ,t6<L<Q , сильно u - стабильна тогда и тол

де, когда усаовие /l.Z/, гл" l=Ц* (0) , % = WgG)
полняется при любшх tx е [lо. 0), /'е (t,*r0] .

x+r(S) = 9в).
нетрудно видеть, что совокупность элешентов х**G) /I.5/,отвечаD-
цих всевоэмоrным uс|u1,>| , обраэует " Р/' 

"r,**no" 
и слабо би-

компактное шнопество. Учитцвая, uno y2 - вшпуклое и слабо замкну-
тое в Fl мноrество, простра}tст"о Д/ . - гильбертово, эаключа"u [Э] ,
что сJrщесТвует не нулевоfi элемент lъ*сН (lь*ц< l) , такой, что

sлр .4bf.x*;ts)> - сп.9 <lts,цт <0чеluбл| " ЦеУi
,/3аrrетим, что величИнеа(tс) определена прч lЪ=h* /. Совокупность
соотношениr4 /1.6/, /I.5/ противоречит, очевидво, неравенству /I.2/.
Анеilогичншli образом докаэцваетсi необходимость условия /1.2/, В са-
шоri деле, пусть эsдача /I.V разрецимаrно неравенство ,/I.2/ не uuе-
ет шеста. Последнее означает, что существуDт нулевоlt элемент ll*ell
(/r*€ S(a)) " цr(S)еYl , такие, что каково бш ни бшло програш-
шное управление ц(f) , вшполняется неравенство:

tr+S
г

(z(s, ч) + ) rtrr* s, ч) [ВGlпrчl-с(ý)v*(ý)+
+*

*wrql]dч ,h*) - уI(ч,ь*).ОчсY2

3десь7*/t) = 0 пр" ý .*а ; 7*(ý) =V*(\) no" 9е[+*,*{,
"д" У*(ý) - qlункция, на Koтopolt в /I .3/ при lt=h* достигается
шакс.иlryм. Условие /l.?/ оэначает, что иа начального состояния X(t*+
+S ) = Цr (S) систеr{у /I.L/ аа врем, tr- Ъ1 нельзя перевести
в какое -лйбо состояние, принадлеаащее u"o"ecr"y Y2 , если только

управление У({) шлбрано иа условt/tя V({)=Y*(+), (tr. t < {) .

Это, однакоrпротиворечит предполоIениD о Toti, что аадача I.I ревре-
ппша. Теореца докавана.

ько тог-
1 ВЦ-

данное утверlпдение шоrет бшть сфорцулировано в более э<Dфе ктиввоJt
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Форrrе, еЬли учость строение шноIеств W+(e) . В carroM деле, капдое

""o"""n"o 
Wr(0) состоит [О] "._r"* 

и только тех X(S) , которше

удовлетворяDт неравенству /см. |BJ /

9(l.x(ý))= rr;п.I9(0. L,(,) + ( СТ(0,*, s),x(s))]>0 .
' ilClcl ''

Обоэначиrr сиuволом G* подт:ространство в |l , натянутое на всевоз-
llоднше элементш f 

(S) вила f 
(S) =/7(0.f, S) .

Справедлива
Т е о р е ш а I.2 Систеша шно:Ееств програшriВого поглощения

W; (0), lo <t, < 0 , сильво (l - стабил_ьна тогда и только тогда,
*о*" для лпбшх r* е[ fo.0) , t*€ (**, 0 ] *попt!.яется rlepaвeнcт-

во: 
t*rs

tnf l",(**.t*.?)- t2(!',t,t,!) + ( 
JГ(*1s,ý)-w(l)dE,o1:t' 9 ' t|

PGr+

q>-ti:z(s,9), l) -;!,,(у, ?>|>о

Д о } а э а т е л ь с т в о. Необходишость условия /I.9/ слелу-
ет вепосредственно иа следствия I.I. Покашеш, что условие /I.9/ яв-

ляется достаточншм для сильно1-1 t{, - стабильности llнoшe"r" lф(0)
Предполагая. противное, аеклDчееш, что условие /I.g/ вшполняется,
но с}ществуDт [rоментц f *е[ tor0) , t+€(l*r0] ,rn"rr",,, 9/(S)6
€ W1*(0) , програмшное управJение t(t) , ti €t. Bt* , текие,
что эле}iент Xlr (S) /I.5/ ни при каком Uе lU1.1l "" принадледит
шHoliecтBy Wi* 0) . В силу /l.B/ последнее означает, что существу_
ет элеD{ент ?l€Gt, , такоГt, что при всЪх uсlЦ()l

(gr, х1* (s)) -;:а.(з*, g) .0
С другоir сторонц, иа ус,:овui /l.S/ при лшбом Uс|UО| имееш нера-
венство:

( ?*, Х7 * (s)) (9*,а) 
"О.- iпt

Ч€Wgl
Соотношения /l.TO/, /l.п/ прот![воречишr. Теореlrе докааане.

Иа теореlш I.?. непосрёдственно вцтекает
С4едс т вие i.2. Систеr.а шноtеств прогрgriмного поглоще-

н"" }У1(0)r*, <te 0 , сильно 14 - стебильна тогдв и только тогда,
когде при лобrrх lre[for0) , tre(t*rOJ вцполняется неравен_
ство:
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r* s, ý )у//Виl, gТ(0 ,t\ ф:,*t(zts,a),eT(o,t!s)) -
t4 . , У€W'J

- irc{ (у, етG,* *, s))}uo .
, 9€ wJl

l При !!е чЪн ие I.I. Иэ определения ст9бильности riHoIecTB

lw*ro) t s] шIтекает, uro "ou"", /f , фигурирlrвIryrit в Teoperie

Il.Z " следствиях I.I, I.2, шожно считать достаточно близкиш к rroшeн,
l

J', f*

?. Проверка условиfi теорешц |.2. u следствиlt I.I, I.2 весьца
аатруднительна.. 0днако шошно укsзать случаи, когда такую проверку

удеется осущестЕить. Такиш rrутеri ш приходим к достаточшIri условиям
си;iьноit (1 - стабильности MHorecTB програмшног'о поглощения. Преrде

чеш сфорцлировать эти условия, докаrеч вспошогательное Jггвер:fдение.
обоэначиrr Ьиrrвол.rш fur(lc) 

(/r е Н ) , опорншfi Функционш MHoIecT-
ва Wt* (0) ; Jt'
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пt
|lсцl

{*+

| пGr, t *, еТ( 0,/*, s)) - пr(|', t*, еТ (О,t|ф) +

s

ЯВЛЯеТСЯ квазивцпук_
лltпо е

9rr(Ь)=

,оФ r 9сли hбGr, i

1Pr:-e")t если h= eJ(0,1*,s)

Леrrrr
9--(Ь) = sцр ( ь, у) .' uсwrt

а 2.I. Если функriия !(0. {*, е)
, то справедливо равенство:

/2.z/

/2.4/

Д о к а а 8 т е л ь с т в о: Составиш фуЕкционм Лагренrа,/сш.
/1.8//l

Х(g,J) = (д. у) * J 9G*, g7 , /2.з/
где ,l - некоторое неотрицательное число. Так кек riнoгecтBo неот-

рицgтэльншх чис,л geriкHyтo, то

9arh) = sчР,i7lХ(ч, \)
tJ€ Н. )>О

Отсрда, учитшвая, что Функционал /сч, /1.8//
d,(g.е) =9(0, t',e) + < eT(0,+r,g),g7

является полоаительно однороднцш по / r получаеr. соо,гноЕение:

9r,&) = fr,f ;ri g(ц, е) )

гле g(g, € ) = <h,y> +а(g,t). Покаrеrr, что

ftr fýчсч,е) =rтl_]ч r(ч,еl
0тспда будет следовать утверIдение лешшц, так как, очевидно,

/2.5/
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если h= €n(0,/1s) . фнкционал 9(цrе) является линеttншм по у
и непрерцвнцrd и кваэившпуклшм по 4 . На проиаведении Н lХ для
gU, е) вшполняются все условия теореtiш З.5. I t1.1 . Поэтоry

gцр iп{ 9U,С) =iп! Sцр gЧ,11=iп! 9цр g(g,€) . /2'?/
tJ€н ебх te! qсн le Еп Ч€lt

Далее, учитцвая, что ФункционаJt а,Qrе) полоrительно одяороден по

t и лрч gе Wtr(O) а(g,е)>0 для Jпобого е е Е о /cM./1.8//,
Fолучаем равенства:

SЦР iп { 7fu, t) = Stp tk{ 9Q, €) =
9€ Н |6 fn !€ H1l fсЕп

= яtlp iпt сл (у, е ) .
!сй cci 'ЪJ' /z.s/

Соотношени я / 2. 6/ - / 2.8,/ доказшваDт справедливость утвер8дения лешш!.

| Те о ре ша2.I. Если пр"поЁоu*еРьеl Ф}нкция g(O,t,e)
|является кв lаившпуклоlr по / , то систеша rrноrеств програririного

tno"no*"""" W* (О) , to ёtЗ 0 сильно 14. - сгабильна.

Д о к а э а т е л ь с т в о. Покатем, что для лDбшх f*epo.0),
f#e (Ёr. 0] ишеет }recтo неравенсгво /I .9/ /прч этоrr, учитшвая ска"
занное в прицечании I.I., считаеш, uro ||-tl.t ./. В саlrош деле,
пусть g = eT(Orf ', "S) 

- проtсвволъншfi элеrrент пз Orl . Тогда
1l

rl(|*,t*, 9) = 
!, r:ir) 

е9G|ý )srý )cG)dý .

!
г

|'c(tr,t *,r) = 

J_ 
%ё, еа (+\Е )сG)y/ý)dч,

t{+s {
( 

J 
,с*Ъ, , ý )w(ý)d| ,9| = lеч{*-,ý )/rý)dý ,

{ о'*

"д" 
Ф (f f, ý ) = F(0, t * 

) F (tlз 9+ JF(o, 1l+t * ф1 (l\r+ фF(t*+а ý Es .

при {*=ч _9(ý,l]. =F(O,ý). . i;JT- сторонш, учипIвая [tt ] , "то
t{атрицq F(Ort:) , *"* i.у"*ц", t* , удовлетворяет уравнениD с опе-
реЕs!сши!, аргументом

a
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# = F(O,t*)д(tЧ- F(0,1*+t) Дt (t** t) ,

а шетрица F(f *, Б) , как фlнкция ** , удочrrетворяет уравнению с

э апа8лЕ ваDIциrr аргуrtе нтом

aE@itl 
= A(t]b)F(t*,ý)* A"(tr) г(t*-t, g),

ыl
получаеш, что

W=o,
Следовательно, при любош ýе[f*, **

Ф(t*,ý)=F(0,
u /см. /l.B/, /2.9//

1

, )

/2.Io/

/2. Il/

*, r, 
(t*,t * , 9) - п2 (l*, l. *, 9) +

t ( Jrс*t 9)l )/rE) dr, ?) = 9 
(t*,+|,e)

Далее, опираiсь на лешь,ry 2. I . , эаключаеi4, что

- irct (g, g> =9(0, +i е) 2,1z/
gёнtl

fuчислиrr теперь величину ,is1,! 1a\rц )r l > иэ /1.9/.

имееш Ч€Ws'

,rз{_(zG,ч), r) = ;?i_(*,y) , /2,I3/

гдехе I,I , прИЧеМ 
о
с

\с(0) = x(ФFlt\**)r J ?сr> F(t*+ S, tr)ds i
-D

при S€ [-е*6,0)
к (s) = q(s- 6) |

при se [-t,-а+d)'.K(s)= 
[9(0) F(tr,tx+t+ý)+ /z.l4/

я
+ l qQ)ГG#+z,t*+с+s>ацl A"(tx+t*91 .

здесь 6.]6l'- t, .

Лs /2.I4l, учипrвая, что аВ)= еТOrl f.9) , и ilспольэуя cgoiic1-
ва шатриIIDI 9(t*, d,) n 

/"u. /2.1O/ л./Z.il/ ./, получаеr, что

\((S)= ет(0,**, ý) . /z-l5/
Но тогда, опираясь на леriil,у 2.I., ишеем равенство:

iлt <z(g,и,9, =- ilO,tl ,0) . /2.|ц
geVtr
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Соотноления /2.II/, /z.l2/, /2.16,/ ишеют место при .lmбом QeG**
Сум:;а велич!Iнrстоhчу:6 в правшх час,гях /Z.ll/, /2.IZ/, /2.-16/, раЕна
нулп. Это оаначает, что нерgвенство /1.9/ деfiствительно иЙеет шесто.
Теорема доказана.

l П р и м е ч а н ч е 2.I. Условие кваэивцпуклости Оункчииi(O,t,0}

|о,r"""д"о, вшполняется, если 
"е*тор 

4О , доставляDшиfi шиниьryм в 38-

|лаче /1.8,/, является единственнцлi. Таким обрбаом, еще раэl но дру-
|""u nyr", получаеD/ усjlовие сильноit U - стабильности liHoIecTB

lVr*(e), to<t € 0 , y*aae'rtoe в следЪтвuч 2.r. Ir] ..
l П р и ш е ч а н и е 2.2. При оtсутствилt в системе /1.1/послерр{t-

|.r""" 
(t = 0) условие вшпукJIости с,ункции 9(0rt ,а) , как достаточ-

lHoe условие стабильности, являDщееся пряtд{!д следствиеш условия ста-

|б,,п""о"п" I r] пп" единственном векторе 00 l отuечалось в раОоте [ +],

|а "aTer" 
в раЪот" I U] .
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