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Работа примшкает к исследованиям [' - ']. Для диФФеренциально-

-разностнцх игр указцвsптся условия сильноl't стабидьности,/стабильно-
сти,/ мношеств программного поглощения. Oбсуrдаеliце в первоfi части

работш достаточнtiе условия охватцЕаDт случаfi нелинейяr,lх ди.lФеренци-
ально-рааностншх игр. Эти условия конкретиаируDтся затем на случа}'r

линеftнцх систеш с последеt-(ствием.во BTopoft части работш указбн дру-
гоfi путь получения условиit сильноlt стабильности погJIоiцения. ПриводлI-

мые там необходиtд!е и достаточнце ,/а такЕе достаточнше,у условия ох-
ватнвают, однако rли.llь случаfi линеtlнцх дифФеренциально-раэнбстншх
игр.

I. Рассмотриr,t уrrравляецуD систеrry с последеitствием вида

*(l)=J{t,хft),хн-t),ш)+{чGrхG),х(t- t),y) /I.1/
3десь Х - П - мерншlt фааовшlt вектор; Г1 - мерншlt BeKToir tt и

tsr - ШеРНЫfi Вектор V - управляюцiие воадеftствия, вшбором которых
распоряхаются соответственно першlt и Bтopor-r игроки и которш€ стсс
ненш ограничениями

lL€ P(t) , v€Q(t) 11.2/
где P(t),0(t) - компактц, непрерцвно аависяцlие oT!.€[t",0_J ;

Гtо.0] - ."л""r-lt проше,<уток времени ('0z f ") ; Функции fi(t,х.У.W)
непрерцвнц в области воэtlоtrншх з.начениrr аргушентов и липцмцевш поL9;

llJi(/, xt, чt,w)-r, (|,хz,ц2,w)llr)(llх,-х2ll+ilцr.9.'l ) /l.з/
где i. =COtt9l ,,0 , символ |7fl оаначает евклидову Hoptfy BeKTopaZ ;

эапаэдлванче t = СOR St z 0
Примем обоэначения: 11(S)= Х (/+ S) - отреэок траектории систе-

w /1.I/, наэшваеrдll't состояниеr. системц в MorieHT t /gдесь и в даJIь,
неfiшем аргуriент ý шеняется в пределах -Т<9 < 0 /., Н - ллtне:-t- 

.

ное пространство вектор-Функций X(S) ,суммируемшх с квадраIош llX(9)ll,

с норшоГt 
о

llx(s)llc = 11хrо) Ш' * \ llx(slll'as )'h ,
пара 0=|{.x(ýil ,(*.[+f,OJ, х(s)€ Н ) - позиция ""ari,E(l.|(sD -
- вшпуклая оболочка rr'o,EecTBa векторов l{,(t. х(0), х(-?), и)lл е Pt'{) l ;

U, - ,р"""альвая стратегия первого игрока, опрёделяем." [З] ,r"о-
,*""i""u" F.(t, х( S)) iV" ( U u) - программная стратсгия Еторого

/ т,ервого/ игрока, опр"д"п""r, "{ i Bt одноэлеiliент}lшми мноЕествам" l V(/) l
(|Ш ( t )l ) , Где Y(f ) fuШ) - некоторое програмi/лое управленtlе

второго /первого/ игрока, т.е. иэliеришая функция, при почти всех
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te ltr,0] удовлетворяющая ограниченloю /l.z/i х[{,Р., U7 ,Уу], ХftJ
- двиrение системц /1.1/ иа позиции Р=|{о,Хr{S)} отвечающее страте-

гияш [l7 , и , т.е. абсолютно непрершвная при*е[tоr'0] фу"*ц"",

удовлетворяющая условию,хftоi SJ = X"(S) и при почти всех *еГtо,0]
включению

i(t]e F, (t.x,Is] )+ý.({,xIlJ.x[t- а],у({)) /1,4/
/как и в случаях, рассlдотреннцх в_[r, 

']_, 
существовавие двиrениit

X[t ] проверяется предельнцм переходом от лоtlанцх Эltлера подобно то-
lryrKeK это делается при отсутствии эФФекта последеftствuеu /4.IО/i
}xtJ} =lr[,,Po, lJT, Yчl | - "о"о*упность 

всех двиtе""1Д[trРо,U7,V" J;
lХrГS]l=|Хr[S,Ро, UT.И] } - совокупность отреэко" X*[SJ всех
траекториfi х Гf, Ро , UT . Уr]

Пусть в l7L - мерном евклидовол! пространст"" Е*OПСtЪ)r"дuо
некоторое u"o"""r"o М . ЩустьЦ(0) - n"or""T'o програшlrйого по-

"no*"""" ц"п" М системоft /1.1/ " ,,оrr""r.0 .'По определенuю /8/l
Wt (0) есть совокупность всех X(S) е Н , обладаDIцих cBoltcTBo_rri ка-
коЬв бы ни бшла стратегия Yч среди двишениltХ[В,Р, Uт.Vr]r"о"
P=l*. x(s)} , содерхится двиtени" Х[Э]. , такое, .,rо|ХГOJl,-rМ
,/3десь и нише сиllвол lDJ- означает r.атрицу, составленнJrD и9

первцх /rc строк u"rр"ц" D /. Систеrrа непустцх MHoIecTB Vy'{ (0) ,

to<L< 0 , наашвается сильно ч -.стабильноrr[ Bl , "спи, 
каковш

бы ни бцли поэиция р,. =|{t, х r (S)} , "д" ** с Гtо.-0 ). x*(S)eW*JOL
rroMeHT tre (tr*r0l и стратегия [,, , среди дви:rениfi[[trР*,Ur,Vr]
есть двшrеrие x[t] со своfiствош; Хl*ГSJ € }/fr(0)

CBoficTBo 
"rЪб"п""о"ти 

llноIест"Ц(0) играет Barlýrn роль в теории

диdФеренциальншх ""п [а - 9J . Еоэтоlry предстамяпФ интерес условия,
при которшх это cBoitcTBo имеет !aесто. В случае, когда под поэициеit
игрц пониrtаетсЯ парq PJ lt, X(s)} , гле x(s)€ CE",6I t cn.| Bf t,
условия сильноfi Л - стебильностu / Л, - стабильности,/ riнotecтB
програriшного поглощения укаванц " [В ], "п"лу"[ 

Э] . В'случаеrкогда
хG)еН и сшстеше, /1.1/ ливеIrная, такие условия сфорlryлировенш
,/беэ докаэательства./ " I 

r ] . Цель настоящеfi работrr-укаэать дJlя систе-
lш /I.I,/ условия стабилЪноЪти r.Hotecт" Ц(0) , а TaKIe дать докаэа-
тельствЪ соответстВJrDцих утверЕдениfi иэ Г' l.

Iýсть вшбрана некоторая поаицияР'=lР, it(S)} ,где l#c(tor0],
Хr(S)Ё Wsl(O) . /S"п" Taкoit по9ичпч Р* не сJпцеству€т' то1 оч€-

видно, систеrrа шноIеств Ц(0) сильно (l, - стабильна/. По определе-

нm W,rr(P) , "n"rr""ry l(i) мо,еет бцть поставлено в соответствие
некоторое шноrество К(Р*)= l!r*} "rр"r"""П Yyr таких, что Hrr од-
не из точек 9 =|хГOrр':Ц,И]L н" принадл"r", Р| . hбереш теперь

поэицию pr=|lrix}( S)} , "д" / ,l 
€[lo,t'\,|x(S)e W.r(0) . гtусr"
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Yr(t) =
vo(+), {о зt <t*,
ч'(t), t* 1+ < 0

/I.5/

здесь vo(f) - проиэвольное прогрgшмное управление второго игрока,

V|ft) - функция, пороrлаDщая кsкJпо-нибудь стратегиD Уr+еК(Р*) .

Так-, квк х*(S)€ Ц"(0l , тоУ" r.otнo постввить в cooTвeтcтBlre неко-
торое 'r"or""r"oIi'Y"r) двиrениrr ХГ.rР*, UT, У,r*] , обладаэlщдх
своfiствош встречи с М : lrГO,Р*, UT, Yr*Jl_еlЧ.

PaccrroTpиrr шноrество двиtениfi Хо= UХ(Vчr) , "л" объединение бе-
рется по всеш Yrr е {(Р*) . Or*u*oryD эToDry мноаеству совокупность
всех отрезковЛ.*ГSJ , глеХ[.Jе.tо , обоэtlачиli сишво;rош Г=
-ГН*'хl(S),l*f(s)) . В еилУ соответствиli ;1**К(рt), К(Р*)*Jо
ишееr. отобраrение элеt!енте Х*( S)Ё }/tr(0) на шноtест"о Гс Н,

Предполо,lим, что вlлполняDтся условия.
услgвиq А. .щля ллбшх поаициfi pr =ltr,lr(SI. H*Ctto,0),x*(s)e }l),

числа tie(t9.,0J и стратеги" V; 
' 
*Ъr;";""i;*-tS,Р*',i;,'i;J|'

является вцпуклцll.
Условие В. при JDбцх фиксированншх {*6:[to.01, лi(s)еW..(0l*Ёlt",ý

цноfiество Г(tуrх*(S).tiхЪ)) rл+(S)Ё Ц- (0)) Mot'o построить
вцпуклш}, и слабо полунепрершвнцм сверху iroxi(S).
l. '| ": р е !. а I.I. При условиях А, В систеша lrнохеств}/,(0) ,

.Po<te Q , сuлъно !! - стабильна.
' Док аа ат9 л ьство. ПредполоIиllотпротивного, чтосу-
ществJrDт fle[to.0). х* (s) е}rr, (0), t*e(!*.0] n Y". , ,.*i",
ЧТО 

'Horec::o{_'lX**[S,P*, UT, Уr, ] } не пересек""r"" 
"'' }/+l(0) .

l(яrДОlý х'(s)€Х поставиш в соответствие описанное вцiле !{Hotec'Bo
г , причеш в качестве Yo(l) uа /1.5/ воэьшеш ишенЕо Функцип Yl ,

пороrдапry, Vч, . Такиrr rrутеш получаеш отобраrениg t(яrдоfi точки
дi(S) еХ на некоторое под!{ноаество Г(l+,х*(S), l * 

х tS))c Х
Делее, повторяя соответствJгDц[,tе РВСсугления rа работш [ 9] , поJtуча-
еч, что ll'olec'Bo траекториlt lдt.rР* rUr. У.7 )} On*o"n"*r"o-" Сr*..ч].
Отсюда и ив условия | вштекает, что шяоrество/ заикнуто В СЛА-
боft топологJlи пространства }l . Учитшвая теперь условие iJ , эаклкl-
чаеLl, что отобраlени"хts)-Г удовлетворяет Bce}i условия!l теорешш
s Ell]. Согласно этоit теорехе данное отобразение иuеет неIlодвиIflуp
точку: сJrществует xts)eX , текое, чтс /(o(S) ef (ty,xr(s),l1 xo(s)) -.
Последнее вклDчение оэначает, что некоторое двиЕенЕе xt+, р",ц, VurJ,

С= |f'. х'(9)} , попадает неР1 " uo*"", 0 . Это противоречит
вцбору стратегии Yч, . Теореша до*".Ь"".

П р и ш е ч е н r е. I.I Если в предшдlпD,rх рассуiдениях эаr.енtlть

М(0) на шноtест"" Wl(0) програшrJtного поглоще"", |'l к rioDieн-
ту Ъ /сш. I BJ t п noo I,(Vпr) пониr.вть некоторце совокупности
двигениlt X['rPt. UT, Yu, J , попадаDtшltх наН не поаlе, чеш к мо-
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,rенту 0 , то ус,_овия А, В булут достаточншми условияши 4 - ста-
бi,lльности мноrеств W; (0) t"".I BJ t.
| П'ришечание I.?. ТеоремаI.Iостается, очевидно, спра-

|ведливоflr и в том случае, когда в условиях Д,tsчисло t+ будет озна-

|u"r" nn*" liошент вр?шени, достаточно близкиit к t*
2. Пусть теперь сйстема /1.1/ линеitная и имеет вид

i({)=А(t)х(i)+дz(f) x(t-t)+ В(L\ч- с(+)ч +w (l) /2.1/
Пусть rrнorecTвa P(+l , Q(+) цз /I.2/ вцпуклше, ,r"опествоМ - вц-
пуклшй компакт " Еп. Укаэаннце в тёореме I.I. достаточнше условия
сильноir Л - стабильности мно,rеств W1 (0) 

"о"у, Ошть сФорlryлирова-
нш тогда в более эtq.ективноit Форlrе подобно Tor(y, как это сделаво

для обшкновенншt. систем 
" I 

n], [ '] 
. ,/3аметиrr, что riнorecr""_Wt(0)

будут теперь вцггуклцrrи и слебо эамкнутцши "Н _.i,дflolecтBa]r"|Zl t.
С этоfi, цельD вшберец проиэвольно dre(fo,0] , Х"(ý)ё V/t' (0 ) "
рассцотри}l для систешш /2.I/ эsдачу Еа програriшншй максимин ý =

=ltФ,ly,,niavuy(lX[OJ}-,M) - р. сстояния У Фааовоlt точки

х[Orр*, U,.,Vrl до r.Hoxe"r". М . здесьхltl=х[t,р', Llu,Vr] _

- дви,rение системш /2.I/, огвечаDщее стратегияr, UцrV" /ясноrчто
ЛЬ,Рi U,.,Y"_] _е iXt,,P*,UT, YrJ} /. Это двихение с поriощью

Оорrryлш Кош,r [:eJ мо,тет фlть представлено в Биде

0

х[{]'= F(t.t*)x'(0) * Jг{t, t|+r*S)A.(t'-t" s)xf(s)ds+
-t

t
с

* lгtt, E)[B(t)O(p- c(ý)v(ý) " w(ý)]dE ,
t+

где непрерцвная матрица F(t, Е) удовлетворяет условия"z F(t,ý)=0
при Ezt'; F(t,*)=Е - единичная матрица и при *. ý

аF(t. Е) =- Ftt.Е)д(ч) - Fft,9il)Д"(Е +?) .-аЕ- - l \Ь'Ъl/'1(),/'.'':,- ъ lгltL5-L /,,

Опираясь на /2.2/ и апхарат T,:o,;r.,. [ ;], nor"o проверить, что иско-
шrlr максимин Р равен

9 =9 (x*(s)) = h,ах l-r(0, +,*,e)-<eT(0,*ls), x*ts)>}
ШCll=4 

' - ,/2.з/
3десьf - п - шернш'i вектор видаС=iLt,...rt^,0r..,0| ; символ

4Х19> оэначает скалярное проиэведенле в Н , такое, что (Х, Х2 =|lX
T(O,t,0)=F(O,t) , Т(O,Ё,S)= F(0,1t?+9)Дz(+*?" S) при sсГ-z,0)
и величина 

0

. 9 ( 0. t. с) = I | ryъсF( 0, ý )В(Е)и{ý)- ;у"2; 
l F(0, ý)с(в) v(9) +

t

+ сF(0, l)w(ý)]aE - p,r ( tф, +,..+ Сл ц*) .

Ё
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a

При этоШ рецение |U,.', YynI TaKoft вадачи определяется Функцияши

ц'(t),уО(Ё)r{Ёа* < 0 , удовлетворяюцu/tt{и принципу цакси!ryша соответст

венно на элеr.ент"*. ho,.(t1= еОF(О,ilOО| hift)= е"Frc,ilСU) ..

/2.5/

Вlбереч в качестве r.HorecтBa К(Р*) /сш. стр. 14 /, пороrдап-
щего Г , совокупно"." """* 

стратегиfi Vrx = Y rо , реf,rл)щих эадачу
на прогрешrпrцft шаксишин, Вудеrr обоэнаrrать теперь это llнolecтBo сиri-
волоI К" ( р*) .

| Т е о р е t a 2.I. Если .mбоfi позиции Р*=;lIХЁ(S)},"д" l*е
|. {+о,0]f(фЦ/4 шноrество Ku (р*) вшпушое, то система шно]Ееств

|програшrrно"о iо.лощ"н"я W1(0) , te sLЗQ сильно l4 - стабильtlа.
. Д о к а э 9 т е л ь с т Б о. Покаrем, что при условиях теорешrл

/?,.l/ иr.еют место cBoltcTBa д, В. Своfiство д является, очевидноrпрос-
тым следствиеш линеl"tности систеIц /2.I/ по tL , Х и внгrуклости
р(+) иэ /I.2/, если при этош учесть, что лDбое двиIение X[t.PT
U, . Vч ] ",о"r"rо, 

/2.|/ моает,6шть представлено в виде /2.2/ rгде
И(/)= Ц[tJ - некоторая сумLiируемая реалиэация управления первого
14грока при почти всех f ct*To] r УДОВЛ€ТворяDщgя /1.2/. Провериlt

условие В. [ýrс.гь эаданш произвольно lr€[tоr0), /fe({*,0],xr(s)e
a W*l(0), X*(S)e W*"(0). Еhбереш Ь *.u""r"" ll'olec'Ba l{Vrr1'-'
,/см. стр. 15 ,/ совокупность всех двиIениrt Х Г., Р1 U7,Vу*) , попlч.ца-
к)!|'и:( в "one", 0 "аМ /напоrrниш, что Функция Vr(*) определяется
согласirо /I.5/, где теперь следует поло)rить V*(t) -.yo(t) /. P.""uor_
РИм I\'BorecTBo Г(*;' ,{rt9),/| x'(S)). В силУ вшпуклости шноrеств М, Кr(р*)
и линеl'tносiи систешr /2.|/ поХ,(/rV 

""о"""r"о Г - вшпуклое.Покаrеrr,
что оно слабо полунепрерцвно свер)<у по r{'(ý) ПрелпоJrоаим от про_
тивЕого, что еуществJrDт последоветельно"r" jx#(o(91} ,"д" х'&Ы
ФWJr(O), слабо сrод"щ."", " Н * X'(S), n по"л"jовательность

l 

"*?эl} 
, "о" x('?s)e Г*= Г(t*, х * (s). l| x*B'ls) ) l слабо сходя-

щаясЯ B1-1 К Heкoтopolry элешентУ x"(s) , такие, что

х'(s)ёГ(t*, х r(S), t1 хi(s)). /2.6/
По определению t-д , элешент д('tS) является оrреЪкош л*t)t,a]
треектории

0

x(I)[t]= F({,l *)х*(о) * tг(l, t,+s+s)Дt (/+ +г+ 9)xr (s)ds +
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+

+

I
Г(/,Е)[0(ý)и. Г!] -C(ý)v,")rý) - r,v/ý)]dB ,

lI

удовлетворяюцэl't условию

3десь u*") ono"

y*(t)= y*o(t) i

l х'*'[0] \. пл . /2.в/
деляется равенством /L.5/, где следует полоаить

" VLU) - Функция, пороадающая какую-либо страте-

гип Упоt.lеKn(p*(*)1, o+ct'l- l**, 
"('?s)l; 

ц"ItJ - реко-

торая суммируемая ре8лиэация управле ния ц , при почти всех fe[t*.0!
удовлстворяющая ,/I .2/. Так как мно,кество всех суммируе}Iц* ," [t*rOJ
Функциit, удовлетворяэцих прri ilочти 

"""* 
le[**r0] *"*оrпу-либо иэ ог-

р"""ч"*Йfi /l.z/, является слабо бикомпактны, ",Н Mgo)iecTBoM, то

моЕно, вцделяя, еслл1 dу;rно, последовательirости, считать что после-

доЬ.пеп""ости |и" tt]|,iv}'|+l} слаоо 9*олr1";.(" X%-,u: )
соответств.:,lч1 i, ri,j14o1opmц Функциям E(l) , iG) , которые пРИ

l,очт ,: вс9х t g [/*,0] такке удовлетворяют условия!I / 1.2,/. отсюда

следует,,iт:,"9зо""IГt] (" Gr*,,о] ) П

пeHltlt l Х' Lt J l clloвa является некоторшм,

оследовательности дви-
двикение[л ,X[t. Р*, Ц, Yol

системц /z.|/, удовлетворяюuд4м /в спху эамкнутости

/2.8/ / включению

1х to1},- 
" 

м.
Из равномерноГt сходимости последовательности Функциfi х

(*'гt 
]

М и условия

z.9/
}

t*.*.0 * хг/] вытекает, ч,го последовательность элементов

{x''tslJ =l *f}гs] J сходится по норме, а сл9довательно, и сла-
Оо в }.| к элЙенту rrrГSJ . В силу единстренности слабого предела

имеем равенство xo(s)= -xtr[S] . Слабая полунепрершвность сверху

мноfrества Г(tr,Х{(S),liХ'(ф в точке X+(S) Судет, очевидно, дока-
эана ./см../2.6/ r/2.g//, еслуl lш теперБ покаjfrем, что Функция T(t) ,

+*<{с0 , является решен}rем эадачи /2.З/ - /z.5/ на програмl.tншflt

шаксиllин из позиции P"=|t', X*(S)l . Для этого oo"r"nouнo показать,
что какова бц ни бцла прогрвмriная стратэги, Uц , двиаение N[ЁrР*,
U.". Vч] , опр"о9ляемое состношенr!эм /2.2/ np" Y(t)=V(+),t+<*<9 ,

удовлетворяет н9равенству /слл. 2.3 /z

y({rtOJJ-,М)r!. /2.1o/

Рассшотрим последовательность ;Лtt J(!)} двишений

xtt J 
t')= 

F(t, * ;1 *'t 
ltо) * 

JГ{*,+'* 
t + s)AtGr*r+ s)xr(?s)ds *

-t



0б условиях ти поглощения I9

с

+J гr+,Е)[В(q1,.rý)-с(l) ,t'"(r)+ Wrý)Jdý .

1r

так как 1x(*)CS)} слабо с*од"r"" 
" 
Н * Х*(9) " |viG)l слабо

еQ)
сходится 

" 
X"i1*.r7 " iG),ftIёt<0), то иа /2.1I/ эаклDчаеI,что

последовательность векторов JXIOJ"'} сходится к вектору Х[ý]
Учитшвая, .,rо у|(/) -..решение зацачи /2.з/ - /2.5/ на програrrlшцlt

цаксиliиЕ из позиции Р*(rl , по своr(ству расстояния / иr.еет lecтo
неравенство

)({*[0]J- ,N), p(x*("(s))- f| xtOJ-

- х[0]'*'}- Ш - lly- 9"'l| ,
где g , ч("\ _блилайrшде tB Еп,/ соответстве,,но - | ХtOJ|',[ф,
элешентц из М . Далее, нетрудно проверить, что Функцио""ф(Х'(SD
является слабо непрершвнц" " Н , . Но тогда, переходя в /2-.l2/ к

пределу /прч k*a/ и учитшвая оценку'уr)llчч")lt -,ltl*t0J-хt0I'}Ш,
получаеr, яу,дное яari rrepaBeHcTBo /Z.Ю/. Теорема доказена.

l . n е д с т в и е 2.I. Если при лDбшх t|c (tо,OJ.Хt9ЁЩr(O)

|""*поп 
go= g'(itl(S)) , доставляDЕчitfi шаксиrryш в /2.З/, единствен-

|ншл, 
то система шношеств програшмного поглощенuя |l1Qltr<te0 ,

| сильно (( -стабильна.
В carroM деле, при условии единственности вектор" 4o({*(S)) ие

принципа максиlФlма /2.5/ вцтекает, что liнorecr"o {V'(*)l реше-
ниlr эадачи /Z.3/ - /2.5/ на програшмrдrlt шаксиrrин является обяэатель_
но мIiо,,Еэствоlii вшпуклшм.

П р и ri е ч а н и е,, 2.|. 3аrrетиш, что вектор eo(X*(Sl) будет
заведошо единственншм, если существует вцпуклое цноIество RG) ,

такоq, что при "с"х f€ [tor|J

lBc+l рч)l*= lc(*) о(0|^+ р-ч), /z.rc/
3десь clrpаBa стоит алгебраическая сушма шно8еств l B(OPG) '

= {вrt)и |ч.с Pct)} , с(OQft)= |с({) у l ycQ(J)} .

Поступила в редакциD 26.I.I97I г.
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