


о дискретннх'еналогах поинципа чаксцrпrца Д

очевидно, д.ltя лрбого допустиr.ого управлеЕrrя нв л/ цrагов спра-
ведливо неравенство

бХ'i,о (хо, -ао|...,a(ttu< R*(i) . /g' /
в обцец сJцirчае при всех допустиl|цх, упрашвниях ичеет шесто строг'ое
неравЬнство /g'/, lr тец сеццш не сJrцествует рейения ВаДачп /УаХ
однако есди для ;шбого lL=fl...rNT*Bra) является непрерцвноft век-
тор_Функциеit от (R , а)€ Go-, * Un , "ле ф-.Э So-r,o (R.) , (Jn -
aariкHyтцe цноrестве, то тогде dса-rrношест"а ýо,о(х-о) являDтся
sа}rкнутццш rшotecTBarrt и TeI cвrсru существует рещение sадачDr Nах ,

так как

PtX ,) = slp ё;\. /з*/
7.€9а,6(iо)

А теперь переftдеш к Isуч9ниD calloft вадечи ff42{ . При этош шt
булеш для удобства польаоваться следуDдD{ши обовначенияши:

v Uъ(ir,ъ)=-lD,tсс Uп; |О(я*, а )с Ь |;
ztR*ГKa)='ttlax ё7,.,ч-r GIE(/l-**t),,,.,a(|y))i /4/

u(l-k +о)с Uч-**е
s/Е;"В*) . такие Цtf-К*s)сU"-*,, (g=t,...,k ), ,

которце достевrяDт llаксиrryш /4./;

4/ F; в,Е ) = tl ý:t (х, Е )ll,
5/ F:в , Е)= llgi сх , а) ll ,

"о" {i, G,Elt= 0!Ё!i, а' ,

" ̂ " 
i;, в, о l = ?li 

оЦ, 

о'-',

6/ lc,
?/ lil

- llоцность конечного шноrества 6
- молуль вектора Х ;

о



3о В.В.Леонов

п/ к-(r, ф= |(7 + t а1, lёl= t; ё,!. 0, t z 0 } ;
rc/ кО(I,07 = |1Х** te): lёl = !, Z. ? = 0, tro }.
fuя решени" "ада""ИаХ мошно, вообще говоря, восполь8оввЕься

rrетодом динашического програмrдировgния. Деltствительно, иэ прtsнципа

оптиliадьности Р.Беллкена следует спреведливость рекурревтнцх соот-
ношениД:

Р*4х;= l??д.х Pr-t(|''r"'(K,D)( k= /,...,N),
O€UH-u*l

R,"(Х) = ё,r ;

/5/

trf;'(х)= а(r|;"G*'**'(F,а|"lвD (s=2,...,k), /6/

"о" Е/9 (F ) - такое iс(Jьr, t , которое доставrяет швкеr-

uytt, /5/. При этом оптldцально" Е!(.х;)= а|'R о) } при которш(
достигается },tаксиlryм /g/, Е общеш слf,rlаg прt4 испольэовшrии прIвцl|-
па опти},8льности находятся диtlь поЪле последоветельного отцскания

с помоiцьlс рекуррентнцх соотнощенuft /5/ и /6/ всех Р.(r) лП?В)
мя 7€Сч- к ( kэ /,..., tl)

В случае приблиrенного решения вадачи ffСХ , ссноваЕаого Ее
эанене ,rHor"cTB .Gд п LJK ,соответствуDцц{lсх € -""n"* df
" Lli , паlrять n *orrn.,"-"rвo операциП, неоОхол"ое [Z]*" npnO-
лиIенЕого рецевия 89дачи, оцgн}rваDтея следуDl|8lrr обраэоrr:

п"*,"Г7j ! r,ftrпЁ g,*)lei t], где c>/i /?/

количество операциl

т! 
o-c,|e,'llLJr,l * lG'"_, tlu: l*f b',_,llci llu'lJ , /s/

гДеCl>z{ . "'
Если учесть, что "погруrапtще'' чяо8ества6.2 Sr,o(R о)

(k= lr... ,Лl,t) априори находятся чреsвцчgrtЕо грубо, то на осЕо-
вании оценок /7/ и /8/ rro:rнo утверIдать, что даtе для систеlл./tО,/
сравнительно неiцсокого порядка отцскание оптишшьного управ.lеЕшя
с удошетворительноlt степеньк) гочности невовчо8но осJrществхть ва
соврешенншх 9El[, еслп испольэовать t етод д}tнвuшческого прогрlD!aро-
ва:{rtя. В свяэИ с этиШ в настояцее врецЯ делаDтсЯ попцтrи раопрост_
ранить, освовнше шдех привципа r.аксиrryIд не случаlt raвогод!еговllх про-
цеесов. Ото новое, перспевтrввое нgпревденхе, одцеко теоретпчсскta
еще недостатQчно рааработанное }r rсполь8уеIое rrа практIrс ешlо.!l_
чески, бев долlвоlt степеви обосповgцшя. Поэтоlg' в данЕоrt статье rGr
вцнуrденц ограничитьсл .rиЕь форrryлировiоtt и авадшэош необхолIrцх
условиП опт!tшальвости, ца цаm в8гrяд, боrее точно учитцвrtrftх спс_
чиФику управляеrrого процессе.
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о дискретiшr аналогах принципе максиБ,,уа _ 3I

?О. Уравнения в вариациях. Обцр{е условия оптицальвости

Предполошиlr, чтс наrrи наl'rдено или просто вчбрано некоторое .d,o-

tгустичое управление аС(/)r... , а'(Ц) , и шц хотиl, проверить, Iоfiвет

ли ово бцть оптилaальншц в с]iцсле рещения "адsu"ИаХ 
.

Одив иа способов проверки эаключается в следуDщем.
обовначttц

i'Oф=Iа,о (Xo,Eo(l)r...,Eo(a11, /g/
Х *(п)=-|п,о (i о , й*(()r... ,Е*(rc)), . 

/gt /
Z (п) =7*(п)- 7О(п) /g''/

0чевшлво, что, каково бц ни бь:ло допустиDiое управJrение йС(t)r,,.
..rаlil), долrно вцполttяться неравенство

Сl(tr)-< 0, ,llo/
если Jiраэвенuе ЕО(/)r._. , a'(lY) является оптишальнцrr.

3аФикскруец некотрое ke|/r...rtl . Прr,r ваданнош l будеш рвс-
сr.втривать управленхя

-цtо)дп" п+ k,

Е|* для E=k.
&rlпl-trВ'(п,Е!1=

Всач Гъt(Ь) удовлетворяDт /ll/, то

t 0 для tL<kl /lz/
-za - | TrB,. tt- |),й*. l -ТftЪО,й.'(t)) м," п = k,

[ ТЪ,rо- t)+Zh-t),о'@))-lТ|,-цаrЦя ft > k
llредполоrиш, что существуDт llатрrбцц F i cx'k - о, ао(Еl)(п. fn..41

Тогда, каково бц ни оылоkе|l,...,N| , при /Z(k)l-.€ , где €z@
достеточно uало, лля tътk

Z(п)= 8h)+ о(е) , /|э/
где

i(пl=Ff(Х'k-t),й'(пDO(а-l) дlпrc>k, /I4/

0(|4-z(к)=|*17о4к-O,й'*л-Г hчbo, a"(D), /$/
откуда след7ет, что

Э (r)= f; , ?т t N - l), Е,( п) Г,П' в О( 
N - D, aTl,| - ф.. . Е" t х ! ь ilа,UdЧ k), оФt rc t

06оэначиш

IF,"'(х{tl,fr'(ktt))Ji..1r,7хчч-|),а,(g)Jt=ФG), /п/
н'(х,Ф,сL)= Ф.Г(т,а). /rc/

ОчrDrддо, что Ф(,t) удовлетворяDт peкyppeнTнorry cooTHoEeHrD:

0(K).[F;" B{k),п,k*0)]*Ф(t,+t) ( k =fl..; l л/-/), I rr,
Фш1= 6 | "'

/lU

a
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Легко аашетцть, что

cZ(M) = Н Ъ О ( k - l), Ф ( к), ai )- Н'(х' 1 к - t), Q ( k), i,( *)) +

+ о(е)= Ф(k),Z( *l* о(е)= Фtt l[|\lп(t-r), Ei ) -
-T'(T'ц-l),ao(k))]* oc.l l /2о/

если

фе Ur(l,o(k-l),c7o(k),e)П.ý6-, B'(k-t)).). /2l/
Иs /2о/, /2l/ п усrовшя оптишальностu /|о/ вцтекает спреведЕивость
слелуэщеlt теОРеШl.

Т е о р е ц а I. Если допустиIое управленпе является оптиr.аль-
нццr, причеI еJrществуиFr"R!h.l'|,йТФ)(П=|r..., N) l ТО

тогда для лDоого п. |... rД/

Сл едс т ви е I.Если приусловrяхтеорецц Д существует

FtG'rп-i,й'(а))(а-/,...,/l/) t то

sцр [гt.tхТ"-о,й"(олil*Хп|ёGоо /zз/
ёсQ(Z7п),Ll.)
пр!lчец есru рааIеwость 9Е tноtесгва (/. больше I и сущест-
вует такая гшперплоскость, проходяцая череэ точку Е"(п) r кото-
рая, эа псшDченDrец точки й'(п) , цеrикоll леtит вцутри коцуса
K(a'@),Un) l то

[Гt В'(п-t),Е'6уJ*рOф -ý, /24/
что аквивалентно paвeнcTBal.

то вшполнение неравенства

[ Г: tх,ь - о , Е.(d)J*Фh). (z - D. (ru t) . о
д.llя "сех Z , яЕляDlJlуlхся внутренниши точка}lDt конуса K@.,brru"),
ВОЭШОIНО ЛИIЬ В TOra СЛУЧее, КОГДе Не СУЩеСТВУеТ ГИПеРПЛОСКОСТИ,
проходящеit череэ а'( лL) и целикоч леrащеfi внутри конуса К(аТп),
U,,. )

Следует 8ацетить, что если оптиIальное Е'(П) является точкоfi
гладкости гра"ицч Гб uHorecTBa (./rr, , то лля bcexй€Pft.&l,tl*)
справелливо тоIдество

ан*(Rъ-'|,Z'Ф)-о (j-t,.--,Q*)- /z5/
Т-- 

\/",
Сл едс т в и е 2. Еслиуправлениеа'({)r...,Е"(Дl) оптиrrаль-

но и существуDт [г:вт"-l),i'6пуJ, lгtв'|"-ri,й'iоil J ,



a

О дшскретнrrх анелога:с приgципа шаксиrryча , 33

тdч Н'(7|о - 0,Ф@), T+,(t )). (Е - dс,(d) g о .

Такич обраэоц Rа основанпи полученвцх реsультатов ш шоIец сФор-
r{улировать следrDшýrD Teoperry; ,

т е'о р е r. а 2. Цсли доrryстпlrqе упрашение a"(f)r.,..,a'(M)
опт!tца.,Iьно, сJrществJD, FlGТп - i, Е'(*)), Fi (7О(а - l), iс' (п|J
(b=fr..., N) , ,,rоrества'(./r. ишеDт раsr.ерность не Hи)fe 2-х и

являlстся эачшýlтцшх t|нorecTвaц}r с глqдксfi границеit, то

I D, """n Ъ'tьlеL[*\Г* ,

?паd,НЪ{п-t),Q@),а.Ъl=|. . _.п. ll_.__. . /2ё/

|3 
ra а 

"Н"( 
M'C,tt"))l если Гl'0.Е Го,

Где ъ'(аоULr,' - ед}tничная внецшяя fiор}lsдь к границе Г- в

точке Й'(п) , причеr. Й'(о)С ПL, , если |rEl|L,
dct(F:(t'h- о,цУ0 ця а, € Ll ь .

Условия /26/ для шHotecтBa Urч с гладкоlt границеfi носят столь
обциfi характер, что иш raогут удовлетворять Taкfe и допустицце уп_
равлен!tя, доставляDutlе гrобаJtьццlt шrrниц,ш Функцши /З/. Волее cJдlecT-
веяное ограничен}rе на клчсс допустиццх упрашеншfi, подоарительнt{х
на оFтиrtельное, содерtится в теореше 3, учuТшВаШЦеlt ХsРаКТеР urНО-

цеств Srr"_, (хr(п -,l)
Те о ре ша З. Еслидопустишоеупре.влениеЙО(f)r...rа"(У)

оптичально и существJrDt F!(Т'(а-t)rDО(п)) (ь= lr... ,/Y ),
то

К(i'(rc) ,Sr,*'8{k /M К*(Itпr,Fи) =ф (п,l,,.., лl). /z?/

Д о к а э 9 т е л ъ с,ц в о. Булех докаацвать Teopelry от про_
тивного. Iýсть K(i'(Ko) , Sr,* ._, (R'( k'- tD) П
П K'(x'(k,), Ф (k,))= х = Ф .

Boabrrerr проиавольЕшft луч lВ'(К)*tё)зtтО|сR . т"* *"*К+ Ф ,
,о |(iTk') * tё')э t z 0 J с K(X'(k),1,r,(..)) r причеI существует бес-
конечнаЯ посrедоваТельносгЬ 

'х, 
(е?' точек иэ Sr,tзr G'k'-tY,

удовлетворяDпllх услов!iяц :

F, (t') =iП(k')+еjё+Fr*r'(tО) , где 8ý ,0,еc*Q, lFr;= О(е.).
I(роче no"o, @(tО),ёС" О всrедствие вш8)ченlrя

|lx"t tч+tё)зt>OJ с к+ Bo(k'), Ф(k,r).
очевидноl что существует такея последовательность Гс!, е ur" ,

*rо f"(X'(t'- t),al.)= T8(k') , тgк квк &r.х')сSr,r_,сttt:Ф.
Обоавачиц череа Z'(tL' векторц Z (ru) , получеешце в реsjльтате
РеШеНия систецц /l2/ прч k - k' , &|, -Й'., € U i .

Легко зашетить, что
ёz'(Л/)= еrФ(t,),ё'* о(ёо), прl,tчеI Ф(k'),ё. >0 .

t



Сл.,;,ов9тельно, наfiдется такое ýо> / , что дJtя ý>So, булет
}trreTb it.ecтo неравенство'

ёЕý(ll), 0,
чего не шоIет бшть, так tек пр}r оптиriальвоrr упраiзлении справ€дJtиво

/ioi, каково бц ни ОuлоТъ!, € Uз . Terr сашrr. теореша З полностьп

доЕв9аЕе.
Следс твие I. /принциплокального rrаксиiý/ма./. Если вц-

полняDтся условия теоречц 3, то тогда для лЬбого Пв | rr..., Л/ J
точк8 iОФ)С 9rrо_rО'(п-О) ямяется либо иводированноlt точкоlt,ли-
бо не BHyTpeHHett точкоfi сг}щения алешентов шноrестваý7, *,(Х'(п-О).

ts последнем случае наitдется, такое достаточно большое € z0 ,

tlTo

Qfu)ltd = H"ft'k- D,Фhl,й'(rc))= tпах Н \1(п-о,Фfu)lЕ), /2s/

г;е а€U,.(SZl|п,tJ,|(лl))

s€ G'h- о,a,fu)) = Sl,*, (iтtъ - D П
П LKe(r'h),9l'r-,(i,(n-il)a К(х{ru),Sr,r-,17fп-il)l /zg/

причеI rшorec.Bo U.(SС) Ее является конечныш.

Сл едс TBtt е 2. Если шноrестваSt.*/х) приХ€Srr.r,r(Хо)
cJrTb эаraкнутше свяэнце мнодества с гладкоlt границеft и суцествуDт

шатриtlц Ft tT, а7 мя (iil)еS*r,o {К) r U n . то лIя того,
чтобi,i упрашеЕие ТъОrr.,., Й'0|) было оптиt{альнцll, необходиriо
выполнение следуDцих условиfi :

l/ 7'(rъ) ,1еIпт на границе 31,71(7'(п- l)) i

zt Р(Х'(п),Sь". l (Х'(п - Q)) = K'(i'(o), Q @) i
з / K(t,OLr, Sb о- t (х,, (а - Ф - кО (i { а1, Q fu| U К' (7'(z), Q @i i

. +t К6(7{ь),9l,о-,(i,(п-r))ЛК+(r о@)rр(ь)) 
= ф

при достаточно rrалоlt €т 0
3 а м е ч а н и е. Ив следствttя I BrrTeKaeT, что если шноrество

Stro-, (7'(П-t)) вцпушо, то

, НП{х'lп-i,|l(п),Е{ь)=ухt]Ъъ-r),Р(п),Е), /зо/
так к9к в данноr. случае

Sс(7оlп-о,7'fu))= 9tr"-, (7'(а-4), /зl/
каковц бц ни бцли ,r(-'(.rъ ) п € > 0

3о. *лучаrt однородш{х paaнocтHtgx уравненп!t. Условия оптz[!аль_
ности. Свяэь дискретного принципа цаксиtryriа с принципоr, оптиllаль-
нэсти Р.Бе.rлшвна

}

}

ПредполоrиI, что в случае процесса /lo/ еектоР-ФУнкципТ'firа)



о

Т*(0х.а)= 0*'f 
*(х,а). 

/i*z/

.Щ,окаrеrr, что квково бц ни бцло доr\устичсе упраБление a(l)
., а('N), СПРеведлиЪо тоlдество

НОГхtr. -tl,Р(п),й(п)) = 
по,rНО"(ХЬъФ(о*D,й(пrt)), rcз/

Деfiствительно, из /Э2/ слелgет, что
L :.rl,{r,_

' 

а{;"-(х,а) хi 
= 

*o.rý!ua,a ) (s'.t,..., &), /з4/
? 0|, 

-' - -а,] Jз lt,t

что эквцвалентно BeкTopвbtry тоrдеству'

F{"tF,&)i,= *,.rýn"(7,il). /эs| /
Так как

Н Ч7 ( а - l), Ф(п), Е (rъ )) - _Ф Ц У F 
*(7(п 

- t), Е ( n))- Ф tо). i (п)=
=[гf-(хQъl,й(ь+.t))J"qсо+t).7 (rъ)='

=фfu+l). Ff" (7td, Е (пtl)).7 (ю) , /35/
то, учитшвая /34'/, поrучиr

Н*(7 fu - t), Ф (о), Е сru)) - ф 1 п * t ). d о.* r,| 
ou 

17 {о). Z (п t l )) -
=фаrl Н""(Т(п.rrФ(п+t), Е(п+ t))

что и требовалось докаэать.
Учитшвая рекуррентное соотноЕенпе /"Э3/ t получsеш

Н"(т (п -t),Ф (oJ, iь(,ъ))=(!.1"i,).tс.х(н)) . /J6/

0чевидно, что есл!t &л.= r то

Н*(хh- ilrФ@), Eh)=Q мя ft-< Ro-/ s

откуда следует, что невоэt{оано иав.печь никекоfi инфоршации об опти-
r.aJtbнoц упра.вленип в реауrьтете иэучеЕп" Н*(.. .) для lъ< lLc
Но окаэцвается, чтО атогО и не HylHO делать. ДеitствитеЛЬНОr',l.Э /'!,?/
ц /IB/ сrедует, ч.то

Yn = Q(Ь). Х(rr) ,
причеш

Ф (ru)= фп (-х (п), ft (п+f ), . . . , а (л|)),

Ф * (З (ь), Гь ( п + t ), . . ., а ( N) = [ F^" -{ i 1n), й (tъ,r))J 
*'

хФп.,(l""(7(d,Z(п+.с)),Е(п+z), ... , а(N)) .

обозначиш:

l Фr_" (Т. E(t- s{ /), . . . , а (il))

=Еs(r) (S = f,...,/y-lLo),



7r(7) = Qtv-s (7, аrВ'(х). ., . . 4rG)),
7о=ё.

Тогда очевидно, что дJrя того, чтобц реЕеншех'(f)r...,To(/f), п

управление TL'(|)r. , ., а'(N) бцли оптишальвц, необходиIо и доста_
точно вшполнев;tе' сrед/Dщ!tх условиl,:

' 

/ 
ч, tx. t м - ф) -_ ф -х ; с п - о IF ! 

-," 
h'( |,|- r), 0t7, - l 6"' " "в 7 t!- о,а!

= 1 
r rn- r r. r а ":' ?i", 

",, 
if !;',D!? 

"., 
(|,, "'(т, (v - 9,

й'(N-s,tl))| f frr_;,i ( s-f,... ,N-r.n) i

z/ У. {x'llv- S))= t ах YсG) (S-t,,,.., il- по).
7е g"_ro 

1R о)

Если не учитцвать условие 2/, то шr будеш иlrеть лиlдь необходи-
шце условия оптичальности. Совшестная Форllулировка условиfi I/ u 2/
совпадеет с условияши оптиl.альности диЁаlшческого прогрлlцированt{я.

Посtтупила в редакциD I.I?.I97O г.
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