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ЕmЕцFш IIюIЕдm цксиtиаАIлшt 0сношого локшъвоrc критЕп{я дlll
рЕшtш}lя цдАч шоЕffl вкюЕцф оr_Еиш{здш|и.

В. В.Подrвовеrrl /Ьсвье/

дiя ,решевtt

в свалярввl
,,Ioaвo Iспоl

. Поrававо, tlтo ддя решецrя этIх .sалач

lЭ'DtrяF ,l tачестве
, прtеI шaдеrевl8-олgого [з лоаэrьнllJ( кэи-
QСlОЕвоГоl Fоторrrl rаfсшrsшру€тся прr ог-

рашсеЁF( !а ЁсrrчIЕ остаtьЕЁ tprтcP:eв.

,l.Ьедеяrе.'Цустъ U -,/вёrryстое/ шоrество допуqгишх решевиl , шr пдавовi
Е,(aе 1 -{lr2;.. . I m.} - по*""ьпце KpиTаptltt /"целевшеl' tрвкцшоЕалl,
опр€лелеЕЕrа .на U /1 ^'зч8}Щtе век!ю9Е8l критерrrl F-(Fr,Frr...rF^|.

IIrая (at Еа8швеется эrilDgктrrвпrrl пльчоIl rдr эФФектшввоl юскоl
*оr""r"а [J , ес[и Её сJrцествует другого пrшrе (a l лля которого
Е.полвялDrсь бш веравенства Fi(ц)> ft (Ц*) ( i- fr2r... rй), пр[чеI по
краlвеil lepe одво.rrэ B}tx - строго. '

Такич.обраsоI, еслurЦ* -эфективншl rrлаш, то лдrl .rDбого бпкси-
рованного пrана Ц€U лuбо справедlпвч.ttа равевств Fi(cb)-Fifuf)
/в этоrr сJцучае плаяц lL ,, Ц* на8цвалтсi аквrвалентншrоl./rллбо Bal_
детсrt по краЛнеfi lepe один Teкol ноцер j е 7 , что Fi(u*)> Fi@} .

Поцятие эФФективноfi точки яВrrется обобщвrеш ва случаl вектор-
ного критерхя понятия точк}t raal(cиrryr.a скалярвого крrтерrя.

векторная аадеча ttаксиrrиgации эакrDчается в оtцсЕqяпи rrноrёстэа
Uo всех аФФекаrrвяцх точек [ 'J 

.

На практике вадачи с Berтopнцlci критерпяш,t обцсво преоОревуDа в
ВаДаЧИ, sеrЦDЧаЩrеСЯ В ШаКСИЦИЗаЦиш ОДВОГО,СКаIЯРЕОГО rрШтеРr1..Цдя .

атого приr.еняDт рааличнце способц. Отrетrч лlа наиболе€ распростра-
неннцх и в то le врешя простьrх способа.

I/ fuделяется освовноfi локальнцfi крптерпt F; , KoTopcrl aeтel
цаксиraиэируется прп условии, чтобц величrdнц оствдьЕцх локадьЕцх.крI_
териев F; бцли не,r.eнbme 9аданнцх эначениl Вi , т.е. решается
эедечв: наlтп

жi Fi (u) 
/v

Fe (фr, Oё, ie!, i.j ,

ЛDбоlt плая, являщif,ся решевиеr атоfi задачи, счrтеется оптtдraсдь-
нцI.

Укеэаншl спос.об булет вавЪваться процедурчЛ rrахqпrrшэацип осЪов_
ного локальнqJго вритерIя;

?/ Векторвшf, rритерп F ааIеняется обобцешщr крптериец; т.е.

обrчво
вlDгсt

sqцач теорrr BeKTopEol оптrшэацхrt прпце-
rрiтзрrr r'сверпlващ€" веrторrпli вритерrl

I_9



lфнкциовалочg(Е,F"r... , Fл| r гд€ 9(|,,Хеr..., Х-) -функция
ll'L перешенЕ.х, определенная на r.Horecтbe Е(U)х F"(U)Х,.. Х F,*(tJ)
Оптицалькrш считается лэбоI план Ц* , обрацалцЕ,tfi вшбраншfi обоб-
щеннцfi критериlt в r.вксиlýtr.з g!(Цl)= fttПХ {Р(u) .

'Легко 
понять, что вообще . *"ч""*r,iУ оптишльного слелует ис-

польэовать лиць одl,tн из аФФективнцх плацов. Иавестно, однако, что
приl.еневие укаэ.аннцх вцrце способов цоrет привести к получевиD оп-
тишаJrьпlх пленов, не яЬляпщ}rхся аФФектшвнtlцtt. Поатоlry ЕеоOходиr.о

ичеть r|ето.щ, поаволяDшц/tе проверпть, является ли вшбранкrlt ,/наане_

ченшllt,/ план аtDO,ективнцr..

0тшскивать аФФектпвпне. плевшrа Tarcte проверять, является ли рас-
сr.атриваеraцfi план аФФективнцц, Еепосредственно с поriоцьD приведев-
ного вшце определения аатруднительно.Поэтоrry больIое внишение уде-
ляется устеновлениD Taкtir( хар9ктернцх cBolcTB аФФектшвншх планов,
которше поаволяDт совдать r.етод{ для решения укаэаннflх эадач. Дя
этоfi цели обrrчно испольэlrDтся обобцевнце критерии.

Иавестшr следЕшп{е основнце р€ауrьтат|{ иссдедовеЕия cBoicTB эФ-
Фективнцх планов с почоФD обобцевпrх крlтершев.

Г,r, Fr@),
i1,1

НВ r,rHOreCTBe t| достигеется при ц, ц*

1 т е о р 9 ш а z[zJ . Еслп BceFi>O HaU, то дrя лпбого эФ-

i6"*rr""о"о ni""" Л' Ъу5ýlвует ве*тор J с коr.понентаrсо.d>0,
i > )i-t.
iдJ,я 

которого обобще"""'iТопr" o"n ЧУ'lrrЗ ) до"п""."т швксиlryша

| "а U прч Ц - Ц#. В качестве *о-Ъ""", Jt 
""*rор" 

l цоано

|ваятьчисла t , где4.=fu,
|ПL

а=/ Ц
П р и ш е ч а в и е I. Нетрулно убедиться в Tolt, что при вцбо-

ре ука8анного в Teoper.e 2 вектора J лпбоtt пJан, обращащиft в rraK-
счlryш крите.риft уgъ()i Fi) , эквивеrентен плану 4cf, .

В принципrr.'rriЁо" отношении особевно интересdа теореца 2, кото-
рая покаэцвает, что вцбор t(онкретного аФфектхвного плана иа цноrест_
ве Uo ýквивалентен наэначен}rD соответствJrDщлtх "коэФФициентов Ber_
ности" .rlд для критерпя ttl.iП ()i Fi)iс!



а

Поиценение пъоЕеJtчDш шексиrrиэеции I9
,

Прш вцпфtвении условиfi Jеореlл I д.пя отцскания, эФ}ективнцх пле-

нов более удабен.критериЛ |)tFt [nJ , которшfi при полоtитель-

in* Ji (i=fr2r...rп) оо"п'"Ъ", шаксиlryша на {./ лиtlь в эфlективншх
точкак.

Критериlt R4r& F) - целесообраано Dtспольвовать только в тех
случаях, когдё усrовия феор€lш I не вцполняUгся. 0дпако приrJtенение

атого крхтерпяjслоtнается тdш, что при проиэвольно нааначеннцх

числах )i>O rZ ), =| ,он Ioteт обращаться в шаксиlrytr и в неэФ-, r'э/
фектившrх тоqкецк. Это эатрудняёт отцскание аФOективнцх планов, 8

проверку эdФективности вrrбренного плана поэволяет проиавести лиrrь

в редких случеях.

2Дриrенение процедурш шексишиаации основЕо?о локального критерия

Т е б р е ш е 3. Если l/i -аФФективнцit план, то дJtя лtсбого

l€ J
I mах Fifu)= Fifu*),
l,

ri @) r, Fr (ц*), i et, t +i .

Всякиf, план, являцциfiся реiцениеta эадачи /2/, акэиsаJtентен плануl/*.
Д о к а 8 а т е л ь с т в о. Поскольку план 4* э<Dс,ективен, то

дJIя проиэвольного фиксttрованного плана j4 либо вцполнится систеша
//С равенств F;(U) = Fifu*) , и тогда пл8в Ц , будучи аквива-
лентвцlt плану'Ц* , окаrется решевиеri задачи /2/, лuбо наfiдется та-
Kofi ношер ze7 r для которого ý(Ц*)>Fz(U) ; "о 

при это!rплаа
Ц , конечно, не будет реrцениеr,t эадачи /Z/.

Докааавная Teoperie в rtринципиальном отношении игр9ет такуD ае

рольrчто и Teoperia 2.0на покаэцваетrчто вцбор конкретного плана иэ
lнoпecтBa Uo э*"""епентен испольэованиD процелурш llаксиtшэацчи основ-
ного ло*ального критерия F; np" надлеаациш оОрgаоrr нааваченшх огра-
ничениях на .величины остшьнцх критериев.

] Теоре ша 4. Дятого, чтобшплан ttx Oui эФi,ектшвнцI, не-l

lобходиr.о и достаточно, чтобш он яшялся рещениеrl кщдgrt rta аадач

|/Z/ мя j=fr2r.., t fu . Всякиl план, являрtщсttся рецrениец каrдоlt

| иа атих аадач, эквив9лентен плаву l/t .

Д о к а э а т е л ь с т в о. Необходицость утверrдается теоре-
шоl 3. Доквrеlr достеточность. Дпя этого предполоrиш, что план dl,f ,

удовлетворяя условияц теореlл, не является эФФективнцц, тек что су-
Ществу€т план (4 , дlЕ которого спРавемuвц m неравенств Fifu)>

>, F;(U*) , пршчеш для i- Z соответствJrDщее неравенство - стро-
гое. Это оаначает, что план 44, , удовлетDоряя Bcera ограниченияц в
аедече /2/ мя j = t- , доставляет критерип F2 аначенllе Ft (u) ,
большее, чеrr Fz(ц") ; но последяее противоречлт исходноlry пред-



полоrени!), и достаточность докеsана. Слrравеллиgость,утв?рпдЭвпя об
эквивалентности планов теперь EITeKaeT иэ теореlш 3.

Teopelra 4 покаэцвает, что проверlry вцбранного плане ца ефвrтгв-
ность шоrно свести к проверке его оптицальвости д[я скшярЕЁt -аалаq

/2/; мя проведени, последнеfi в аависltшостш от "прtrро.6l" pаccliтpl+
ваецого *ro"ecrr. U и rWнщионалов Fd сле.ryет восЕодь8оввтьсl
лDбцшr подходяIЕtrrи условияци оптиIаr'ьЕостlt, шввесптш в варшацi-
онвоц исчислении, шетецатическош програшarровавпfi }t т.до Уrававшrl
хетод целесообраэно исполь8овать п в ToI сrучае, когда ЕrпоIЕеЕl
условия теорецц I1 оя боrее удобев, чеr шетод, ocпoBaHBrrl ва Ir
польаовании устаgовленнцх в работе [З] чсrrовшft, KoToprrr удовлетво-
ряют эфФект}rвнце точк}t.

tМrеследrппие реаультетч покаа!tвапт, чтЬ проце.ryру rrаксшrrиввftшп,

освовцопо локаJtьного критерия цоrно испольэовать Taкte х для отцсва_
ния эффективвцх плаЁов.

Те о ре ше 5. Пустъ Ьi(i-2r3r,..rй) _проиэводьнце !rисла.
Построиrr, если ото воацоtно, слелуDцýrD последqретельность вадач:

6

/з/

tt7,/ наhтп rпа.х Fа(ц,) -Дmi, цсU
Fifu)> дt (i= f,2,u..,m-f ).

Если сtrrцествует план Ц* , "".rr-aцпf,ся решениеч аелаччttz/
'е мя атого, конечно, необходиrrо, чтобш и каIдая иа предддJцц4х

m- f эадач ишела решение/, то он афФективен. Ка,сдлft план, являD-

щ|fiся репrениеr. аадачи tfu /, эквиваrентеs плану l4fr .

Д о к а а а т е л ь с т в о. 3аrетиш вначше, чтоА1 >.Bi . По-
этоlry план 44* является реrцениеш лпбоf, иа эадач /3/, ч, следова-
тельно, Fi(Ц')=Дi дJtя всех ieJ . Предполоlиш, что план
,Ц* не эФiективен, и пустъ tL -такоfi пл8н, что F;(Ц) >.Q,(U)rпрпчеч

Fz (О > Fz (Ц*) . Но тогда lZ , удовлетворяя всеш ограниченияtl
эя,rtАчи l / це /3/ , достаыtяет F2 эначение F, (Ц) , большее, чеш

А; . Получилось протttворечие, что и докаэцвает эФФективrtость пл8_
на Ц* . Второе утверIдение теорецц дока8цвеется аЕалогично.

Прише ч ан ие 2. Легкопроверяется, что iтрum=2 лэбоf,
эФфективнцfi план, являшщлtilся реIцеЕиеш аадачи I./, окевшваётся Taкre
реrrtениец и аадечи ltL /. В обцец te случае (rП>2) атого утверцдать
нельая.

l с л е дс т в и е I. Если sадача;/l/ uуеет единственно" р"Ь"_
|лuе Ц* , то план {/+эффективен.

о



Поиченение пDоцедчDц максиliиgации . 2|

3ашетиш, что эадача /|/ эаведомо мошеть иметь не более одного

|p"r""n", "сrrи 
U вшгrукло, все

"o"*yn*/.

Fi -кваэивогнутr,, а F; , сверх то_

строго кваэи
С л е д с т в и е ?. Пусть U -компакт и все F., непрерывнц

u- Если ограничевия задачи /l/ непротиворечивш, то ,/непус-
тое/ шiношество ее решений содершит по kpaйHelt мере один эФФектив-

tшfi, план.
При отыскании эGФективншх планов с помошью процедурц lrаксим}lза-

a

ции основного локальногб крlлтерия парамеrрr, 8; целесообразно на-
8начатьrкак покаашвает теорема 3r'в пределах от ПZ;' до Mi l гд€

_ ,n,=::t,Ftfu), 
"r-2?чгitu)

,/предполагается, конечно, что UО ве пусто./.

Дя вцяснения вопроса о воамоrности определения величин фi, l7i
./которше аелательво анать и прииспольэовавии обобценного критерия

PYl()c Fi) /, рассчртпиш мноrесr"о !J* , определенное следуD-
ceJ

чиi обраэош: LJ*= lJL i t| - Ц ;

U!={ulu€ l,!!_1 , F,(u)=,тtь,Я; (v)} (i=l,Q,...,m).

Шноцество U'( , очевидно, не пусто, если LJ -коitпакт, а все

Fi полунепрерцвнц сверху. Легко проверяется, что lJ*cUo, и все
планц "" Ll* эквивалентнш. Поэтош;l ,__ если U* _ не пусто, то riоцно
определить вектор F*=Gr|Fr*,.,,, F;) , где F;*= Fi(ц)ц-поооп
nrr"" "" U* .

| ' е м м а. Если UЁ не пусто, ,о ftt}Fr(it)= П* . Лри lп=N

l справелпиво такше равенство: rLйL F2(ц) = Fz*,
I ц€ lJo

'П р " ше ч а н и е 3. Каддоlr перестанов*"FцrFirr,..rFi^соот-
ветствует "свое" мношество U' " вектор Г* . Гtу"rь fio -ллпнималь-
ное иа m! чисел Fr . Простше приriерш покаэшваDт, что дал,е в слу_
чае вцпуклого мноffестваU и линеltвцхF упе приlt=Jмоrет окаааться,
uro,!!r,ft Fi(d.. Fi

Автор благодарен Н.Т.Тшнянскоlry, В.Н.Лебедеву и В.lt.Гаврилову
аа обсухдение работш.

фнкционал f определенныfi нв вцпуклом мношестве Х линеftно-
го просg€x
Если rе это н

Е'ra

,l1
еравенс
ToJ

TDaHcTBa
п а.с Го

, наэцвается кваэивогнудlцrд, есJIи ;цJIя лrфшх d ,
п рбведJt и в о н е рав е н с т в 9 f[a х + 1 /- *) g l > miп 

| ý ( |), f(9) l
тво при любых х * g ц ас (0, {) вцполdяется ''

с

как строгое, _строго кваэивогнутшfi .
Строго квазиЁогнутцit функционал MoIeT ишеть не более одного ло-

кальвоiо /а следовательно, }t глоба;rьно го/ максиrryrrа.
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