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дJIгсритм рдзмЕпIЕlрlя'гшосклtх Фигур с ндr!мЕньдlFji диноЙ сLrязыhдlсIiЕй

их сЕти
Ю.Г.Стоян, Н.Т.Тур,анов,/г.Харьков,/

(
При проектr{роЕании раэличного рода эi{ергетических cticтeм. хиuи-

ческих предприяти.fit, сети дорог и т. л. возникает еледующая э9дача
Иrrеется /'С плоских фигур Si( i=/]-,e) прсизвольной геометриqес-

Kor{ Форп4ц. Эти фигуры свяэаны мешду собой согласно следующей мат-
рицЕ соединениft:

LпLl2Lrr--.Ltn

С21 С27С2з... Сэ* /|/
,

но включать в себя:
, I. Условия вааимного непересечения фигур 5i(i = t7П)

Сп.Са2Спg., . Cnp
где элсмент ci]l равен количеству связеr1 ме8ду фигурами s; u Зi ,

Cci- Cli и Q;i =О при i.--i . PaBeHcTBoCij = О при i=j ,то есть
всех диагональншх элементов, говорит о том, что внутренние связи
Фигур не учитilваются.

Необходиrсо фигуры Si(i=|fu) раэместить в областиG ааданноft
конфигурации так, чтобш длина\соединенlrЙr мешду всеми фигурами бш-
ла наименьшеlt.

Следует эа1,1етить, что область G моЕет бшть многосвязноl't, а на

РаЭмеЩееШЦе фиГУРы наклА,I1нваются ограничения: мешду ка8доf( пsрой

фигур необходимо вшдерJrивать расстояние не t{teнee задаЕногс; то ше

меаду каЕдоit фигурой и граниL,.ей области G
Дяалитическое описание сформулиDсванноt't эддачи, очевидноlдолt-

I l - а],

ft,l(xt _*, orJi, цj ,dj)r.O, /z/
l= t7n i j = |7п; irj ,

где Х; , 9j , iA; и Xi , цi , о? - параметрц раз!iещения соответствен-
но Фигур S; и S/

Z. Условия .оаэмещения Фигур S; ( i = t-rQ в ааданаоfi об;тасти G

[l _ а ] ,

Fi(xi,Uir,o|i)>0, t= /V. /з/ .

. 3,. фнкчия цели /дрtuна свяаывавщеfi сетц/, мини!,ryм KoTopolt необ-
ходимо определить, очевидно, мошет бшть представлен8 в виде:

. Jt(xrrX2r. . .rl ,r_, 9tr.,.,lo rdlr...rao)?

zo\ = ЁЁЁ l-Я'[(х,,-хлr(",-r,,)'J'П}, /n(
где @i1) - *оп"""Ёво каналов в данном соединении,.l

а
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Xir(x;, Ut,dc)=O-;trCO\ai- Ьц9iпа; +у,r, /5/
Yzl (Xi, ai, di) = аtу Siп а; +ЬqСоSа1' ц,

- координатш точек l'liy /рис. I/ соедпнений фигуры S; относительно
неподвиrноl't систеlлt координат ЛОY с остмьнцt{и Z -I фигураши.

о
eL,

tbHLI

,ъ

ri

a

\
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Рис. I

Очевидно, если количество ry/ элементов trатрицц /I/, не равнцх
нулп) при fL+B , такEе будет неограничецЕо воарастать, то аначения

Функпии /ц/ на области Г , определяемоft неравенстваrrи /2,з/ 16у,
дут распределятьея по аакону, сходящеLryся к нормальнол4у [З ] .ЛеПст

вительно, это справедливо ввиду того, что мношество Г ограниченво,
так как область G имеет конечные раэмерш и, кроме того, очевидно.,

функция }t(xrYrn)eC' , а эначит, в силу иавестноrt теорешцrявля-
ется ограниченноft на Г , а такше кgп'tо€ слагаепое функции J(X;VуQ,
как видно иа фоDцулш /5/, ааsисЙ не более чеш от Г = 3 соседних
неаависиtGIх переменНцх х1 l Щ , о(; илп Х; , Uj , di'.

Так как область Г не вцпукла, то сФорDryлировЬнная ,эадача в
общец случее является riногоэкстремальноfi. Очевидно, что каадоtry
отttосительноtry локальноt{у экстре!ryму функчии цели /4/СОответств}е
ет rполне определенное размещение фигур 9;(i= 17П) " областиG ,;
ЕС.lл пошен8аь местами в текош раамещеrrии всего две фигурш ш такое.

раашещение вэять эа начальноё /то есть пера!rетрц раэriещенншх та-
кип обраэоi. ФигJФ обраэурт начальную точку/, то в обцем случае-6у-
дет получев HoBbrl локальнцГt экстрелryм. Таким обравош, количество
отrrосительtцlх локальнцх экстремумоЬ эависит от количеств8 BoB!r[o&_

Вшх раЬшещеншfi Фигур 5i ( i= t7П ) , то есть в конечнсш итоге о(п

количества /Z раамешЕешцх Фигур S.
Если предполо8ить, что Фигyры S;(i=|-n) рааличнц rдеr.ц)r со-

боft хотя бtл по одноtry иа следуDцlуlх прианакоь: а/ по раэмеряч,
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б/ по конфигураuии, в/ по матрице С /подмношество полнцх графов
!iношесгва ,графов, определяемшх матрlлцеl-r ý , содершит не rreнee /a
элеrrентов/, то легко увидеть, что число воамоанцх раэмещениlt в об-
ласти @ , а следовательнt, и чцсло /V2 относительнilх локальншх эк-
стрешумов Функции цели на Г будет Nz r.п! . 3аметим, что относи-
Тельные локальнце экстре!ryмш функции /4/ считаем при этом различ-
нцши, еёли они получевц при раэличЕцх ХrYrо.е Г

СЙётешl нераврнств /Z/ чt /З/, очевид*о, в общем случае состоят
п+1

иэ Nз. n-,lL+rL неравенств, каjЕдое иэ которых аависит не более
чеra от трех соседних неэависимцх переменнцх Х., , Ui , di при xj

Ч; , o<i , и это колиgество, как видно, не эависит от числа Фиryр
S,(i=t7n).

Если теперь количество раэмещаешлх фигур неограниченно воэрас_
тает, то Nt*x ,N2-ф и Ng-к . А так как И(Х.Yс) ограни-
чена на /- , то, как покаэано в работе[r], значения функции це-
лu /4/ в тоqках относ!lтельных локальных экстреlryмов распределяются
по эакону L1 , сходящелФ/ся к нормальIlому ) и иа этого мЕошества
эначевиft моано вцделить подмношества, распределенные по эакону|r,
сходящеlryся такше к нормальному, причем второlt центральнцft rroMeHT

63 распределения L2 меньше 612 распределенuя La . Katt покаэа-
но в работ" I S ] , это поаволяет осуществшть поиск глобального эк-
стреlryша с ааданноft,точностью по вероятности, понимая под этиш та_
кое значение Д Функции ц"п" }t(Х.,Yrа) , что вероятность
чить лучцtиlt реэультат меньше ;p , то есть &.t , гле f

рr полу_
_наперед

заданЕое поло8ительное число. Кроме того, получаемцё значения Функ-
ч", Jt(ХrY.rа):Х,Yrоr€Г мошно сравнивать с предельноfi оценкой 7t_ ,

которуD иноl,да удается получить. Такое сравневие, очевидно, будет
полеэныlr, если такая оценка не слищком грубая.

Рассrrотрим решение следупщеl't аsдачи.
Ишеются Фигурц S; (i=UP) квалратноr-t Форш{ с раэмером сторон

I х I единиц, то есть все 69 квадратов раввц ме8ду собоit. Все квад-
ратц располагаются в пряtrоугсльникеб с раэмерами сторон 8 х 9

единиц, то есть по меньшеft стороttе riошет раэместиться точно 8 квад

ратов, а по больцlеlt 9 квадратов. Такиш обр8эом, в области шошет

раэlrеститься не более чем ?2 квадрата. Пряшоуголь""* 559 неподви-
Еен и располо8ен, как покаэаво на рuс. 2.

Каддлft ив 68 квадратов мо,кет заниt{ать любое иs 72 подошевий
/рис.2/ и Никакое другое. Такиrr обрааом; указанgше квадратш имеDт
всего лиllь две степени свободд.

. Все точки соединений подв!шнцх Фигур находятся в центре сим-
rrетрии Фигур S; (;-- ta) , то есть в точке пересечения диагоналеfi
квадратов. [фи таком предполошении кg*дыlt элемент матрицы соеди-\
нений /|/ будет опредqлять и количество соединевиfi и число каналов
riеа,дl фигурами. .Щеftствительно, так как все длинц соединевиfi lreaýl
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фиг}рами
каналов,
ченйе:

'i,=t_ ':|'Y.,t

.9d " Sl равЁш iI.-.j.i:.t/ с эбо!t , а в каlцдоt соелr"ен"и ar,|.l) i*

то кашлшfi эле.,ltенг :;,:ci,p!lt{ы в данноfi зэдаче будет иметь эна-

/6/

8

Ф

Рис. 2

Подвихнше Фигуры соединяются с неподвивrrФt всегда по кратчаiiшему
:rути меfiду центраIJiи подвишных Фигур и цевтром неподвишноit Фигуры
а
"69

Матрица соединениfi 6' пр"д"r"влена в вrtде таблицы. В первом

столбце таблицы укаэап номер фигуры, а в последуюцих верхние циФ-

рш укаэывают но!rе-ра Фигур, с которьiми соединена данная, а нlдlf,ние

цl,tФрш - число каналов в соответствуDшем соединении.

Располовим прямоугольнrк G относительно неподвиrнцх ccel't ко-
ординат XOY , как покаэано на рис. 2.

Если полюсоли 4,игурш S; является ее центр симметрии, то в силу
вцщесказанного и Формул /5/ uмеем:.

Хa=Х; ,Yi=ai /?/
Так как фигуры S, ( i = iТЫ "се равнш и могут эанимать только

72 Указанных полошения ,/сторонн Фигур равнш I и всегда параллельJ
нц сторонам облаети G /, то легко определитъ такие эначения не'-
эависимшх переменных, котсрше удовлетворяэт'нефвенствам ъuда /2/
и /Зi:

Х;=Qý+д, к=ГJ
Y;=Q,ý+f , t=Ф,

Y

х0

о:

I

я

l' 2- в
2

l
I

1ъ-а -.F

8i"

/в/
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причем для рээншх фигур хотя бы два одвоименнцх параметра ,цол]8ны

иметь раэнце эначёния.
С учетом Форщул /6/ п /7/ функцпя цели булет,и!!еть вил:

Jt(х,,..,,хФ,и,...,L|"g)-- ЁЕ с|i[6,-*;Ё U,- v)'1*. /g/
Очевидно, что число слагаемых правоlr части функции /9/ булет

равно половине числа элементов матрицц соединениit, не равнцх нулю,

то есть (n = 2|6 слагаемшм.
В силу условиft задачи число воэмошншх раэмещениlt ФигурS; (i=|.; B)

булет, очевидно, равно 7?!. Таким обраэоrr, дJIя определения глобаль-
ного экстрелrума необходимо вцчислить эначения функции /9/ в ?2|

точках и иэ них вшбрать наименьшее.'Количество определяемцх локаль-
ных экстре},ryмов мошно уменьдмть, учитцвая развого рода сишдетрию

[а], ".n" это воэмоано.
Всем подвишншм 0.игурам присвоим номер8 от I.до 68. С помощью

датчика "псевдослучаltншх" чисел, работаDщего по paвHoriepнorry эа-
кону раепределения, Сlормируется ряд иэ 68 пар trисел, причем таких,
которые удовлетворяют соотно!цениям /В/. Другиriи словами, формиру-
ются координатц подвшrных фигур, удовлетворяюцих ограничениям ви-
да /2/, /3/. Если принять, что первая пара чисел определяет пара-
метры раэмещения первоit Фигурш 57 l вторая пара - 52 и так далее,
то будет получено некоторое раэмещение Фигур в области G . fuчис-
лив эначение Функции цели /9/ при Taкoli раамещении Фигур, получим
величину локального экстрешvма этоrt dункции.

"3адевая" датчиком "псевдосл;iчаt'tнцх" чисел "новые" параметры

раэмещениit Фигур и вшчисляя функцию цели при этих знвчеiiиях пара-
метров равмещениfi, бшло nonyu""o /V = 35?2 роэличншх локальЕых
экстРеtФrмов.Функции'цели. Из них наименьшее анечение равнялось 1404
единицам. На основаниtl полученншх значениfi Функции цели посгроена
гистограмма ,/кривая I/ /рис.З,/, которая д.rет xopoJee приблишение
к норlJальноi{у эакону распределепия с математическим олиданием,рав-
нцм среднеrry арлlt.метическоl4у 771.||Lc = I646r и дисперсиеii, paвHofi
КВаДРэТу среднеквадратического отклоненл Ф- 62= Оt - 5 t rЦб 

2 , nor,y-
ч9нншх из статистического распределения. КритериГr Пирсона l| =z8r2,
Л =38 и соответствующее е!6у Pt о,9о указшвает на хороuryю согла-
совенвость теоретического и статистического распределениlt.

На рис.3 ,/кривше П и lW иаобра8еЕш статистические распределе-
ния подмноЕеств значениft функции uели X(X.Y] , полvченных иэ не-
которшх исходttцх. Кривая П имеет статистй-ческие. характеристики
Иl= 1484, О! = I8, кривая Ш -Пz = 1596, 62 = I?, то естьýr.ý

И бz<е
Испольэуя метод, предлохенншlt в реботе [S], "о"r.влен 

алго-
ритм рецения эадачи, которшЙ вк.лDчает в себя слелующие пунктш:

а,/ Вычисляем пределыrую оценку f , то есть такое наименьщее
аначение Х(^rY) , что:

]
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Рис . З.
Ддя этого воспольэуе},iся следУющим: Jrr..'бая иэ фигур S, tk=ffit

одновременно MojreT иметь длину соединениlt /если Е соединении один
канал,/, равную l , П ,2 ,2{Т ,3 ,п и так дэлее, не более чеD,
с четшрьмя другими Фигурашrи В ,й ,m и так далее.r Н€-более
чем с восЬмьр другиМи Фигурами по ка,кдоrr длине /рпс,2/. Тогдаrсчи-
тая, чтО кашдаЯ Фигура соелиняется с другими только г9ким образом,
легко подсчитать эначение Jf , используя матриlry соединениг,t и ФоР-
ryny )э/, Х=ssо.

6/ опредеЛяем эна.чение А . Так как число равновероятнцх, ''раэ-
мещениft" |{ = 3572, то есть достаточно большое, то значенияm.и
с , полученные статистичееки, принимаем эа характеристики нор-

ма,lьного аакона распределения, к которому сходится статистzческиl-t.
3ададилдся 9 10-40. Тогд9, очев"дно, Д определится иа [О]

12
Tdt

по габлицам. iля очень малшх эначений
польауемся неравенс гвом: "р

/ ll/
,/так как, нет таблиц/вос-

.а

Аf-
Ф(д) =9 = 

J"
-А

9'$.=
-(д-ml2е 26о (rc-fr.7.I

6.1Й
3адав:лись произвольншм значением А пу тем нескольких приблишени;"t

a}

получим аначение, блиэкое к искомоNry. fu" 9 10-40 и //L =!646t
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d = 5I,46, А> IIос.
в/ Датчиком "псевдослучаltных" чисел эадаем раэмещение фигур и

вцчисляем соответствующее ему эначение функции чели Л(Х|Y)=ДО
Наэовем это раэIlrеIцение исходншм.

г,/ СлучаitншNt обраэом ,/равноверояtно/ выбираются две ячеiiки
./под ячеiiками будем пони[iать 7? воэмоlкных полошения (игуры в прямо-

угольнике@ /; Прелполагается, что хогя,бы в одноit.из ячеек и[.еет-
ся фигуоа. Фигуры, котdрые размещены в вшбранных ячеftках, меняются

местами. Булет полу,{ено новое размещение, которошry соответствует
новыit локальныГt экстре},ryм Функции uели 7t(l1i,Yi) = Дi

Следует заметить, что при вшчислении этого эначения функции

fi(XrY) нет вадобности вычислять значения всех Ълагаешлх форlryлы/9/
так как свои значения из!;енили ке более че.ц четшре параметра раэ-

мещения, от которых эависят не более чем(d7<6) слагаеlл,Iх в'форшry-

ле /9/. Это объясняется тем, что' ка8дая Фигура соединgется с дру-
гими не более чем (!t = ? соединениями, то есть:,

a

68 6, 68

I Z ,,,,,D;,, ,Lrr,]
.. . Это

ным

ном

циfi

b)l = ft.LoX / Lз/
i,-t i=l j=l

греhставляется одним из преиi4уществ по сравнению с равновероят-

"просмотрОм" локальнцх экстреLvмов, так как при равновероят-

'.просмотре'' необходимо вычислять значения всех слагаемцх 't,yHK-

/9/, что, очевидно, требует серьеэных эатрат времени на вычl,!с-

ленriя.
Если ока.tется, что лi , дО , то пересгавленнше фигурш воввра-

щаются в исходное поJtожение. ДатчикQм СЛУЧа|-tНЫr"l образом ,/исключая

предыдущее размещение/ "пересгавJяется" новая пара Фигур, и при

этом раамещении вычисляетс" 1,(ХZrY'r)=дi. эrоп процесс продол-

_ ааем до тех пор, поке не окашется, что

А'с'Ао, /l4/

"д" Ai = fr, (ХОt ,Yi ) .

д/ Как только вцполняется неравенстьо /14/ и, кроме того,

ДОrrД , полученное размещение, соответствурцее эначению локаль-

"о"о "*"rреwма А! , np"""Maeм ва 
""ход"ое 

А' и переходим к вшпол-

нению пункта г,/.
Если окахется,

чивае гся.
,.,то А! <А то процесс решения на этом эакан-

Еслш dка*ется, что осу!цествлен полныlt перебор воэt',о)Енцх раэ-
цещениit при данном исходном раэtiещении ,/очевидно., что число воэ-
можных раэмещений. ,1= f (п+,|) = 12 36= 2628 / и не вцполнилось

неравенство /14/, необходимо переitти к вцполн€нлtю пункта в/.
за исходное раэмещение для данноfi эадачи бцло вэято раэмеще-

ние /рис.4/, которо}Ф/ соответствует эначение jt(ДrY) = 1620. В
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реаультате. реiцения получено равмещениеrпокаэанноеrtа рис.5, кото-
polry соответствует Еаимевьщее иэ всех полученнцх значениl-t функции
чели }f(Х,Y) = 106Ц <Д

в 5 22 t2 ь9 t1 tll

63 2t 5| /ý lo эЕ эо

62 |€ lt е2 27 э7 fэ

бl 55 |2 09 l/ 2t ээ 29

59 68 ý/ э{ 2о э /8 в

бlt во 52 ,6 ýо t 7 2

5l 9 /о ýt |3 эq 2q 2э
2ý 2.5 е5 47 э5 tlч /9 /l

еэ 6 65 бl лб е8 ý6
69

рис.4 Рис.5
процесс рецения даняоlt 9адачи покааан на рис.6. На отом рисун-

ке построенш гистограммц эначевий функчии цели при разно!l количест
ве полученнцх локальнцх эксгреrJчмов ,/при раэноl, числе переставлеfl-
ншх пар,/.

э
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qб

2
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бо 58 lg |8 62 2 бll /э
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Рис. 6
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КриваЯ I построеНа прИ числе знаЧеяиit ФункЦии7t(Х,,Y) llr= 22?i
среднее арифметическое llL1= 1472 и-наименьщее значение Ф.ункции це-
ли после 22? перестановок пар фигур Ttt = iЭ99.

Кривая 2 построена при П2 =999l /гLе =IЗ85, Jf2 = 1394.
Кривая 3 построена при llg =4О9?tпLс=I2о5lJ[з = 1064.
3НаЧеНИе фУНкuии Цели 7tц =I4O4l полученное после.357? равЕо_

вероятЕцх "бросков"rбцло определено с помощьD данного алгоритма
всего-после ?23 гiерестановок пар Фигур. Если учесть, что объеrr вы-
числениit значениlt Функции цели после ýz3o перестановок пар Фи-
гур соответствует вшчислению Функции цели после одного равноверо_
ятн'ого "броска", то получаем, чго эначение fig =|аО+ по объеlry вш-

чилениfi равно:

Уfr#=?Д *8, /l5/

Такиш образошrс поriощьD данного алгоритма получен реэулътат,
анач}tтельно лучш,tft и аа riеньшее время, чеш вреця, которое поняло-

билось бц для вцчислениlt Yr.#r/J} эначенIrt функции цели при

"равновероятнцх бросках" .

Легко заметить, что среднее аршфметическое /m, , rа, , fiLl ,Ц
с увеличением числа переставляемцх пар фигур все врешя уменьшает-
ся /сдвигается влевс./. Kporre того, вероятвЬсть получения "плохих"
эначений все врешя уменьшается. Напришер, вероятность получения

реэУльтатов, хУддtих, -*r, JТл = I55O, после Пl = 6? перестановок
пар фигур равна Pt* ОrЭ4; после &z =22? Р"* OrI34; после

Zз =999 р t 0103; после lLц = 28В3 рr* 0,0I; после lLr= 4о9?

prt 0,оо7. .
Заметиrr, что полученншft реаультат мог быть получен эа меньшее

число переставляемцх пар, если бы случаlrншlr вшбор пар Фигур осу-

ществлялся беэ воарастания. .Щругими слова}iи, если бш исключалась

вцборка тех пар фигур, которце уш,е выбирались дJIя каадого исходно-

го раэмещ9ния.

Поступила в редакциD I.I0.1969 г.
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