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ý I. Постановка аадачи пресJIедования

0бъект х, управляе[,ьrl't уравнением
* = д^- tl , /',/

где х - /L -мерныft вектор иэ эвклидова пространства Р,' , А -мат-
Рица раэмерности п х п , LL - упраЪляющиl't вектор, принадлехациlt вы-

пуклоtчlу компакту Рс R& , 'преследует объект U , управляеr"шГt урав-
нениеl'i 

i=Вц,ч, /2l
|де У - lL -мерныl't вектор иэ P.r , В - матрица раэмерностипхп l

V - упревляюцiиir вектор, принадлеJкащиrt вшпуклоrцу компактуOсrе- .

Нам будет удобно считать, что нулевоl'r вектор 0 "э RО принадлеrит

""o*""""u, Р ц Q
Преследованr.€ ночин8ется из поJtокения Хо, Уо в момент /=@ vl

счr;тается законченншм в bioljrФHт tl >, 0 , когда впервые

x(t,) - g(t )е r,1 , /э/
где l/ - вцпукJIое замкнутое !tяохество иэ P|L , не совпадеющее со
всем 2О. Управления убегаючlего и догоняющего v(t) ,ц(t) выбирают-

ся в классе иэмеримых Функциl't.

.i.пя ведения пресJtедования догоt{яDщему нухне инФормация о теку-
щем ссстоянии игрш. Предполагается, что догоняющиit энает: а,/уравне-
ния /|/, /Z/i б,/ в каrслыft момент t вектср x(t) , и вектор

z(t)= ц(t) + o(t), ' /4/
глеО(t)'- иэмерrамая векторная Функцияl удовл€творяющая ограниче-
НИЮ 

aft)erl, /5/
гдеV>О, С - выпуклыЙ компакт, сод?ршащиit нулевоl-t векторВ
Считается, что Функция O(t) догонярщеl4у неизвестна, а иввестен eiuiy

лиць компакт )6 . фнкцию tO(t) наэывеDт поь:ех0l-r.

настоящая работа посвящене получению достаточнцх условиl't, при

выполнении которшхrдогоняющиfi иэ полошения XorZo мошет гарантиро-
вать С -поимку эа конечное время

0 п р е д е л е н и .е. Вудем говорl,tть, что догоняюtIиl't мошет

осуществ"rь / -поrrмку иэ начельного состояния xorZo , если при
любом допустиtчiом поведении убегающего догонярщиГt моfiет обеспечить
эа конечное время прихсд вектора 

^(t)- цG) на мношест"оН*Sе ,

где + оэначает алгебраическую cytdмy ruнoжecTB' 54 - Е -мерныl-t
ulap радиуса / с центром в начале коорд}lнат.



объевта Tl

ý 2 . ПредверителэБIе построения

0шкспруеrr ве,которшеýzО . Пустьt zz € . На иэчериш{х ограничеЕ-
вшI функц}tях Q() , ааланнцх на отреэке [t-e, f] , опрелелиш опере-
тор F1 форlryлоlt: t

г

F*?()=+Jё"-"'g{rн,
(ý_f)Ъ

ý - tt -шершrfi вектор, Е9О=Е
_ Испольауя форlry.lry -Кош,r, бункчил 2(6) /сu. /а// на отреаке
L|-er{J .о.по ааппсать в виде:

' z(s)= е(ý- "Вц (t)-!"- n"C 
roDdt, + 0)(s).

Пришеняя к этоlry ревенству 1n"o.rop F; , получаеI

(r(t) = F, z() + yG) "{,111*{"ft)l

r ГД9

/в/

/9/
, сдеý-

/ю/

где
/6/

' 
|,(t)-гl-

[Ё"
"gl-чl омr , |.(t). п 0)(.) . /1/

фнкп.rш hft) rtz(t) длФФеренцируеrщ при Еочти gсех t>.€
проиввQдtlце от них даDтся Оор,чЁ,

{,'(t)-81,1t1+ y(t)- t ]""'
п)ач(п)dг,

t

!.' (+ь BfaG) + { оФ - { eebal 1t _ е).
Иэ соотношенufr, /2/t /В/, /?/, /В/, /9/ Пр}r почтr Bcext2e
ет что

ф (t) = аuft)- y(tl td] ft) t t' G). \W(t) - Yft)+

+{|tyl-t! G)- B({,(t) *{,(t))= gy1(11+ ,

{;е

- tJ"' '6v(t )dt,, * t nutl- S e'%6* е).
ё

интегряt_

,=-*/
€

t

Рассrrотршш

eft-'lEv(t,)dr, ,

,
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сделав аамену l-П=Q ,

,=tI
0

получиш

е2Ьч(t- rDd? . /II/

Обозначич u"p". Q. совокупность BeKTopciB J /сu, /lU/ при
всевозмоаных допустишцх управлениях V(t - tZ)

Иэ paBerrcTBa /IО/ и определения мнохесrэ QrrC легко сле.ryет,
что при почти всех t >, Е

tir(t1= вw(t)_ )(t), /п/
"ле 

l(l) - иашеришая Функция, удовлетворяDщая вклDченшD

)(t)€л = Q.- Ёс * te'bc , /в/
адесь энаки + u - оэначаDт алгебраическJm сушDry и алгебраичеtкуD

рааность MHotecTB. Нетрудно покаэатьrчто Qявл"ется вцпуклцш кошпек-
то!r, ограниченнцм paвHoriepнo при ограниченншх ý . ltrroдecTBo Д
является вцпуклll, коi{пактоll, раамерц которогр cJдecTBeHHo 8ависят
от8 и l)

Нетрудно видеть, что для функчиit
ниченншх 0 справедливц неравенства:

lf{(*)l <К,€, l{r1)l<кrч, /l4/

"де kl, Кz - константш. Условимся и впредь буквоft Х с индексоr.
обоаначать конставтц. Иа соотношенuil /6/, /l4/ получаеш неравеЕство

lwФ- g(t)l < Кt€+ К2v, /$l
иэ которого видно, что функция W(t) тем .цучше аппроксиrtирует Функ-
цию 0({) , че!( rreнbiцe число€+У

.Ниrе в ý 4 шл пока.Еец, как модво испольэовать траекторuа W(t)
в исходноft аадаче преследованпя /I/, /Z/, /З/.

Рассшотриш вспомогательнуD задачI преследования объектом Х объ-
екта W , управпяешого уравнеЕием /I2/. Чuслае?0 ug>0 счита-этся
фиксированншrrи. Преследование начинвется иэ полоrенпя Х6rWб в rro-

йент{.@ и считается ааконченнцrд в шorieнT trZO , когда впервце вш-

полняется вклDченtaе}

хФ- w(t)c М. /16/
Управлевия убегапщего и догоняDщего Jft)ru(t) вцбирштся в классе
иаuерихцх Функttиlt. Предполагается, что догоняDпptfi знает:

а/ уравненпя /l/, /|2/;' 6/ ъ 1ятдцit шошент / векторш X(t)r{(a
fuя игрш /l/, /|2/; /16/ /чuсла е и 9 фиксированш,/ пос.троиu

алЬтеРнированнцit интеграл Л.С.tlонтряrrна W(*) /см. I l] , [ а ] /,
ЭтО rrохнО сделать следуDпиri обрааоrr. Пусть tT0 . Рассшотриш раци-

{rG),lr&) tcu. /?// при огра-

о



преследованше объекта 79

tоr,.,rtr-, - рациональнше числа.Поставиrr в соответствие раэбиению сц,

rцo*ecT"o Е4) , получаDщееся по форлryле.

Е, 
{ [ F 

- 
|, 

^,о,| о'!""ла nJ, ii"oo'| 
- 
i;uo,J 

-.

0пределиu W(f) как пересечение мношеств fбJ по Bcert рациональвшr,

разбиенияш (d : _

W(t)=]r^ /l?/
шоrет окаэаться, что одно ,l" ""orecTBr4) йли их пересечение явля-
ется пустццrтогда W(f) Оуд", пустцш riноаествош.

П р е д п о л о r е " и е I.При векотороцt,Т,.0 альтерЕирован-
ншfi интегрdл Л.С.Понтрягина непуст, yl дл!я точкш lrrW4 ицеет riecTo

включение

€'Дхо - е'6wо€ W(T). /rc/
Нетрудно понять, что ив непустотц V(7) сделует пепустота ly'lf)

при 0с taT . Отrrетшш вsIное cBol'rcTBo мЕоаества W(t)

w(t)c
n'Pdn

t

w(t-il- 
Je{-'

t

t 
|е"Влаr 

, / L9/

{-а
где 0зt.<Т.,0<0<t,

До к а а ат е л ь с т в о. Вкачествеуправления дJrядогоня-
Dщего на oтpeaкe[Ord].Boabrreш фу"*цп, U(0=0 . В шошент d дого-
няDщ{it -булет rtаходиться в полоаеЕии Хо i убегаDПрrfi - В ПОЛОIеrtИlt

}"/(6) . В силу предполоrения 2. догонярщиil €нает векторц Wo,W(6)
Если Г= 0 , то иэ равенств 6=0rW(Q)=|7 легко слелует справед;iш-
вость вклDчения /2о/. ПустъТ> 0

Рассrrотрим объект Р (t) = W(t - 6) . Очевидно , что У(6} = Wo и

что догонярпшаi( в ,ou"", *.d энает поведевие объекта Л(f) при
6<t<еб . полоцим t-tr 6 п i,G) =xc,O.ri(O=,tL[r.6) оче-
видно, uro i(0)= хо , i@)- Wg и что i(t),Ptt) лрч t>0
удовлетворяDт уравнениям /I/, /12/ сооtветственно. Ив соотнощения

a
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/18/ следует вкJtDчение

e'^i(4) - erriц)ew 0. /2l/
ПoKarerr, что

ei^i, Ф) - еФбlI2 (ф е W (ъ il * /22/dг

т.

I"^ 
о,

Пусть управлениеrr объёкта iCCl., ""'l'ro""*"t46J булет функцшя l(d .

Тогда ив вшDченufr /2l/ l /l9/ uuееl

e'^fr101-""Р1Ф * |r")(т ildtlеш(r-6
J

т-6

,-Irn
откуда е поrrЪцЕп форrryш Кощr вцтекает вклDчецuе /2Z/ е }tB вклэчеЕия

/22/ слеryет, что договяDщ{fi, 8на8 i(O)rli(d), rдоrет построцть та-
*о" допу"rицое управлевие UG)(O<t сё)- , чтог

"\.-J"'Ац(ъ 
г)dr, - 

"'^О'}(6) 
сW(т-il ,

т

Рdr,

ý 4. Достаточвце условия для воэцоЕвости
аада9е преследования

| -поишки в исходrоfi

Вулеr считать Еaполненнцш

П р е д п о л о r е в и е Э._В эадаче преследованuя /l/r/Z/r/gl
договяDщ{fi поrfilrт Фувкцrrэz(ý) дg отреsке LFrtJ где F=Пax{t--2€Пr0l , а ýО - векоторея поrо8ительЁая константа.

Условно поlвd .счит9ть, чj.о двиrение убегаэщеft точки Z(t) неча-
лОсь и8 полоIенпя Z(eo)=e-e2o и происходхт на отреэке Ъе'r0l
в соответствии с peвeвcтBora

?(s). eýBzo /z4/
опксируеш для последlDщdх рассJrrдениl ведоторЕa полоаптеrьвое

е <е" i Пршшениш к доопределевноl rРункчrи Zf) 
"" onp""Ke&-€'dJ,

гдеt>rO , оператор fi, введеrrrшfi в ý 2. ЕетрýtлЁо видеть, что

Fr.oz(') =7о. /z5/



С помоцlью ý 2 нетрулно покаэать, что w(t) -Ft Z(,i пРа t>,0
удовлетворяет уравнению / 12/ .

Вулем считать вшполI{енншм

П р е д п о л о 8 е н и е 4. Существурт такие конставты Р =5,z0(Еr<€'), !=Уо>0 ,Тr.0 , что альтернированныfi интеграл;'i.С.
Понтрягина ПЦТ| /см. / I'|/ / непуст и лля точк и [,rWo=Zo имеет
место включение,/l8,/.

Дальвеitшие рассушдения будем проводить при 0 с | < Уо . Иэ фор-
ryм /l3/ и иэ включения 0еб следует, что включение /l8/ сохраня-
ется при j<Yor €=€, . Применяя реiультаты ý 3, мошно у"вершдать,
что догоtlярщиl-t в задаче преследования /|/, /?/, /3/ иа начальвого
состояния Хоr.И = Zo при любом поведении убегающего [ioJ&eт гаран-
тировать включение /ZO/, где 0=6r=rtъiп-(еl,Т)

0боэначим череэ У макси!ryм отклонения /ло молулю,/ вектора
х(7 +6r) од ""*rорЬ ЛС) Из неравенства /15/ и включеgия ,/2О,/

следует, что догоняющиft, приt"tеняя раэработанншl't способ преследова-
ния, моает гарантировать иэ начального состояния Хо,Ео / - поим*у,
гiе е. t* Кr€, + Kzy

3аметим, что выбор величины ý находится в руках доiоняющего
и что он мошет вшбрать 0 гак, чтобы уменьшэлас" ".rrru""a l .

Иаучиш случаlr, когда ,J мало. На плоскости парам.этров€rУ рассмот-
рим мноаество

_ t.\,о
0.€<€l ,0. Y<),lol Т< а /26/

Обозначим череэ fi. мно)Еесrво Д /см. /iЗ// приf=ý, , У.= Уо
Из включенл, 0е С следует, что при Е и У l удорлетворяюiц!!х
неравенствам /?6/, имеет место соотношени",. Д С Д1 . Отсюда слеý,-
ет, что для точки ХоrИ= Zo включенце /l8/ сохраняетiя при €, У ,

удовлетворяющих неравенством /26/. Полошим

. Е- fru.
Грубо оценим величину IXO-E) - Х(Г)l , "д" $=rПircР,Т)
дается формулоir /ZZ/. Применяя Ф_орьryлу Коши, имеем

х(т+ d)= ебАх(т)- 
Ja'-'-,)Аu1"7dг.
т

0тсrсда и uэ /2?/ след/,ет, что

lx(I*6) - х(Г)'< Kry.

a

9

/27 /
,6е

€
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- i<r i",
*с= -L,

где XrrXer-P :шерные векторш (р" t)
вектор, принадлеаащиfi сФере lUl < ý

Убегавrдиfi у_прашяется уj)авнением

9r= -Y,
!" 0"

где gllar- Р _мернше векторц (.P>r.t) ", у - управляt0Епdit Р -шернЕft
вектор, пр_инадлеlцщ,tft сФере lVl< t , 0l - совокупность,векторов
(tZ;Ы , где Z - проиавольrпrft Р -шерншit вектор, удовлетворящ.tft

здесь у -подоf,ительнцft сiаляр, / - проиэвольнцit р -MepHrrfi век-
тор, удовлетворяюпиfi неравенству l| l < l

Согласно раавитоfi теории сначала нуано вцчислить шrоrество Q .,

состоящее ?rз. Еекторов /1I/. В рассматриваешош случае это сдеrатъ
нетрудно, u"or""r"o Q1 состоит uа 2Р -цернцх векторов впда(Х;Q),
где \(, - п;лоиэвольншfi р -шерншfi вектор, удовлетворяпптrlt нера-
венству lXl < / . НетрудЕо покааать, что в рассriатривеешоr. пришере
мно*ество Д /сч./t3// состоит иэ векторо, (ý;0.) , где g -про-
иэволыдlfr Р -rrepHшfi вектор, удовлетворяп_шгr.fi.деравенству /ýl <

*0-?). Мо*о покаэат6, что при 9r,(*?:)' альтернированшft

интеiрал Л.С.Повтря"""" W(f) непуст npi 
"c"*t 

rrQ и что дJIя
ка-доft точки I\rZo=Wo существует такое T=T(KorZ.), прlt котороI
вцполняется вклDчение /l8/. В качестве числа, T(X..Z.) моано ваять
наимень;шаfi неотрицательннtt корень уравЕения

lr-i-z] +tx.l=,|+Y (,,- *)r
Рассrrотрич дJIя пришера вачальное состояние Ko,Zo

ряDщее условияrr:

lxorl=2, lx]"l=0, Izil=0. /Ф/
Как нетрудно видеть, наименьциш полошительнцt( Kopнerr урагlненuя /29/
булет число

/zB/

. /z9/
l УДОВЛеТВО_

-l+ 2=!о

г- -Tс' +
(,**)'*-

'' 
-Р

/э,:/

Нам HyrHo оценить фlнкции {r(t) rfr(t) /см./?//. Простше вшчисле-

ния пока8цвйт, что llr(til, t , llr(tllrt '. Учитцвая цплиндри-

. ,ческиf, характер шкоrества |t ., л,tя Haiдrilx целеlt будет достатоqно




