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Алгоритм пOстрOЕния iiиiцOпдтичЕскOЙ !{Атри,Jш дIя связtIцх лшльти-
грАФов
М.Б.Гендлер, Ь.Ю.Прокопчук htосква/

Иаучение реальных раэветвленЕцх электрических, шагнитЕшхrгид-

Равлически8, пневматических, транспортных и д)угих систеri [' - n]

часто сводится к авализу трех основншх типов законошерностеitrимею-

цих шесто в этих системах.
Это, во-первых, эависиNlости мешду величинами в каддоfi иэ вет-

Beit систеrш в отдельi{ости /тила эакоЕа Ома/, во-вторцх, аевисимос-
1и }!еш,ду уэловыми величинами ,/типа I-го закона Кирхгофа/ u эависп-
мости ме,,fiдI контурншми величинами /типа П-го эакона КирхгоФа,/.

Составление уравнениlt, свяэываюдrIх ;tскомце величины и парамет-

ры,системы на основании I-Гt группы эаконов, н9 .выэЁвает Fринципи-
а,lьных затруднениl't. Определение ше зависимостеfi мешду уэловшми ве-
личинами и мешду ковтурвыми величинами свяэано с алгоритмическими
трудностями.

Для ре;ления первоlt эадачи требуется построепие и некоторое

преобразование матрицш инциденциfr культиграфа [ r] , являрщегося

геометрическим образом рассматриваемоfi системы. Алгоритм реiдения
это!'r эадачи приведеfi в раОоте [ ol.

.Щля речrения BTopol't задачи требуется построение и векоторое
преобрааование цикломатическоit матрицш [ S] чпо*"утого мультигра-
tla.

в данной работе предлагается конструктивншft t{етод получения и

соответствуDiцего преобраэования выщеукаэанЕоit матРиЦы д.ПЯ ЛПбШХ

систем беэ учета вэаимсде1-Iствия меш,ду ее ветвями /тмла вааимоив-
дукции мехду ветвями электрическогr цепи,/. Приведен пришерrилдюст-
рирующиl:t применение иэJrош,енного метода.

I. Геометрическиi,t обраа системы.

Как известно [t - С] , геометрическим обраэом любоlt системы,
ишtеющеfi /lL BeTBelt и /1 уэлов / rп п Z - целые, полсшительнце/ l
явJIяется неориентированнцft свяэныlt мультиграф G_-(XrU), Оrr" 

"о-ш?т, с петлями и висячими верцмнами [Э] . Злесь fi -мноfrеств_о,со-
стоящее иэ /z верцмв G , U - мношествQ, состоящее пэпL ребер
о

Далее булем считать, что верцинц и ребра лqlльтиграФа G эану-
мерованы натуральнt{ми числами от I до iL и от I до r|ъ соответст-
венно.

Например, .Ъо""трrч"ским обраэоri рааветвленного rrагнитного
оJIемеЕта,/Флюксора,/, иэобра8енного нв рис.l, яшяется лryльтиграфr.
приведенншfi на рис.а [z] ..,l[ля него lТъ = бi п = 4.|

к

a



д пгппrrом с .пDo ёни llи ll бмятичv ll мя г)и пыт 6?

Х=iлr, хz,хэ;хq l, lJ = l чr, ц_z,..,, ц"l .

Х4

Рис. I Рис. 2
В[S] покаэано, как осуществить отобрапение произвольного мно-

аества циклов любого lryльтиграфа, имеющего f ребер /qr.0, целое/,
в деltствительное р - мерное векторное пространствод9 [в] . пви

этом обраэш в ,Q9 циклов лdультиграФа назцваются вектор-циклами.
Совокупность циклов trцультиграфа наэцвается независимой, если соот-
ветствующие им вектор_циклы линеl"tно неэависимы.

3ашетим, что число неэависимшх циклов tl связного л4ультиграФа

6'"сrьд_ lLtlfs] . Ппи этом мношество , состоящее иэ i неэави-
сиDrых циклов, назцвается баэоft независиl,щх циклов.

fuя лryльтиграфа, приведенного на рис.2, J = 3.
i3ведем в рассмотрение вектор-столбец @ :

9,

9е
\

-l'l ветви в гид-

/v

о

9*
3десь9j (/1 j4 lп) - напряшение f -fit ветви в электрическgй или

магнитноft системах, рааность давлениlt на концах
Равлическоfi или пневматическоl't системах и т.п.

Пусть С= (С',С2,...rС^) - вектор-цикл, соответствуюций -некотс-

рому циклуJЛ о4rльтигр_аЬа @ . Тогдв 2-r1 эахон Кирхгофа 
"Ь*"о 

з.-
писать в виде равенства.нулю скалярного проиэведения векторовб
uР,тоесть

(ё,91=р.
Рассшатривая совоку,пнос ть [ёr rеz r... rёrJ вектор-циклов, соответ-

ствующих Heкoтopoft базе неаависимцх циклов rryльтиграФа G , полу-
qае м следуюJryю с ис те l4y линеltных .чравнениl't :

С|ц*с|g2+,..*сГ9*=0
Сiч*.сlqz*...+с{9m=о

сig,'* 4й-:. .' . - сig.=Ь

a

@@@

l[атрица C.(CJ)r l, jý ltъr{19-<\) , наэывается цикломатическоfi

9



lдатрицеit lryльтигрgфа@ [s] . ООо"начиri 
""р"" 

е шатр}tцуl пол}чен-

Hylo. транспонированиеш4 . Тогда систеша [tJ ,о*", бцть ааписава

в виде:

dФ =0 . /2/

бв l[.Б.Гендлер.&. ПЕОКОПЧУК

0о= (Ф,,Фr) = б . /з/
3дес ь

с И=а, -[
9irt,

?'",,'п*

Q.,

9,2

h
,

r,

После переrltноаенля в /3/ имеем:

ДИ*ВФr=б,
откуда, ввиду того, ч,го Д - неособенная квадратная матрица, на-
ходим:

п= - Ё'В-9е /4/
. Основпше алгорtlтмtлческие трудности при решении 9адачш таким

способом состоят: I/ в построенйи матр"ц.,6 ; 2/ в вцчислении

'Для решения этих эадеч предлагается следrюшrlt метод.
I. Еели tL = |, то ребра G могут бцть только петляD.и. ПридаЁ

произвольвуD ориентацию ребрам б l в}iд}tut что в этоrr случае С
п,редставляет собоit квадратнуD матриtlу /в -го порядка, поскольку
число неэависимшх циклов мультиграфа б совпадает с числом его ре-
Оер. б булет невыродденноit, так как'ке[lрJ€ ее'строка и столбец
содерЕат по одноlry ненулевоlry элементу: + l или - I; то €сть !{ат_

рицш с ц А совпqдеroт. Очевшдно, это наиr.енее интересtшfi случаlt;
týlсть Пт l. Тогда для цульrиграФа G "частичное дерево''Н=

=(Х,Uо) [ 5J , ишещее по определениrс то ае,что и lryльтиграФG ,

цноц,естЪо Bepuл*r fi и шttоцество ребер l)rtJlClJ , состояЩее иэ
П-| ребер U , мошет быть построено, нdприiер, следm,щаш обреаом.
В качестве первого элешента U9 берем реОро из U , иIеDщее н8и-
rreHbшllt номер, напри!iер, it , и не являDщееся пе.тлеft; второго -
ребво иэ u.\luirJ , имеDцее наименьtзиft Horrep' например, 14 ,

t1 L2(пL, lz *it , и такое, что rФiльтиграФl иhrепщиfi в,качестве
цiоJ 

'
и!rеDщее

не содерtит цишов;треть-
наиrденьlдаlt HoDaep, Еаприцер,

мультиграФ, ишешшu,tit в к8-

А в

А Е

MHorecTBa ребер шно8ество | Ui,
:"О - .Ре5ро ".. 

U.,[crt, , цrrу ,

ig, t< ёg,<lП, ir*i|rit*u, ,'Й такое, что



честве мношества рёбер мношество {u,rrЦir, ЦrrJ , _не 
ссдершит цик-

лов и т.д. Череэlt-/ шагов получим мнощество U9=!urrrЦirr...rцtп_,l
[Ь]. Я"rо, чго все ребра, инцидентнше вшсячим верцмнам, воtlдут в

щ- Дя рассшатриваешого примера "частичвое,дерево" H=(X,Ug) иэоб-
ра]кено на рис. З. Для него U1 = {Цr,цэ, uцl

Алгоритм постDоевия цикломатиqес !lатрицы 69

ц

a

Рис. 3

Xr, Цr Хз

Цr

'(a

Рис. 4.

Рассмотрим мношество ребер UxlJ, ='[Цrо, Цtпrr r... rЦt_J. Легко
виде-ть, что все петли G входят в это мно.{ество.

fiля нашего пришера lJ\ tJ!= tUr,Ur, UсJ
Добавление Jtюбого ребра иэLlхtJ1 к лбр"ву Н=6rU) приводит

к появлению ровно одного элементарного цикла [ 5J " пслученном та-
киrr обраэоt{ rryльтИграфе, причем Kax#Iotry добавляемому ребру соот-
ветствует сЁоft цикл. Циклц _llin rlro+ r,,. ,li* , получяемце та-
ким споеобош, flезависимц, т8к как кацдшl't иа них содершит реброrне
принадJIешацее остальншм. Число этих циклов равно 77a,7ъtl-Y , то
есть оttи обрааупт """r"ry 

неаависишшх циклов.
Дя приведенного приriера при направленЕах обхода цикловrука-

заннцх на рисунках 4 - 6, такими циклами булут (tlrrЦ5rЦq, Ц2) ,

(tlt,цз) п (цчrUе)
Далее дJtя построения матрицш С придадиrr ребрам @ проиаволь-

HyD ориентациD';.,-

Ребра rryльтиграФа, иаобрааенhого на рис. ?, шогут бцть ориен-

\



тированы, например, как укааано на рис. 7.

1 Xr

Цr
Цl

Рис. 5.

Хrц

Цr

trс

Цс

a

Рис.6.
тогда строкеми шатрицш d булут обраэш неэависимцх элементар-

b/t3 хнцх циклов в R"-, то есть элешенташи С булут только0 , + I1-I.
llатрица d Оуо", иriеть 9 строк цlll столбцов, ее ранг равен 9 .

цr

Х1 Ц5

a

Рис.7.
.[,ля рассиатриваешого примера при выборе ориентgции ребер 4, ,

(Ls п Ц5 , указанноfi на,рис. 7, и направлениях обхода цикJtов,
указанншх на рис. 4 _ 6

а=

, иатрица

t,
е имеет следуюцptft вид:
_ I о _,I - I о l
о _с о о olо о I о_II



Длгоритri построения цикломатическоtrl матрицц ?I

д"п"r" "" d квадратвур невшроЕденну! подматрицуД У -го поряд-
ка. покаде!!, что если А составитъ иэ векторов-столбцов d ,соот-
BeTcTByDtlиx ребрам иэ мноаестваU х t1,
занншми свогtствами.

Деftствительно, таких ребер 
' 

,

, то она булет обладgть ука-

то есть матрица Д - квадрат-
ная. Кащдле строка и столбец А содершат только по одно!ду ненуле-
вощ!l элементу: + l или - l. Это верно дJIя кашдоft строкиД , так
Как есЪи кекое-нибудь ребро иэ мношестваUlЩ входит в один иэ не-
зависимцх элементарншх циклов, построенншх по выщепр.l4эеденнолФ/ ал_
г9рит!Фl, то никакое другое ребро иэ 9того мвошества не входит в

этот цикл. Справедjrивость надего утвор,Е,цения для столбцов являет-
ся следствием того, что кяlпцое ребро иsu\uо входит только в один
иэ рассriотренных циклов. Отсрда tdel Д l ='I, то есть 

"апр"ца 
Д -

-невшроrrценная.
В нашеш примере матрица Д имеет вид:

^=[:

I0
0
I

0
0

3аметим, что если каlпдцit неаависимшlt цикл, полученншlt добав-
лением ребра Цi*, lL< k<m , к дереву Н= (Хr.4/r) обходить в на-
превлени![,совпадаDщем с вшбранноrr ориентациеlt ребра Ц,i* , то оле-
llента!{и u""р"цrп d будут только 0 и + I. Далее, "еrя" местами
столбцц матрицш А /и соответственно aTorry индексы векторов @,

" Ф, /, мошно добиться того, чтобЕ полученвая таким обрааом мат-
рицС Д стала единичноl't. .I[ля этого дост9точно проиэвести следую-
цIJrc перенушерацию ребер и циклов. Номера с I -го по У -ft присво-
итьребраrrизU\Ug lcll+/ -гопо rrL -й_ребрамиэUg за-
Teti циклу, которшl"t получаетея добавлением к дереву l_го оебра ,/в
HoBol't нумерации,/, прис"оrть ноьер Ir 2-го - номер 2 и т.д. до при-
своевия f -го номера.

Тогда, испольэуя /4/, имеемl

Ф*J. Д-i а*fu*= - Е 8* и*=- в*?r* с /5/
где Q* " 0s* - вектор-столбцц, по.цуча.DIrп/tеся "э Фl и Q соответ-
ственно с упомянутоl't перестановкоft компонент, бх -матрица, по-
лучаюцЕяся иэ 8 

"оЬr""r"r"ующеrt 
перестановкоЁ столбцов, Е -еди-

ничная шатрица.
0пределив матрицу В* , моцно вернуться к исходноl't нумерации

ребер.

, Таким обраэом, получено il линеftно независишrх свяэеfi мешду
иско!rцlrt величинаши.

Вернемся к нашешfу примеру. Перенумеруем ребра rryльтиграФа @=

= (х,U)
(цi, цf)

- ношер 3.

как укаэано на рис. 9. Jогд9 _Ч={ui, Ul,u;l . I.иклу
присвоиш ношер I, (Ц;, U; ) '- нОшеР Z,1Ui,U[rUi.U|)
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Далее обходим I-ft цикл в направлении, совпgдающем с ориентаци-

efi ребра tr} ,2-1t,-цf, ,3-ir -Ltf ; тогла матриццеs rД*"В*
и векторш Fr* л az* приниliаDт такой вид:

ц

цЦa'

a

a

L#-

(r о о

[:;:

I0 0 _I0 о
0 I 0 0 0-1
0o,I I l I

9*,

9{,

9*

Рис. 8

,А;= Br =[i
о o'l
о -l l ,I lJ

,-=[ 
#^|,@.,= [

|#-|
Возвращаяс

0
0

I

_l
с
I

U

оо
0_I
lI

lt
9ч*
9;1

9*I

ь к cTapol't нумерации компонент векторов @r* " Фr* , .no-
Лучаем /сравнить рис.З.п 8/z

9,
9,
9"

_I
0
I

9
9г
9оlI lJ|

Ш. Цикломатичсская матрица полного граФа

Рассrrотрим тот частнцlt случаl't, когда G.(XrlJ) является полным

неориентированншм граФом беа петель [ '] 
. Пришер такого граФа при-

веден на rэис. 9 . Если tL -число верrлин @ , то чисдо ребер есть

уп= 
lL(r-ll , и циклоlпатическое число , = 

(П-,tYп-D. это оэна_

ча9т, io *rоr,,. а имеет 1столбцов "2rо''Yо'е)-строк.
.i,.дя графа, иэобрахенного нf,рис. 9, П = бi lra = 1Э; ! = IO.
Далее считаем, что верrлинш G аанушерованц натуральнш!lи чис-

лами от I до tL
В качестве элементов мвоаества ребер U9 "частичного дерева"

Н,-(ХrЧ графа G Фиксируеш все rL - I ребер, инцидентнцх I -lt

,

цi



Алгоэtt l.t пI, стооеitия Цltкломб Гriчёс it,атDицш 7а

ве ршинr]

Xr

Хб

Хс

Рис.Э.

iiахло;'t перо Берilин /Х;, Хд) , i + k , голного графа G соот-
ветс,гвует некоторое ре5ро ui € lJ . При iToM нумерация ребер произ-
вед9на rlaTyoa",lbны!"trr qi4сле[iи от i дс rz след,юцим обрааом. Ребрам

д,Jрева пpitcвoeнt{ такие номер8: ребру, инцидентноtl'iу вершинам Л, и

Х'1 -iltrr":ep /fu , Xr и X,a_l ' - ноil,ер/rc-l ,..., Х! иХr-ltZ-п+Z l

х

,го есть У + i. iля любых двух Dеберl/7 ,
iцих соответс'гвеt!но поры верЦиil ( Xi.r, Хr,

"n jt,, jz 1 ёсл|li ( i, z_t., ) ,;ли ! ln = i,
Ug = ! LLv*t, Цу+2э-..rЦо, |, 

(|\ U!= lЦr, Це,..

цj2€ U\ uз ,

' 
,!,:',|:"l.|;,)

соединяlо_

, счита-
0тсюда

i0
,]ля 1>ассматF)иваемого при:йера нуr,,lерация ;:ебер указана на рис.
Здесь Ut= ["n,- Цrr r..., Цtrl, U. Uy = lu,, Цrr'...,ЦtJ.- 

fia;ree каждому ребру Ule U
Хз соединяющему вер.ллtны Х1 И Хк,

l]РilДЯ,rtИ!' СЛеДJ'ЮЦ{УЮ ОРИеНТаЦИЮ.'

Считаеп:, что верамны Х; и Хк
х4 являются соответственно нач8лом

и коilцоь1 этого ребр9, если i'k ,

|< L, k 1fu, i *k /рис. iot.
Лроведэм упорядсчивание цик-

лов. Номер I присвоим циклу,ко-
торыr't получается добавлением
ребра ц1 к дереву Н= (Х, tJr) ,

номер 2 - ребра Ц2r... ,номер
V - ребра Лу . Направление об-

хода S -гоцикла, I(S<Y ,

считаем совпадаюillим с ориента-

Urr

Ха

Xr

a

Хэ

Рис. ]о

цl:еl't 9 -;о ;:еJiээ.
Ясi.tо, что пl;и выбранных способах нумерации и ориентации ребер

l циклов и гlсстроении "частичного дерева" H=(XrUy) пеR"r,е }) век-
гор-столa)цJв ь:аiрr:цы Г оСраэуют ()дr{ничную подiч.отрицу Д , а

\ l

/ \

/ \
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вектор-столбцц, соответствуюцие ребрам иэ

,ry 8 . Легко видеть далее, что 8 имее

[в J .

U,
тне

, обраауют подматри-

которшfi "блочншlt'"вид

В caMorr деле., при помоцlу1 /Z -3 горизонтальных линиft разобьем
В на П -2 пряr.:оугольвцх частеit - "блоков". t

0=

В,
,

п

Тогда сr."оЬ"тс" нагляднцм строение 1атдого ОлокаГЕ| ,f-<i<n-2 :

он ишеет lL- | -f строк, его l -lt столбец состоит из единицrна
Пересечении k -П строки u(k+ i) -го стойбца стоит ,l , lGk<п--
-t- е , а все остальнше эле!iентц paBкr О.

.Щпя граФа, иаобрахенного на рис. IO ,r"rp"rrod иб имеютвид
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Итак, В работе предло8еН алгоритм построения и соответствуD-
щего преобраэования цикJlоriатическоlt матрицц проиэвольного связЕо-
го rФrдьтиграФв. Этот алгорит1,1 мо.f,ет бцть испольаов9н при аналиэе
эаконо}iерностеfi , характериэуDцрrх раэветвленвце реальнце системш
различноlt приро.ФI. Приведен примёр, иллlсстрирушциit применение
предлоlенного шетода.

Поступила в редакциD I2.II.1969Г.
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