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Извество, что при реш9нии травспортноГt эадачи на сети часто воа-
никает необходимость построения максимального потока 9@) , мини-
миэирУющего некоторшl't функциов"п Е(9) при наличии дополнительного
огравичения. В lrgст.оящеfi эаметке описывается один возмокншit подход
к рецению эацач такого вида. В заметке испольэуется терминология
теор}lи графов [ U].

Пусть G(X,|J) - сеть с входоNr хо и выходом Z;с(ц)rЫu),d(ц)
суть некоторые константш, поставленнше в соответствие дугеЛ

Требуется найти максимальныl't поток 9(l) , миниriоtэируюrщаЙ функ-
ционал

г@=Г 9(ЦD(ttl /l/
цеU

при условtlях:
а/ 0< 9G/),<с(ц),
О' L grud@)< Do,

ц€U

/z!
/3t

.д" Do - констаЕта,
Пусть П= {y[rl

ЭаДаННаЯ е рrlоri,
- совокупно"r" ,"r* элемеЯтарных путеГt_иэ Хо

BZ .0чевидно, что

Do,. tтLirъ f d@) =D, . /4/

При этом, еёли |о < !, , 

' 

""о""#j'"ерааредима; 
если Do = D, l зодача

сводится к отцсканию кратчаltшего пути в сети @ сd(ц), вэятшми в
качестве длин луг.

С другоl-t сторонш,

йrZ %@)dlu1 =Dz, 
' . 

/5/
цеU

где И - поток, минимиэируюtщtй /I/ и удовле,творяющilr условиD /2/.
Пр" Ц>Dz ограничеЕие не играет нйкакоrr роли.

Поскольку проверка условиl't /4/, /5/ достаточно трудоемка, было
бц шелательно, чтобш алгоритм учитывал эти условия автошатически.
Предлагаешllt алгоритш состоит из двух фав: I-я фаэа э8канчивается
построением максимального потока 9- , удовлетворяющвго условиа /З/,
Во Z-оfi Фаэе поток Р преобразуется в оптимальншlt поток 9

Алгорчтrr.



a

4о

I-я фаэа.
IЬг I. I. Строиш путъУ , для которого

dlcc1= пiл. Гl.t БLцср
IЪг I.2. Определяем поток Р

d=Z
-,
i

по путиfa , исхоля и9 условия

- поток, построенныГt в l-it Фазе, для которого

dkD.
/6/

/в/

/ lo/

/9/

а

Сеть с пропускными способностями С'(Ц) и "стоимостями"d(U) обозна-
чим череа @/ . t

Повторяем щаги I.I - I.3, взяв вместо сетиý сеть G/ и вместо

Do - величину Ц'.Dо-9d
8_я фаэа,

--
Лусть Р



0б однош riетоде псстроения о ьного потока 4I

Шаг 2.3. Беря циклшК; в укаэанном порядке, определяем величи-,пну сдвига Vд потока на кахдом цикле. Алгоритм эаканчиБается, как
только

ý

[о. [aшltDo-D.
ý_.

|о,|аrо-to.+r) |aru,
cr', rrcfit i э,l цсКL U€Кg

З а м е ч а н и е. 0чевидно, что в случае, когда Ф есть наи-
боль;диlt воэмошнцit сдвиг в цикле Kg , то в левоft части веравенс,гв9

вшесто (Or*DZd@.) след},ет брать Or|a{ul- f аrul , что нера-
ц€вs Ц€Кс ц€КF-,

ВеНСТВО ТОЛЬКО УСИЛИВаеТ. 
- -,)?l

t.Щокашеш, 

что предлошенньлй алгоритм действительво дает решение

поставленно}'t 9адачи .

В сашом деле, .пуст" 9, - полсеть ý иР - максимальныfi поток
по неlt TaKolt, что

ZФrurОlur = Z g"р)d(u),
. u€tl п€9

или, переftдя к 9квивалентцм параллельЕым сетям [Z], такой, что

Lу",d,=ZFi di. ' 
/|2/lG? !i.9,

Иэ описания алгоритма следует, что.
dt <dj

для лрбшх/Цi€9 лFiЕtl , так что иэ /lZ/ немедленно получаемrобо-
эначив d= пу di , d r *;:O, ,

Г_r,Ц-"d и,','d Г Фi - Z d,?j,
.llB9 ,Цi,еg lietT- lie fu

,.".Z qoi >. Z О,
.ЦiС9 Aie fu1существует потока 9

, . Последнее оэначает, что в сети б не

с тогt ше "стоимость""fg{u)а{u) , что иQо,

величина
Пусть

Ф
Ф=

Предполошим, что

гг
LЕ"@)Ь(ц)>/Qru;Ь(ц).
tL€ 9 u€tl

Последнее невоамошно, т8к как в противном случае в сети 4 нашелся

бц,цикл К [Z],слв"г потока на которош уменьшал бш Функшио""п Е(ф,
не ивменяя Функционал" |u.@)d(Ц)' Реализация I-Гt 0,аэш алгоритма не выэцва"т особцх трудностеit,
поскольку здесь мохет бtлть испольаоЕан любоft алгоритм постirоения
оптишального потока типа алгоритма,Форда-Фалкерсон. [ Ц ] ,/В данном
случае испольэован алгоритrr Хr[ ЗlZ.

Что касается 3-ft Фазы, то эдесь мошет быть испольаован любоlt



алгоритц, аналогичЕцlt методам последовательного улучценшя плана

решения трgнс по pтHol-t зедачи /распределrrтельнцft

I l ], ггаОоgнаJr/tтическиП [ а ] ч т.д./.
I r,n] , потеЕциалов

Легко видеть, что э9Фективrrость алгоритrtа достаточно вшсока при

решении таких аадач, в которцх либо величина получаешого пото-
ка блиэка к вэличине минимального раареаа, либо число цикJIоЁ в

сети неввлико.
Частвшrr слу-{ееш постав,Iенноfi эадачи является ааlача отrrскания

кретчаfiшего путr[, удов]tетворяDщего одноrry лшнеfiноrry ограничениD.

Для решения ее }iогут бцть использованш алгоритмц отцс'кания k -го
кратчаitшего ,vrn [ Э].

Пришевяя полученнце реаультатц к ceTeBoft транспортноfi вадече
по вреriени, шoIHo сФорlryлировать слелушпйе утверrденrя. Пустъt(ul
-. время пробега единиtп{ груаа по луге (l .

/ |За/

/ Is6/

Т е о р е ш а. Пусть f _полсеть, определяешея потокоrrРо r ц}l-
ниriиаируDlш4rr Функционал 

- f tд@) tfu) и удовлетворяпйш усдови-
яч /2/, /З/. Тoгда дп" лбR под""то ?се с потокош Q ,, длля ко-
торого стоиt ость перевоаки груаа Р равна стоиllости перевоаки то-
го ае груsа ло сетп ! , ишееш

"дет(р,9) - врешя ":Y:H"!r:k| по подсетпf, .

д о к а а а т е л ь с т в о. Вев ограЕDrчения обпцrостш полагаец

9,+9 . Теореша утверх,дает, что соотноtrения (tr-Z tfu))

Е (r-t- trY,g,=f tг*t-t)diй"{'
Лiе? JЦе?,

|c*r-t)Ei , L(т+f - t;)Ф1 ,
hеg l;efu

dt <di дrя лэбшхrЛ;€?rjliе9, /l3B/
УдовJtетворяDтся одноврешенно. Однаrо легко видеть, что дJIя 01 ,loo"-
летворяDцрtх /lЗ6/, пdi,di удометворяDцт,rх /IЗв/, равенство /IЗё/
выполнено бцть не моает.

Следствие I.Еслипуть,E теков, что



об одноrr шетоде пос гDоения оптиraшьного потока 4з

на прQтивополоrнrrft делает систеlry /I3/ раарещлrrой, т;е. нsltдутся та-
*"" Р1 l удовлетворяDщI,tе /IЭ6/, что равенство /IЗа/ булет вшполне-

но для di , di, удовлетворяDцрrх / IЗв ,t .

Поступиле в редакцI,tD 23.2.1970 г.
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