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нЕоБходиJчlоЕ усJtовиЕ оптимА,пьности
в одноЙ змдчЕ с фАзовым огрАничЕниЕм
Кý}lусабеков

ý 1. Постанвка задачи

Рассмотрим эадачу управления неадвабатическим трубчатьь,t реактором,

испольэуемым в химtiческоR техяологии. Математическая модеJь реактора эа_

дается системой шфферешrиаrьньD( уравнениft :

a"tlr(L,il а r)
'obf 

,*' = о, aL - cv, tOIrl t0r'
V"(t,a)),'

(1)

# = n. ri uL(L,L)dr, - nзФ) + uft). (Е - чr(ё))

с гранllчными

а

в aL
tl начаJънымш условиями:

'' ui9r' о! - v|(t,o) = - ! t

-t\(t10)=-tt

0t,(t .{)
=0lа,

0th.(t,|)
аr

(2)

=0

Щ(0, L) = grо(д.) , tr(o,I) = t2л@,), Ч(0) = Uro , (з)

где !(h) - еrрr- Г/VLft,I)) ; О,6,с,Г,к,!, d, Е,lfзо - кон-

стаtlты, положительные параметры системы; Uф) _ управлfiоlцая фуюсшя

(управление)ь U{trL) , lIz(t,r) , Vr(t) - фуншrпи концентрдtrпr

реагшрующеfi смеси, те}дrературы реактора, температуры охrlадllтеля cooтBeтelb

венно.

Рассмотрим эадачу мпнимшэаllпll фнкrrшошала

т
1ш) = !v,{L,Il dt , (4)

0

О 1Iъ(t,0)
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т.е. суммарного за aремя Т количества непрореагпровавшего вещества на вь1-

ходе реахтора, при условиях (1){3) и следуюших ограниченrrях ва управленпе

U(t) и фнкшию V2(L,r):

0 L U(U L Цб = сопst, (5 )

Ur(L,п1 4 tI1= сOпst. (6)

Пусть Q = {{U, L): О at ЭТrОЭ aat}. Введелr обозначения функ-

ционаJtьных пространств, испоJIьзуемьц в данной работе:

С[О,TJ - банахово пространство непрерьвных функчиfi, эаданных на

[O,TJ с нормоfi lVl, = mа& luctl| ;" осtъТ
W IO,TJ _ ou""*oo пространство абсолютно непрерывных фнкчltй,

эаданных на [0, TJ с нормоfi 
т

|tl ч = отt!r|lr(t)F |#l at ;

CO'L(Q) _ банахово пространство функциftrзадsнных в области 0 ,

непрерьвньrх по ГёrьдеFу с покаэателяltш d ч df 2 по переменньм 7. П

f соответственно, с нормоf,

lV|o,* = llll о,о + Ha(t) ,
ltл(р)- u(P)lгде 0<, фL t,llllo,o= 

'tPlt(L,x)l,H&0I)=itlo ,р+к F( 8 R[e
t
Ld(P,Ю=lC-cl + la- yl , Pft, r,) , Rrc,у) е Q

С'''(q) - баяахово пространство функциfi, заданньlх в области а ,

обладающих непрерьвными по Гёльлеру с показателем d производньп'lи до

второго порялка по .{, и пеtвого порлrc no f, . Норму в этом пространст-

ве определяем PaBeHcTBoMz

ltll2,a= Дlо; 
ulo,n* luttlo,n)

Wr'tO,T1- банахово пространство функчиfi [l(t) е LLrc,Т) ,
эаданньtх ". 

(0, Т) r имеющrrх квадратично суммируемые обобщенные произ-

водные первого порядха. Норму в этом пространстве определяем равенством

)

2
т

, = J[ull t l9t tt] dL ;
0

l tлll w2
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1.2
Wz' 0) - банахво пространство функчиf, lJ(trr) е LL(Q) , име-

юlлпх обобщенные проиэводные Юt t, b"V, lite Ь2(Q ) . Hopr.ry в нем

опредеJIяем равенством

Xvl|,zir= !![tfu'rttl2 r lюrt1'+ Wl2J d,rdt ;

|Jo = |Utt) : 0 С Uft). llo= COпlt, u(tl - измеримая функшия,

о LL LTl.
В [r] п.rrя системы (1)-(З) была доказана теорема существованпя и

единственности решения lttФ,е) , tL(L,a) е с2,ф(Q) . tl5(t) е
е w I||TJ прш проиэвольной фувщии lt,(L) е lJб , а дrlя задачи

(1 )-(6) доказана теорема суlлествования оптимального управления.

В [ZJ qунхшяонал (4) и условие (6) заменены фрtщионалом, поJIученным llэ
(4) добавленrrем чrтрафа эа наF,ушение температурного огранrчения (6), и дrlя по-

,ryченноП эqдачи ос}4дествлен вьвод необхошмого условия оптпмальности.

В этой работе булет поrrучено необходrмое условие оптимаJьносги (прин-

цип максимума Лý.Понтрягина) эадачи (1)-(6). Вывод необходимого условия

оптимаJlьности проведем, слеryя схеме ДубовицкогьМиrшоrина f ЭJ.

ý 2. Локаrъный прищип маt(симума

Рассмотрим вспомогателькую сrtстему уравнениfi

0чlL,r)
аt

а Vl (t, с)'
dL

с граничными

+ (с ч,- кv). ur.' !r#_', 9. чr- d,. чr(u + Yц(L, r),

# = - ? iorrrr,x,) d,r,+ (ol+ u) чt

а ч,(t,o)
0r

0 Чz(t,о)
ах

0Чl(t, t)
ал.

0 Yb(L,t)

+ Чr(L,l) =-l,а

в

0

0

(7)

(8)

аr. + Чр(L,t) = 0

и начаrьными условиями:

Ч (Т, r) = 0, \У2(Т,&) = 0t Vз(Т) = О ,
(9)
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где )\= COr7|t>0.
обоэначим: Vt= WlLrc1, Wlt{Фх W/tO,T),

Vr= L r(Q) х Lr(Q) х L JO,T) lVl = W !, 
L(Ql, w!' 0), Wr'tо,т), L ф (о, т ) .

л е м м а 1. для rпобого чц(L,r)е bL(Q,), IЦ(LrО,lJш(L,r) е
е W.\L 1q1 , lЦ(U е W/tОrТ), ttttl е lJo r соответствующее реrле-

ние задачи (7)-(9) существует, единственно и принадлежит ц .

Справелrrrвость утверждений лемr,6t 1 слелует шэ fZ].
Т е о р е м а. (Локаrъный прпвцип максиr,тума.) Пусть процесс

t1o(t,L),t:rc,o eW:,"{a), щОrc) е W}{о,т),чОft)еUа (при

(Lrr) е Q ) вляется оптимальным в задаче (1)-(6) и пусть tlrtr)<d,
Л=|(Lril: t;ftrr) = 1Ц,I. Тогда qчществ]rют чхсло t > 0 и не-

rтулевые функчии

ч|tt ,D, vitt,фе Wtt(а),ч:не w;@,D, чl;Ф,r) е L2(Q)

такие, что 
^rЧ|(t,r), 

Ч;ftril, V; ft), Vi Ф, r) не равны нуJrю

ОДНОВРеМеННО И УДОВЛеТВОРЯюТ СЛеДУюЦlИм УСЛОВИfi\.t :

1О1 бу"*,r"п VrO tL, r), Чt&, r), |У; Н являются решеншем спстемы
(7)_(9) при данных Чi , tro, tlt , LLo i

2О) фу"*чп" Vi {t,r) такова, что

Vi(t,х.)= Q, ectlп (t,*)e 0rД;
ЗО1 по"rи npn "."* { иэ (ОrТ) и всех U е [OrUo1 выпол-

няется неравенство V;Н. (Д - U.o(a). (U0(0 - D; О .

Для вьвода прищипа максимума по схеме Дубовицкосо-Мшлютина необхь

дl|мо каждое ограниченпе эадаlш (1)-(6) псследовать отдепьно, неэФпспмо ог

остаJtьных ограничений.

Докаэатеrъство теоремы начнем с системы (1){Э).

ý 3. KacaTerbнoe подпространство

обоэначим череэ ar множество фнкIrиfi Ih (L, r), IIL(L , Х) е
е W;'LG), Urtt) е W{{О,D, uft) е Ь -(о, i) , ,о*,,.,"оояюцtrх
системе (1)-(з). Найдем касатеrьное подпространствЬ [з - а] Я, = tt \,
Шz, |lэ, i l к множеству 0{ в точке (tt|,tt|,lЦО, tto ) .

Введем оператор
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# " #r*+ct|!(u),
# в * - # - кtttщ,t-!.(tз-lIъ) t

F (t,t1,1= # - О 4 аL(цL) d"r- tr) - ч, ( Е- tгз) l

а. аUJ!!,Ф ,- ul(L,o)=-!, # =о,

6. аv!&,Ф -tL(L,ф=-lt #=о,
lЦ(0, xl = ll1o(r), VL(O, r.) = lI2g(I) 7 1Ig(0) = 1I 99 ,

где trT= ( tt,(L,r),tI2(t,r), UJ(t)) . оператор F (lt,u1 есть отоь

рах(ение иэ пространс"." Vз в пространство V1 , n Qt = |(t\ rlГtluз ,
tl)eY. lГ(r,u)=Оl.

Л е м м а 1. Справеалlвы слеryющие Еа утверждения:

1О) дr," оператора F Qr,t1,1 производная Фречlе F'IIт, Сa0) "r"",
вид:

F'(vo,t!)1a,iу=

# - 
" # r # + с!(\)чr,+сq ff . wz,

*-в Э#-#-к!(u!lw,-
-(*чО#-фчrо-9 шз,

# - а {jour"tt,r) оlr,- йз) + чОйэ- (Е- ц'),i,

о U'ЬQ*'О' - uIl(t,o) = 0,

6. аuЦ&,ф - wr(L,о) = Ol

Wt@,Л,)= 0l Ша@,1,) = 0t Ц\Q) = 0,
tlIT = (ur1 , U,Г7 , L+rg) , оператор Fl(tt, u) определен на ЮG'( ц u))-_

= И П 
''{ 

"Йп"""lе 
и начаJrьн"," y"no.n"J,

2О) on"p".op F' (U, lL) непрерьrвен в окрестности точки (tIO, UО).

д о к аэа т е л ь с тв о первой части леммь] проводится, как в

работе f2], .пр"велrlивость второй част}I следует из [r].
В сиrrу [2] имеем. что для VV (t, r) е V1 r (где ЧТ (Lrr,)

= ( Y, (L, r) , Чr,(L, L) , Ч зft)) /, уравнение F'(tro,' uО) (цI, i) = Ч
имеет решение (ur, Й) е V, . Следовательно, F'0I, u1 отобрая<а-

ет VJ "а все Vtr.
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Таким обраэом, для оператора F 1Urtl,) выпоrlняются все условия тоо-

ремы Люстерника [4], поэтому касатеrьное подпространство Я t состоит из

тех (|lh , llIz , tПэ ril ) , когорые удовлетворяют уравнению

F'OJ, ч) (u, й) = о. ( 1о)

Тогда в 
""rrу fЗ], функчионал l1(ulrU1 , принаtиежащий сопрженному коЕу-

су, равен нуrtо, т.е.

tl1лr,i.) = О (11)

для всех (w, i) е ýlr .

ý 4. 3апрешrенные вариации

Слелуючrим цrагом процесса вьtвода необходимого условия оптимальности

является анаJIиэ функчионала

т
1rtuD = ! trft,!) olt , (12)

0

где

Лемма

В терминах f
вом тех вариациfi

vт(t,a1 = (tц(t,L),Irr,(L,r), щft)) .

2. Для фунщионала (12) проиэвопная Фречlе имеет вид

т
1',пtчlа=Jщ(t,DdL.

0

З] множество эапрешIенных вариациfi совпадает с множест-

(Ur, il), которые удФлетворяют неравенству

т

J w/t,D dt < 0 .

0

MHolKecTBo запрещенньD( вариаций непусто и представляет собоft вылуклыfi откры_

тыfi' Kot{yc в пространсrв. Уэ . Обоэна,пrм этот конус череэ Я о . Таким об-

раэом,
т

яо =t(ч n,l, ! шt(t,t)dL < о}
0

Тогда общим вхдом лllяеrnlого фнщиоrrоп" toQltri,lc Яi Вуrеrг to@tr7) =

= llcwlrtttl=lit.'гrlt "

t!W=-), j,rr,tt,!)d.L, А,,о, (1з)
0
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а lozti,l = о

ý 5 Аналиэ ограничениfi на управленхе

Мноlкестъо Uo фунхций )rпDавленшя U ft) являегся замкнутым вш-

пУклым " L - (0rТ) 
_ил 

в сир [r] оно имееi непусппо вЕутрепность. обо-

значим Vt1 = VYri'2 Х W2t2XЩl,^lla. Тогла VtJ вJrяется замкrrутым вы_

пуклым 
"n"ore.TBo, 

в [з , имеющим неrrустую вкутренность. Пусть f2, есть

конус возмох(ных направлениП в точке

t1 е ý21 , ,о 1"= @, !!) t

L[2 в точке 120 . Таким образом,

t"tw, йl = tй,l

(tt, tl| лля 1/о . 'l'огда если

где l|еЁ- шявляетсяопорным к

(14)

ý 6. Анализ {вэового ограничения

Следуюtлим моментом в процессе выводд прияципа максяl4ума является

анаrlиз ограничения (6) на фаэовую координату

Если для оптимаJIьного процесса Фi,
( l )-(6) ока;кется, что virc,il < Tl,

ног.J нуrlевого элемента, которыfi может быть эаписан в виде tr@,й) = 0

(15)

Ф {v"), lIfo(Lr7,). Wr"z {а) име-

1r; по любому направленшю

tl2ft,*) .

u!,tt!, u0 )
прп всех

в эадаче

,То(t,с)е Q
K(JHyc SZ з вариаций, допустимьlх по этому ограпиченшо, совпадает со всем

t
п5хrстlrанств<rм V, . Тогда сопряженный конус Я ý

состоит И3 ёДПНСТВ€Н-

V!(L,r) = t" на некотором мнох(естве Л с Q
т.с. Д= {ft,c)cQ:t;(L,l)=tl,J .при этоммложество Л,к,.к
нспрс.rrьвныЙ просбра:r замкнутого мноr(ества {t"} i при непрерьвном отоб-

parкeнlrll Ц Фrr) является замкнутым множеством. Следватеrьно, мно-

л..rrч|L измеримо.

Обозначим Ф tVnY = ,r3: iИr(t,r|- 
Йr]. O""rn*o, неравенство

( fj ) ,rквивалентно неравенству

Ф(tt")<о.

HeTpyдttr п(rка:Jать. чтс, фнкчиоrlал
(-т пrюи:rводlу|о q'Цtt! , W") в точк.,

W" (L, Л) u

w)-ф@!,)
Ф'(v!, ul) = LLtn

Е+0
фOrlt е

€
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Ur{* e.йL- tL]

Следоватеrъно, в сиJry [З] *о"у" Яa направлениfi убьвания функчионала

Ф (tIъ) в точке 1I; опредеrrяется как

Qз = { wrе W|'L\Q):11yr(L,a)< o,(L,r)e 14.

Для Jr' е Я] в сиrry теоремы Рисса об обlцем виде неогрицатеJIьного ли-

неfiного функционала в гиrъберговом пространстве существует такая функчия

Чr(L,r)еW,"LUD ,что

!r' {ull = - (Чч, ul")yrt,\л)> О,

По определению простравства W;'' , из вкJtочення Vч е WzlrL(Л)

Vr,#,#еL.UL)
имеет вид:

w';1tlttl

= СLrъ
t+0

mаr,
(0, с)е 0

ь

( 16)

имеем

, и скалярllое проиэведенпе в

(,|,r,ur)Wr',r_ (Чц,Шl)ц"t(+'*' ), -(#, ffi)"o. (17)

Как было отмечено выше, на фнкчию UIL (L, r) накпадьваются ограниче-

ния, а на ее проиэводные # # нет. СледватеJIьно.

(+#, #)r,=o,#,ffi)rr=@. (1s)

Теперь rDорr"rула (16) пршнимает вид:

t!Ш = - (Yч, r") u"(л) . (19)

В области 0. ll
ладьвается, поэтому фякrию
сти, т.е. поло)i(пм Чц (L, r)
раэом,

ограничений на варrtацию ur; (L,r) Н€ Нл-

l!ш = - (у,, ,шl,)ц"*=-Ijvчfu,п)ur"(L,r)d.l.dt =

= - Jl 'уч 
(L,L) щ,(t, r) d,r d.t,

Vq(
=Q

а

II

t, r) продоJIrlшм нулем в этоfi обла-

при (L,ilе Ql l/ .Такпмоб_

где

а\д
Vч(L,r.) mL(L,o) drdt = 0
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Если !r= Ur|,Ф, !r. а; , то имеем

lrtut, il = |плrl = - 
{ 

чr(L, r) а2(t , r) dr dt . (2о)

ý 7. Уравнение ЭfiлераJlаграrlх(а

Теперь, когда все ограничения задачи (1)-(6) проанамзированы и для

каr|(дого ограяичения построен сопряженный конус, переходим к уста}lовлению

ь:,аиr\,освязи меr(ду построенньми фнкшионалами to, t1 , Jr, tз ПО

пгrс.дполоrкению, фнкчии 1IrO, Vi, to, LО являrогся оптимаJьньrми в эа-

даче ( l )-(6). По,.rтому в сиJry [.з] сушествуют линейные функчионалы t о

\ , !7 , J5 , не все равные нулю и такие, что для всех tUrrt) е V,

выltо.цняс.тся уравнение ЭйлераJlагранrка :

tоtч, il) * Jt@,a) t t1,0n, й) + JзцI, а) = о , (21)

где Jo W, i) " lrlш, il) опредемются соответственно формуrв-

lrlr (l.'з) и (2о), t1\lr,i) = 0 на вектораr( 1utri,) . удовлетво-

[,яlоlлих (|О|, t|(aril) = ljtШl . Следовательно. уравнение (21) при-

llимас.т вид

т

!,l (i,) = ). J alt,!) at, tJryr(L,r)ul"tt,r) d,rd,L , Qzl
'о0

Фlrlrlly.Ty ( 22 ) преобр:Jус,м к виду, при котором функчия Ur эаменяется

функчис.и |{,

гlусть vro{L,r), \Y;(t,r), Ч:ft), Vi{trrl являются решением

:,::;;::":'",J#l;"1-,.";H;:";;:;ff; j',:;",1",i;:;#::1,;;

JYi t# - а # r # * сJфwр cu,' #,ur"fd,rat 
+

-# *r' t# - В * r # - к!(v;)ut- rц"IzP: . wz+ r.lll2-

-х.w]d.rdl-i"n't# - а |у"rc,Фdл+(ol+ чо)us)аt -
о

г
ашt(t, t)

ах dt+- 

{l 
vfc, 7,) uL(L,L)dadt , L ! v;(L,t)
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+

tT
jni1,1)uz(otr) аr t jv,ct,ol 

[щtt,Ф- а, #l00
тТ

+ !чift,оlftrъtt,о)- 6. '*Зt,"]atr А, tr,tt,t)dt = о, (2:})

о-ч*0
Учитьвая, что функчии йri удовлетворяют уравнению (rO), lrз форrrryлы

(23) поrryчаемr что

ul,(L,t) dt+ !Ivitt,L) ul^(t,r)d.rdt +

dL+

т
l.J

0

т
+J

0

а

чJО(t) . ittl, (д - v!{tD dt = 0 .

С учетом последней формулы,

т
й эапишется в вllде(t )

|Crl= - {*.'(, - t;(0) ittl at. (2{ )

Исполюуя резуJrьтаты [З] о випе линеRного функчltонала, опорного * [,[6 , nn,.-

- чзО(0) (Е- ttro(L)),(u- чо(0) > 0

для почтп всех t с [О, Т] и всех tt е foruof . Теорема доказа_

на.

3 а м е ч а в и е. В условии (8) Morolo принять Д = l

Поступила в ред._иэд. отдел

13 июня 1989 г.
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