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ГJ.3абулскиfi

ý 1. Постановка эадачш

Рассматрвается эодача раэмещения вэанмосъяэанных прямоугоrъньц, объ_

ектов на rпrrorп. В качестве огранпчениfi на располох(ецrrе объектов эадаtотся ми_

нимаJIьно допустимые расстоянхя меrкду Hllмt{, а критерием спужхт суммарная

сгошмоегь съяэей f r]. Такая постановка задачtl aкTyartbнa, налрrrмер, при раз-
мещениI фйлов на магнllтном носителе и создании робототехнологпч€скпх ком_

плексов f Z, З].3аддча являегся /VР -трlмоfi даже дrIя сJDrчая, когда все

минимально доrтустпмые расстояния совпаддtог f zJ. волее общие постановкtl з6-

ддчr предrrагаются, шапршмер. , f а-О, В].
в дшшоfi рабmе исследуется отобрал<енпе множества перестановок в под_

мноr(есrъо верлпн единrчного куба и оппсьваrотся способы построения допусти_

Mbtx реrлений шсходной задачх по оптимальному рецtению непрерьвноfi. В соот-

ветсrыи с подходом пэf lf анаJIпзпруется структура t_ _раэбиения релакса-

цltонного многогранного MHoJKecTBa задачи, строятся верхяяя и нижняя оценки

дlпшы цепеfi лробных Д -**".о".
Пусть la - чвсло раэмещаемьD( объектов. С помоlдью индексов i " j

бУлем обоэначать их номера, Lrj = 7fr . Задан Д -верtrиням неориенти-

ровашныfi .В Q()hE) . .д. tY- tlr2r.,,rL} _ множество вомеров

объектв, Е CUlil/ . Ребро ( L, j)C Ё , если пмееrcя свяэьмеlклу объ_

ектами с номерамrl L " j r удеJъная стопмость которой равrа Сg =Cji>Q
Через Zд1 ( aij = ZjL > О ) обозначrм минпмально допуст..мые расстоянхя
межry нпми. Учитъвая введенные обоэначения и пспользуя fбJ, моаеlъ моrшtr

эапllсбть как

t Сd =,rБ.. Crj Цij + tпirъ (1)

Фt-Фj+
Фj-tt*

nLj'О,
цij>о,

прш усповпях

{i,jlcc (2)

L
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еi- ri-2ii
rj-ri.-Cij

zcj С

L-Ф , j=EФ
3начение булевой перемевноfi l;, указьвает на взаttмное располо*ение Ё -го
п j -го объектов на Jшяпи. Если Ei7 - 7 , то объект с номером L нахо-

лится левее j -го, а если arj :.О , то расположенrrе обратное. Вектор

*= ( 4l ,*1.r. '' t Фt) эалает координаты объектов, а непрерьввые

переменные Иij l ( Lj) е Е t оценпвают сверх}, расстояr|ия междr ними.

Достаточно больlцая константа f > О появляегся при стандартноfi эаписи

альтернативньrх услФий с помоlцью булевых переменяых ЕS:l " может быть вьб-

рана, например, так: Д = (n+t). Сrtа-Z ZCj . 3аметим, что неотрпцатеJь_
, LlJ

ность &ij спедует иэ огранr.lений (2), , Zj, j=ift, могут быть про-

извольного энака, но, не ограничшвая обчlности, ж можяо считать нёотрицатеJrь-

ными.

Обозначим через Ь- множество вершJшн /Г7 -мерного ешничного куба,

гае |И= п(п-1)/2 . Булем считать. что каждая компонента /?7 -мерного
булева вектор { , з.л.ющего Вй' имеет вид Zij 

' 
L-Й, j-ф .

причем упорядочение компонент произвольное (но фиксированное!). Набор lai ,

2ц,аlк ) компонентвектора ft, гпеi'-<jа-К , бупемнаэьватьтрой-

кой. Тройка считаегся противоречивоfi, если она шмеет "ur.(ql1 О) ,пlrбо(lrQr).

Вектор назьtвается противоречивым, если он содерrоtт хом бы одrrу протrворечи_

вую троfiку, иначе _ непротиворечивым. Множество непротпворечивых векторов

обозначим через D ( В-) . Отметим, что иногда под троfiкоfi булем понимать

тропку номеров (?rSrt) , ?.Sz-t
Далее мы булем иэучать выпуклое многогранное множество

ляемое системоfi лияеfiных неравенств:

*t - aj - Zij + Д7i1 2s ol
К,1 - *i- Zi7 + Д(l- Zti)>o,

oczlj<1,
L=m , j= i+.lrt .

л

+ДZi; >о ,

+4(l-Zij)>o,
(з)

(4)

, опреде_

(5)

(6)

to,,|},

Оно тесно свя.ано с релаксацпонным многогрбпньм множеством Л' , эаданн'м

ограничениями (2), (З). (6). По любой точке( 2,r) С Л всегдд мохtно

построllть ,o,ny n -l2' . ltеfiствительноr положllм lt ij = аi - aj r ecJltl

Ф1"8i. " Uij = &j -ri r еслп *L.ti . Ясно, что



3адача раý\.rеценпя на ,шнпи 31

(z, *, ц) с !Z| Поэтоr,rу достатоtlно огранrtrиться 
""уra""aa 

Л llM€-

ющим немпого более простое оппсавие.

ý 2. Допустrrr,rые реlценпя эаддчп (1)-(4)

3десь мы покаrкем, как свяэаны мнох(ество непротиворечtвых векторов

А ( ВП) ш допустямые решешия э8дачш ( 1 )-(4 ).

Обозначпм 
'"р"" 

9(П ) множестъо всех пересгаяовок П элементов.

Оппшем процед}rру, уеганавJtпваtооýпо взаЕмно-одяозначно€ с(ютветстъие мехФу

Ю(6r)" 9сп) .

Покажем, что каrкдоlчfу вектору ZеЬ(ВП) одlоэначво соответствует

пересташовка СТ(а)е О(d. Для этого возьмем проиэвольныfi Zeg(Bn)"
постропм {(Z) . Построепие булем проводитъ шндуктивно. Пусть .?1rl . - не-

которая компонёнта вектора ? . ф эначение однозttачно опр€деляет переставов-

ку элементов L uj . Так ках Е€ Ъ(Вm), то дrrя rпобого К#\j ,

вапршмер, i-aj z к r одцозначцо определяется перестановка тропкш шндексов

L, j , К по значениям 1.7; , ZcB " ZjK. Это свойство легко проверя_

ется. Прелrrолоr(пм теперь, что пересгалоЕка ( il, Lz, ,,,, L* ) n*po."..
Необходпмо по вектору .! определпть расположенrе номера LK+l по отно-

шеншю к L" , S7TP . Не умаляя общностш, лля улобства обqэначеннfi MolK-

но считать. *rо dr+ l > Ls , S=TE . Покажем, что положенпе ( К+7 )-го
элемента,одноitначво опредепяегся по слелпощхм компонентам вектора :

ZLtLз*t, ZLzLrrl ,l.. ? *irLз*1 ;

когорые имеlог эшачения

7r7r,,,17rОrОr", О ,
s

где .S мохег шэмеЕпться от о до К . Преаrrолоlкrlм, что Это не так, т.е.

существуют l _" Р, ?>Р.*У r.такпе,что ZiF dK+,l = О ш

Ed? i..n ' '| . Тогда, ""* L7 < i1 , tо Zipi1 =.t п троfiка

(*tplltZ1pi,,'.- , 2i? i.*, ) пмеет ъаа (72О, |). Дм сJтучая

!, ) t't сliравеаrшво рЙенство *rrr, = О u тролка <Zirir.ailiK+l ,

Zip Lx+l ) пршобретаgт впд ( О, i, о) . Оба шсхода протпворечат тому. что

z(^G-).
Элемепт l;K+ l располагается междl L ? а L 2t7 TaKпMll, что

?ip iK*t = '| , ?ip*n LKl= О- Есш .71" ij+l=OrS=F, то пеn*

станФrа (з+7 )_го arreмeвTa пмэет вхд ( ir*r, Lrr..,, i*). а есл,.

Zirir+7-1, S=trft, r" (сttLzl,,,rL*,i**7). в"лв пер€ста-

шоrе ( aJreмэltтФ сооIъ€rгсtъ}rег буле веrтор с чl|слом Kor,пolrorTK((-1)lz,
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а дJIя определения поrtох(ения очередяого эJrемента необходrrм К -вектор, тогда
перестановке к + 1 элемента соогветствуgг булев вектор с числом компонент

+К =

Проаоля<ая этог процесс, построим те) . Теперь по произвоJьноfi перестаяовке

*e Pfu) однозначно построим вектор 2е а ( В-). пусть E : ( tt t
izl,,, l Ln) . Тогда комлоневты вектора а определим следующим обрэзом:

2irl5=| ДJrЯвсех ir=Ll' , *isit=O длявсех i5.i1 ;

?i"Lr=l дJlя всех Lr'Lz, Ls#it, ?.цL2=Одля всех is-iz, iзli1 i

2ь_, j,"=|. еСМ iп-t' iп iZ;"iln-O , есм in-r' io
Одноэначность а следует пэ построения. Покажем, что ft( Ь( ВП)
Рассмотрим произвоrrьные номера ira i1 Z ta . Если их располоr(ение в

il пмееТ вид (',,1i7r,,,rL7r.,.rirr,,,), ,о ?iri?=7 ,Zфir-1,
ZЦL" =,t , т.е. тройка (Ziri? ,ZtrLr r2i1 i, ) непротlворечива.

Аналогично проверяется непротиворечивоегь троfiки для дtDrгlrх взаимяьlх положе_

ний элементов LprLуrL, . Так как элементы вэяты произвоJIьно, то3 Не

булет солерлкать ни одtоfi противоречrвоП троfiки.

Такпм образом, при построении модеJIи (1)-(4) пспользуется отобраrкеrпе

множества РСП) в подмнох(ество вершJин единичного куба Вm. Рассмотрим

некоторые своПства этого отображения.

Комлонента вектора а е 
^( 

Ьml наэьIвается шнвертируемоfi, если прв

изменении ее эначения на противополо)*яое получается вектор uза(9m). Лег*о

ээметитъ. что инвертируемьми Фляются те и только те компонентп Zij век-

тора Z, укоторьlr(индексь] i " j соответствуютсоседяимэлементам

в перестановке Е(2)< @(П). так как пнвертхрование qзначает изменение

Еэаимного располох(ения этих эrlемеятв " fr(Z) .

Пусть неорrrентирванньй граф Н образован следуюlлим образом: его

верlлины - мнох(ество fu( ts m ) - соешняются ребром, когда соответствуюшие

им векторы являются соседlпми a Ьm, т.е. отrrхчаются одной координатоfi.

Отметим свойстэа этого грфв.

1. граф н являегся съязньlм. Деf,ствитеrьно, произвоJtьЕую перестановку

мох<но попучить, переставляя соседвие элементы, поrгому побые Ее верlлпны в

грфе Н соедlrнены путем.

2. Степень каr(доR вершrины в l/ na.Ha П-,| . Это слеryет из того,

что в любоfi перестановке имеется П-7 пара соседних элементов, по9гому

пrвертпруемых комлоненt И-7 , а инвергирование компоненты означа€|,г пе-

реход в соседнюtо 
""рr""у ff

3. Для пропзвольноf, парь] индекс* ( i t 
j ) на шобой rrз граней выпук-

лоfi оболочки u"o*"rrr" $m , лежащеfi в гиперплоск"п"?i; =О wu ?i1o't ,

к(к-,|)
т

K(Kt 1)
z
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имеется П ! / 2 верlлин граба / . Это следует иэ того, что фиксирование

взаим}lого расположення двух элементов в перестановке сокраlцает чисJlо переста_

новок до П.| / L .

Покажем, какая связь существует между множеством Ф( В- ) и точка}rtи

(*rZ)еЛ , у которых Ze Вm ,

У тв е ржден и е 2.L. еслп(8rZ)еЛ "2еBП',ToftD(BDl).
Обратно, для всяRого e!fu(B- ) н.fiдется R такой, что(€, a)CIZ .

д о к а з а т е л ь с т в о. Пчсть($, qСЛ ,2еВ-l#Л(ВП).
Тогла в .fr найдется противоречивая TpoйKa({ij t2cK2 ZjK ) . Если она

имеет вид ( Ol1, О), то, подставляя эти эначения в соогветствующие нера-

венства из (5), имеем:

aL- aj -Zij zо, 1з - ri-Zt. ?:О t 4,j - ZK-ZIк> о.

Складьвая первое и третье неравенства, поrryчаем противоречие со вторымl так

кок Z7s 7 О для всех ? # S . Аналогично рассматривается сrryчай трой-

ки ( 7l O,,l) . Из поrryченного протrrворечия следует, что ft( ?(Вm) .

Покажем, что для ка)|(дого 1е Д( ВП') можно наПтп Ze К.П та-
кой, что (etL)< Л . Пусть вектору ? соответствует перестановка

Е(7)* ( Lt, Lzr..,, L n ) Тогда Ф можно построить, например, так: пф
ло)|(ить 4L, = , где С _ произвоrrьная константа. а

aiP = 2g:r .| *ir-" * 
",F-" ir }

для любого 1,<Р < П . Легко проверить, что (Zt *)еlL. Утвержление

докаэано.

Отметим,чтоесли е "Z;j, L=Ф, j=ф ,- ц€-

лые числа, то вектор, построенвый описанньм выlле способом, будет ц€лочпсл€}l-

ным.

Утверждение 2.2. Jlля проиэвольного (2|r) е Л
2( ВП, подходяlцtlм округлением компонент вектора Z можно постро-

","fсЮ(Om).
д о к а э а т е л ь с т в о. Пусть (.}, <) С Л Упорядочим LoM-

поненты вектора r по неубьванию. Если дrtя некоторых L n J выпоttня-

ется tr,i--r}, ,то 
их порядок фпкслруем проtlэвольно. 3аппшем индексы ком-

понент поJryченного вектора в виде перестановки т4 ;t , Lzr,,, , Ln )
Утвержлается, что еR соответствует вектор а С Ь (В-) , вляюlдийся од-

ним из округлений 7 . Деfiствительно, еслп Z7s : О для Heкoтopblx 9
и s , то tl> tз, TaK KaK t?- tr ? Z 9s , а тогда, по построе-

нию fl и соответствuю %(5П) " Q(П), r,r".*, а7s - О . Аналогич-

но рассматривается случай Z7s = 7 . Дробные компоненты {7 r вектора

2 округляются до значений {; r . Утвержление доказаяо.

a
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Отметим, что утвержденпе 2.2 дает один иэ сtrособов постросtlия дФпусти-

r\.tых ре!лений задачи (1)-(4) по оптимаrп,ному рсtuению непрерьвltой эадачи. Это
построенl|е можпо производить с учетоNl значения целевоfl функчии, наприNrер,

следующим образом. Пусть tir< til1 ,,, 1 Gir-ra Zir= Zt n, <Zis+z<.'',
тогда есл!l

s-,' s-| пп

I c;*t, , Z CirLr*, Z Cd.i, . ZCi.ir*,K=s+z K=s+zr=4 к*7

то челесообразно вэять перестановку ( Ltn izr,,
тивном случае ( Lr, L"r.., , ir-, , Lstt, Lr),

,Lr-n,ir,irtr)' в -,lpo-

ý 3. L - структура релаксационного многогранного множестча

Напомнtrм некоторые определения fT]. Пусть Z' - множество всех К -
I\{ерных цслоilисленных векторов. Тогда | - разОиение пространaraч Р " - au-

дается следуюшим образом.

сравнения. Булем говорить, что а эквивалентна У , Ф ! а, , если не

сушествует z е ZK такой, что *2r Z >r ff Отметим, что каждая

точка z€Z* оброaу", отдельный класс, остальные классы состоят из не-

целочисленных TolleK ll назьваются дробными. flля произвольного tr|C Р*

".рв |!f lл обозначим фактор-множество, обраэованное отночJением эквива-

л.нтности Д Элементы множсства W/L называются Д -*п"...rи. Булем

говорить, "rо nono*..*o V лексикографически больчlе V ' , u писать V >V |,

если ё>Ul дп"r".* VCV , ff'еV'. ДлятакогобинарlIогоотноше-
ния W / L является лиltейttо упорядоченным. Лrобой дрФбный 2l -класс иэ

W l Ь можст быть эаписан в виде

V= W n { ч , l= О-ъ,L= 4,2r,,,1ý- r', as-lrza5+lJ l
где О-i, L-$-l, ý, -некоторыецелыеtlисла, S€ {4121 ,,,rК }.
Пуa"" Z('t - Mнoir.ecтBo вссх К -мерных векторов, у Koтopbtx первые t
компонент целые. Полмяожество Q лробных Д -классов назьвается цепь!о,

если для любых 1/, V'C Q, ( V >V' ) не найпется точки 2е W П Z'rt
такой, что V7. Z ?.V' Обозначим .rерез С(W) r',,"о*ество всех це-

пей, порох(дс,,,,u,* [/' , и опрсделим степень "лробllости" W с помоrлью

d,УНКцИИ y(w)= suf 1lol Q(с(ФJ
Дсrкажем утверrкдсllие, которос будот испоrtьзоваться при построеllиi{ верх-

llсй и llижнсй оцснок 9 UL)
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-а
3J*

УтвеFll(денl|е 3.1.

- некоторая hоупонента вектора

пу.ть (4,€) С Л,*( А(В-) 
"

2 , Тоrоа 
" 
IL ле)fiит вектор eial,

€с (о,4)к<l,гrэрыil поrryчается заl..tеной 
"no"a"n" 

?7' *

Доказ8тельство

зlt(l,lениеNl одноrl коttпоненты с индексаlчtи (j,К) ,

эа,l.t,t что наiiдется 
"',"no }'. С (Or-l) ,

из (5):

Вектор (2|, а. ) отличоется от ( i ril
на подходяцее

ПОЭТОilУ ДОСТДТОЧНО ПОК8-

удовлетворяющее паре неравенств

,1 /|ilj-i*-Zj*+ДZ;K 2-ot
.а -а (7)Фк - а1 - Z1* + Д(l- 

"jK) 
)- О

обt,:rtIачпь' До = k (а{i.r+Z1*)rДt=/д(i--*r-zd*+Д), тогда иэ

(7 ) полryчи:rr

Aol VlK 1Аl
Так как Д= Дl- До= /lСО- 

2ZlK)>o из выбора /l , то систелtа (7)

иN{еет решёние. Есrtи Э1, -- О , ,о а; - а" ? LJ', " Дlе @, |) ,

тогда в качестве € можно "."r" Д1 . Еслп 11* -О , то Qк'а1 >zZjK
n Ао ( (Ot1) , ,гогда е мох(но положить равным Уб . Утверх(дение до-

казано.

OTMeTttrt, "ro"JZ содержатся точки вида (?1r*1),(?Lra2), "о.2'r?L С Ю( Ь' ), 9 1= (,lr7l,,, r -t), eL(o|o),,,lo) . о..оо" и пз опре-

деления чепи лробltых | -классов следует, что максимальная цепь " JL ог-

раниче}(а снизу lt сверху точкам}l 
"пл,ч(!ll, ФО) , (?|r*') , гае f ', 2" С

(А(В') , а также что при оценивании длины цепеfi достаточно paccNraтplr-

вать лиlль первые ft/ компонент векторов 
"" 

lL Используя это замечаниеr

построим верхllюю r| нижнюю оценки для lчlакси},lа.'rьной цепlr лробtlых 2t -клас-

""" " ЛfД,_
'tепез 

-!iрд 
обозначим лробный d -*n.." u. Л l у представителей

Koтopoгo первая лробная коNtпонента имеет индексы (Ptt) , ^ V7t - мяо-

жество векторов, поJrучепное из класса Vrс отбрасьваниеNt последних П
координат его элементов. Множества |Zдg мы то).(е будем назьrвать L
классами. Иэ отмечснного выше следуетr что при вьlводе оценок вместо 7д1
достаточно рассматривать множества VF' . Порялок компонент в векторах !,
(*rr)сЛ t прои3во,ьный, но фиксированный.

l{етрулно покаэать, что длина максимаJьной цепи лробньIх ;! -классов в

ЛlД не превосход", 2m Если это не так, то найдутся три лробньtх L
класса, у предст€lDителей которых индексы первых лробных компонент совпадают.

Пч..r1,/rrg - Vri ' V i, . Тогда, воспоrlьзовавшись утвержденrrем 2.2,
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можfiо путеlýl подхолящего округленлrя точки z< vi'
1е ъ(в-) такую, что выполняется одно иэ двух условllй

построllть точку

>Yr", >Y;t, ""6"УrlLrVr?>а>Vi* , т.е. эти

ляются целой точкой. Отсюда следует, что макси\rальная цепь

восход]tт 2 П , Далее, учltтьtвая спечифltку задачll, построи;!l более точную верх-

нюю оцснку.

Обозltачим 
"uoo. 1Л) колltllество неинвертирусмых компоlrент в произ-

Bo.1bHoN,t векторе 

"Са$-). 
Иэ ý 2 слеаует, что !(2)=(П-)(П-2-) / 2 ,

1,ак как число инвертируеNtых компонент раьно |||-.| . Будем предполагать

также, что ! - вектор-строка, т.е. можно говорить, что одна компонента это-

го вектора распо.lожена лсвее илtl правее другой.

Т с о р е ll а 3.1. Для произвольного упорядочения булевых перемен-

ных справсд.lива оценка

V(Л) < (п- D(п-2)+ l
Д о к а з а т е л ь с т в о. Воэыrем произвоJIьные точки.{'rV" €

СD( В-) . Пусть ?/ > ?l| такие, что }le существуе, ?eD(P), удовлет-

воряюч.lей условию Х' I Z > ? ll . Оценим максимальное коrlичсство лробных

L-*n"..o. между ними. 3апlrшем Z| u Е/ в виде *'=(tle;, , Г/ ) ,

2lt=(trZ|s, Гr), гл" (7rS) _ шнд€ксы первой компоненты такой, что

2Ь, =l ,Д'|s =О , { - набор коItпонент, которые стоят левее (f 2з) , "

"'* 
."""""u" J Z| u el| совпадают, ^ Е| n t" - совокупности остальных

компонент. Отметим съойства, которым удовлетворяют "аборь, f,/ " ttl, являю-

rлиеся следствием выбора 2| n 7l' , а именно:

1 ) значения r . ý' и О . Б" nr.,o" только неинвертируемы€ компо-

нентыj

2 ) 6-' является лексикографическим минимумом среди всех ,a*"* f,, "rо
kr 4 rtll П1 бt"1 , " tt' - лексикографическим максиt\,fуN{ом среди всех

,.*n* ý , что(frrо,t) с Д(6П).
Рассмотрим множество лробных Д _классов ".П /L, образованных

подстановкоfi вместо ешниц 
" Е/ " 

нулей в Е" поо*оо"rцих дробньIх величин.

По утверждению 3.1, такие найдутся, и, очевидно, соответствуюцие 4робные

/ -классы булут лежать между * | n *а . Так как JZ выпукло, то сущест-

TlyeT пробный | -*пл."i7s такой, что Д'>Цз >еО. Обозначим со-

вокупность у*.з"""",х Д -классов ".р". Т/ ПокажJм, что других лробньrх

Д_*п"."о",е*лу Е| " а'| 
^.r.

Отметим, что у любого лробного ! -класса, находящегося между 7' 
"

Z", эначения компонент до первой лрс:бной совпадают со значениями соотвотст_

вуюlлих *.rnrno"o"" *l пr,* Z". Действитеrlьно, если это не так, то, по ут_

Dерждспию 2.2, округлепием любого представителя этого А -класса получим

,о"*у J С А(В-), разделяюtцукl Z| n Zn.

+l7
лпбо Vrg> ? >
f, -классьt раэде-

" 
Л/Д нс пре-



3адача размещ€нхя на линпп 4э

Пусть (g _ произвоrъныR дробныfi Д _*n""" такоfi, чтоl'>Var.l}О.
Покаrкем, "rof;*. е U . Из oтмеченного выцJе и сЕоfiстъ наборе t| п t"
следует, что/la2 =| tвlбоftlq -О, так как в протпвном спучае Va">Z',
.ллбо { '| | Yч е_ . Огсюда t." < tJ .

Оtrеним моцность мноrкесrъа fZ' , заметим, что коrrичество едrrнщr в Л'
и нулей , ГС не более ТСП) . Тогда

yUZ) < 2.ТФ) + 4 = ( п-D(п-z)+,t .

Теорема доказана.

Теперь покажем, что при определенном поряше компоневт в векторах из

ф(В') существуют шепи лробных Д -*na..* длины боrъше Пt . Дtlя этого

специаrьным обраэом построим точки J l 
" ?lt uэЬ(Ва) ч оченим снизу

длину цепи лробных 4 -классов межry ними.

Опреаелим порядок компонент векторов ".V(ЕЙ) след]rющrrм о,браэом.

Первые П-2- компоненты имеют пары индексов

(пlц(п-z,п-l),..., ([+7*z,[* Jпз), (Гg],[+ J * z ),
( ttr]-l, [fJ+t), (Гt]-2,[+J-|),,,,, ( t, z),
причем упорядочение их межry собоfi MorKeT быть произвольным. !алее располо-
жены две компоненты с икдексами (7, П)r(t*] r[+]+ 7), правее кото-

рых порядок компонент нам не ваr{ен. При указанном порrцке компонент вектору

;[/ булет сооrъетс{гвовать перестан**" Т/ , а Z' _ перестановкt-7О. Эrч
перестановки имеют вllд:

т'-- ([ *]+ ь ГLJ- | t, ., l 4 l fr l h - | l,,,, [ *Jn Z, [ *J ),
il"= ( п, tт-|r,,., [*Jf 2, [ +], I t] + t, f*]-ь,,, 22,|)

Нетryлно эамегитъr что J'l -- (О, Ol...tOr4ror...ro), где значенпе /
прпнимает компонента с пндексамll (С*1 ,Е*]* n) . Иэ_эа сло,|(ностll

обоэначеняfi t"ol jt / выппсьвать не булем, а нпже рассмотрпм его на прпме_

ре. Отметим, что по эначенlrям пеFых tL компонент векторФ * | " 
an

ОДНОЭНаЧНО ОПРеДеJrЯЮТСЯ ЗНаЧеНПЯ ВСеХ ОСТаrЬНЫr(, Tal( Каl( ПО НПМ СТРОЯТСЯ Пе-

рестановки Е/ ч ffr . Это легко прФеряется непосредственцо. Ясшо, что

Z|>Z|l , TaKKaxZ|n=t, а !-l|o=o иэначеЕпякомпоцент ло(l2h)
. Zl и .а// совпадаlот. Это спеryет пз того, что взаЕмное располоr(ецпе эJtе-

ментов, номера когорых слу)lсат пндексамп компошент пв* (|2R) , ь Ef u

ff/ одrrнаковое. Покажем, что ше существ}.ет ?еЪ( Bl") такого, что

2| > 2 > л".
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Преплолоlклм протlвное, т.е. наЯдется комлонента с шшексамп ( ?rS)
такая, что выполляегся одно шэ Еух условиfi:

. , , (|llt) (Er1,[*]t1) ,с, (7ts)..,

r) Z| о...о l о
д о..,о о 1 о,,.о f
*l| о,,.о О l О.,, О О

')дt о,,,о 7 О 4|,,.оlр 4

l О..,О | О 41",ар О

*l, о...о о 7 о. о О ,'

где пеp"ая строка - эго пндексы компонент. а dк, К=ф, - шбо О,
мбо 7 . Как уже отмечалось, эначениями первых /L компонент векторе ё/

" а'| одноэначно опредеrrяются эначения осгальвых. откуда следует. что оба

случая невозмо)шщ. В реэуlьтате получаем, что ве сущесЕует Z(Ь(Вm) ,

р..д"п"rо,ц""9 l/ "Z".
Нетрулно подсчптать, что количество рспоJюжепншх правее (71П) непн-

вертируемых компонент со эначением О " *' ръноП(а,t)/Z-t. Чrrсло рас-

полоr(енных правее (l, П) неиr.ертпруемых компонент со эначенtlем t эtf
легко опредеJIяется из вша перестановки frl . Есм ft четное, то оно равво

п'/4,2 , есJIп L нечетное| ю(tt-О2/4-2+(h-])12 . сучетом

лробrrого L -**"u y'7n нижнюю оценку функцяи Р(!2) а"", следпоlддя

т е о р е м а з.2. Прп укаэаяllом упорядочевшш булевшх перемепшьц,

справедлива оценка

Y@)>
112.-

ftL- 9
4

четно€;

нечетное.

[ <п-t)(п-z)
lT
ll са-l)(п- z)

2

8 lz

п

т I

,

3аметим, что при lL> Г
ных, которое рьно t7l-

ншrкяяя оценка больlле коrrпчесrъа булевых перемен-

Поках<ем на пршмере, как строптъ чепь лробшыrс L -Kttu.ccсE лм lt -4
способом, пр€длохенпым выше. Пересташовкш 1| п El b,rewT ьuд

Z,|=(Э,lr4r2) , fr.'=(4r2r3r1), авекторы ý/ rr }// -впл

(2t4) (,trз) (1,4) (z,з) (324) (ll2)

oo1oi12

R|' о о о 7 о о
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тогда цепь дробныr( 2! _классов ?' =t "=t'rT4 >Т '
с помощю коrяrонеят |Ё их представltтелей i =F ,

выпишем

?'|-(ororl, O rf ,ф)
22 = (o,,or4tOl Q, |)
Z3 =( OlOlёgtOllr7)

24:(о,о,о,!r)tо)
Ef,= (otolot4to2€5)

Поступила в ред._иэд. отдел

7 мая 199о г.
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