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Алгоритм JUlя зАJцчи о мАксимАльном потокЕ с выигрышАми
В Jl ýереснев, А JК.Жоrцоlлев

3адача о максимаrrьном потоке в сети _ хороlло иэвестная и достаточно

поJrяо исследованная (см., например, f1, 2J) оптимиэационная эадача. Наиболее

иэвестным аrlгоритмом ее решения является аJгоритм Форла_Фаrшсерсона f L, 27.
Это итератlвныfi аrгоритм, на каждом rrtаге которого отыскиваегся так назьва-
емьй увеличивающяй IryTb и проиэводится изменение потока вдоJIь зтого .пути,
приводящее к потоку боrъшей моrцности.

Важным обобrлением задачи о максимаrlьном потоке является задача, в

котороfi учитьвается возможное изменение потока при прохоIцении через дугу.

Это иэменение характериэуется коффициентом выигрыlла (потерь) дJIя дугиi по-

каэываюlllим, как )веJIичивается или уменьцlается поток прп вьцоде из луги по

сравнению с потоком при входе. Первые упоминания в ,rитературе о эадаче

максимиэации потока с выигрыцrами относятся к бО-м годам (см. f3, 4]) и

связаны главным обраэом с обсуllцением разrrгIньtх аспектов применения лп-

неRного программирования. Осповные резуJьтаты дrи погоков с выигрыlIJами по-

лучевы BCSJ. В этой работе показано, что аналог аrrгоритма Форла_Фалкерсона

дает максимальвый поток, есJIи в качестве увеличивающего пути испоJьэоватъ

путь с наибоrьшrим коффшrиентом выигрьrrrrа.

В настояцей работе покаэано, что если среди путей с наибоrьшrим коэффи-

циентом вьlхгрьrша в качестве увеrшчиваюrцего выбпрать путь наименьшей дJIины.

то аJIгор}rтм Форла_Фаrпtерсона для эадачи максимизации потока с выигрыrлами

эаканчивает работу через конечное чиспо итераций.

1. Рассмотрим ориентированlтую ёЪт, Л/(SlttLlЕ) 
" *rо*""rrом вер-

'"' L, множесгвом дуг Е . вершиной_источником S и верlrrиноfi-стоком t .

Для ауги е е Е через 4'( е) обозначим начаJIьlrую вершпЕу. а через

шl|(е) - конечную. Считаем, что множества|еtц'(е)-s},{ еtцlrc)-t}
пустые. Если ё С Е, то череэ Z обозначшм пару ( ("(е), цl (е)). Бу--

дем считать, что пары е " 
ё одновременно не Еляtогся д}rгами исходной

сетч д/ .

ПоследватеJrьность оу, }L = (Ql э, , , l €m) сетu | такую, что

Цu(€L-l|=U.!rci), i=ir,,.r^, наэьваlог путем с н6-

чальноfi верrлиной L' (е1) и конечноfi верrлиной Ь'l1еm). Путь наэьвакrт

к о н т у р 9 м, еслч 1iцl (4|)- Цl|(еm) . Путь наэьваlот п р о -
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с т ы м, еспи все вершины Ц' (е), L-2 t., . l й, рalзJllftlные, а вер_

uuна lll( е7) совпалает раФе что с верlлиной Ц'lrcп). ПодпоследоватеrЕ,_

HocTbill1 :(l/кr.,,lЦс), 71К< е < lП , булем наэывать ч а -
с т ь ю ttyTп .|L. Путь, состоffций из Еух частей F| n /z, булем

обозначать через 7ф " f",
Пусть пля каlцоЙ еуг:я Q е Е эаданы веJIичина аG\r_o , наэываеvая

пропускной способностью дуги@. и веJlшtlиtlа

lrcl)O, котор}.юназовем к.оэффичиентом в ыиг ры_
lла для дуги €

Потоком выигрыlламш

, такой, что

, 
""rо 

t| наэовем век_с

тор Х =(o(q) , ее Е

Е l-с.>*G) -
el tt|'(е.l=ц el

о<*-(е)ltG), eeu.
М о щ н о с т ь ю потока Х=(а(е1) наэовем велr.rику

!г, 9
#(х) = L ?(е)а(е)

el rt"(е)=t

Далее будем рассматривать тоJIько потоки с выигрыlлампr одцако

дrrя краткости булем говорlrть просто "поток".

В преаположении, что в сети zV от.уr.твуrот контурыУa

дм которых fr.G),,.,,kЦе.)>4 , рассмотрим задачу о

9-(er>...lq'.) ,

м а л ь н о м п о т о к е с в ы и г р ы lц а м и, когорая запи_

сьв8ется следуюrлхм образом:

Z Lc">*rc)
еl Kll(e.)*tr

е | (.l(e)=( е lцl(еr-

Z 4(Q) = о , tL etl, t ",t} ;к(е1-4

часто

r"LQx
( R (е))

Z *@l,-.rc) - L аG)=о, цеU\lsrt[;
ц

оZ*(е)<3сФ 1ееЕ.

2. С сетью N вяж"- ориентированную сеть Цl = (S,t ,Ц, Е), "..rr-
ваемую с е т ь ю п р и р а щ е н и я п о т о к а ll определяеNfую

следуюtцим обраэом. MHorKecTBo BeprrrиH a.r" N ' ,о *", что п сети i/, ","a-
ло дуг в два раэа боrъше. Каждой ауге е€ Е ставятся в сооlъетствие две

дуги множесrr^ Е|: луга €, наэь]ваемая п р я м о fi, п ду"" €, на-

зываемая о б р а т н о fi. Таким обраэом, каIцой оуr. dе Е' соответ-

a
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ствует некоторая аута € е Е , прlпrем есм е| - прямая дуга, то е|= Q .

а есJIи обратная, то Q.l = !, .

При фиксирванном погоке Х = а,СЧ ь сетч |V дм дуг е'е€'."-
м Ml определим пропускную способность €'(еr) и коэффщrпент выигрыца

h,'rc'). Пусть ryге е|с €| соответствует дуга ееЕ . Ecrпr e| -np"-
мая дуга, то положим t'(e')= 8G) - 3,се) , А'(е| ):ё(е) , а если

обратная, то положхм 6|cer)=ЁG)a.(e)l A'rcr) = |/ ёG).
Рассмотрпм гryть tr-(ef,r..., еЬ) в сети fff п часrч этого путп

Ро=Ф r,li - (е| r... ) et), L:f2.. -l ft, Веrшчину

ё'су) = ё'се|) ё'се})
назовем коэффичиентом выигрыцtа гr!тп1!lа ве-

лхчину

€'су) = ,_=ff_ |3'с"5 t Ё'(lt-)J -
пропускной способностью путп jl. ПvTbf назо_

вем проходимым огноситеrънопотока х , если 8'tч)>о.
Путь ЕоСёЬ,..rёi) нr"о"ем обратным ампуri 1Ь.

х = ;;:: ;,,::н:" J:: # ;*:Ё;i ;;;":,::;, ;-,:##;:
раэом. Для всякой oy"n е!, е Е' . L=|l... l fu , рассмотрим соответст_

вуюlJýIю еfi дугу е i е Е . Вспи ej - прямая дуга, то положt{м

d.tеt) = a(ei,1 + 8rсу) |'rrс-l) l
а если e'L обратная, то положим

fr (et) = 4 ( е)- 3'tу) А'су0.
Для дуг ееЕ. {en ,.,,ra.J поло)<им аСе\= а(е).

Покажем, что поrцrченный вектор У= Цil,lе2) вляется погоком в сети

Л/. Для этого эамегим прежде всего, что есJIи е[ - "рrrл"я 
дуга, то

Z-G;; -- еGtr+ 3'су) .l'сrt_r) < а,эi>+ 8'G|) =

= *(1-i, + 8(et)- *(е;) - t(еt),
а если е|i - обратная дуга, то

а(е;) = o(ei.)- L'cy).i.'cyi) > a(e)-Skq fr'еt)--

- a.(eL)- L(еi) a(ei) / ёсеD--о.
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Далее покажем, что в вершинах Ш! , i=Z, ,. . , rrL , сети

ются необходимые соотнощеншя. Действитеrьrо, ""- €'i-п и

дугиr то

м
е!

,вьполня-
- прямь]е

4,cet-,)ZGb,)- ft.ce)= fr,(еi_п)а (ei-) - *, (е) +

+ t'(l) L l ( е t- n) L' у ъ,) - k' (7 ;-,у = Ё се ;-,1 * G,) - rrc О .

Еслп Q!_, _ прямбяr , е! _ обратная. то

3 rci-r)a @ i_.,y + rt, pi,1 Z rcg : ё р i) с (е ;- ) + k rc iа, G i) +

t В'ц) Г i tе ;-,) ё' (у ь 
") 

- fi, rе ; ) fttlt i)7 = l G ь ) а 1е ; - ) + Ё бq) t (Ф

Есrш е'ьа - обратная, " е{ _ прямая, то

, fr.tеь) + d (е) = е (et_)+ а(е;) +

t L'cl)Ettrpn) + k'Суi-,) 7 - aGi-) + a(ei) .

Накояец, еспл e|c.-l u Ot - обратные, то можем написать

- 1@ ъ,) + l rc ; ) d (e;) = - а Gt-.) t ё Gia ( ei)t
+ 8(у) Е l' ц р) - t cql t цt )J =-е(an) + ft Kia ki) .

Заметим также, что

lc^)d (ero) = Ё( е-) аGп) + ё GП)в Ф). Дt u._r) -
= l(е*) а Gп)+ 4 cru) rt'U) .

Таким образом, окончатеrьно поJтучаем следующее. Если Х _ поток в

cort, f( ,о }L _путьвсети Л/I"""""*нойверчJиноП ý иконечнойвер-
чlиной f, , проходимьй относительно Х , то может быть построен новыfi по-

.о^ fr в сети // такой, что

JG) = !G)+ B'?)l.'cA -l G) .

Путь Р будемнаэьвать увеличивающим путем,
а саму описаннуюпроцедуру построения новогопотока ! - п р оц ед у -
рой увеличения потока Х вдоль увели-
чивающего пути r

На основе рассмотренной процедурь] вС 5] предлагается аJIгоритм, явJIя-

ючOlйся анаrtого},{ алгоритма Форла_Фалкерсона для обычноfi эадачи о максимаJrь-

ном потоке. В ходе алгоритма, начиная с t{улевого погока, проиФодится после-
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ДОВаТеЛЬНОе УВеrrИЧеНИе ПОТОКа ДО ТеХ ПОР, ПОКа В СеТИ ПРИРаЩеНИЯ ПОТОКа СУЩе-

ствует увеJIичивающий путь. Основная lцея аrгоритма, поэволяющsя в случае его

остаяовклl поJт)вить максимальнып поток, состоит в том, что )rвеличение потока

на каждой итерации аJIгоритма производится вдоль пути с наибоrъrлим коэффrrrи_

ентом выигрьшла. Ошако одного этого требеания не достаточноr чтобы гаранти-

рФать остановку аJIгоритма через конечное чпсло итераций. Вместе с тем не-

эначитеJrьное усиленIе требоваяшя к выбору }величивающего пути поФоJtяет по-

Jтгlить конечный аrгоритм.

Для пути 2lc череэ сц1
,n .Р и назьваем)rю д л и н о й п у т и. Ниrке буает показано, что

есrп в качестве )rвеJIичивающего испоJIьзовать путь, которьй среди rrутей с мак-

симльньм коффичпентом вьигрыша имеет напменьщую длrшr}r, то аJIгорптм . эа_

кончпт рабоry через конечяое число итерачиfi.

3. Пусть поток Х поrýlчен }rвеJIичением поrо*а Х вдоJrь ]rвеJIичиваю_

щего пути 1t с наибоrьцlим коффичиентом выигрьttла PtД .

Ваюrое свойство процедуры }rвеJшчения потока JrcTaHaBJItBaeT

Л е м м а 1. Еслл в ceTtt fl/' *.rr"."уr* проходимые относитель_

но Х контуры rРО ,l'17')' 4., то в сети N | *.!r".rуtог проходимые

относительно f, контуры r' , Е'(}rО)' l .

Д ок аэат ель ств о. Прелполоltсим, чтопроходllмьй относитеJпr-

"о i конlтр Jro . (,'q")r-t, существует. Поскоrьку концD 4oкenцo-
ходимьй относитеrrьно Д , то он содержлт обраткую лугу е ' т€rкую, что

4.G>:О . d(q>О, где €: е| . Следоватеlъно, tryть 2И 
f 

"ол"рr*,
прямую дугу е| . Из всех дуг €/ nlrr" 1Ц* , оЫвллющих укаэанным вьпле

съоfiством, обраэуем ,rутп JЦf, l, , , ? l[ так, чтобы среди них не было

смежны.:r Пусть нумераrия эTt{x путеп определяется порJцком пх следовalяtlя в

обозначим велrlчиЕу, равЕую чисrry дуг в пу_

обратные rrути

Lц , L1=1 ,,
путч У*. Поскоrьку контур Д " моrcrо считать просгым, то

Vi r,. 1 "F[ - части *о",ле" 7' , пуст, czl.. .,
порядок шJ( следовапия в контуре ,l/ .

Обоэначим череэ lL'K " |L! , к= ll... , К , соответственно началь_

кую и конеЕrую вершины ,rуr" }{t . Рассмотрпм следующие частш rтути ,t{f :

путь Jao с начаrъной вершиноfi s и коне,яоi Ц| | у"r i , К=17.,
,..r К- ' , с лачаrъноП вершиноП 4{ " *о".,оrоfi Kg11 п rуть JUк с

начальной вещияоП Лf, и конечной _t . Рассмотрим также следующие части

контураr[_' , r.yrn 0a , к=1),..rК-] , с начаJьной верлиной tli. "*о-
не.ЕIоR l7r.a n ,rJ* flK с начаrьноfi вершиноR 41'g и конечной (1,
flyTtl Jlto " }1р булем считать непустьБiи. Сrrучаfi, когла 1Цо : Ф или

!а.Ф . не вносит сJ.цrественных измененхй в докщlатеrъство.

3аметим, что рассмогренные чаqгв ,aуrф .Ht п 7О вtляlоtся проходи-

мыми относптельно Х , a сФоlсупностt, Фих rrутеВ обладает след)rюцод\,t (воfi-
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ством. Каждаяверlлина Ц'ц , K=lr..,l К , явJIяегся конечноfi ровно дrrя

одной части путч l* и начальной ровнодJIя одной части контура 7'. Анало-

гично каждая верlцина Ц! , ,=7l,,,, К , является конечноfi ровно дм од_

ноR части контура / 
О ,, начаJьной ровно для одной части nyr" 7 

* . Кроме

того, вершина б является начаrьной для единственного пути / о , a вершина

t - конечяой для единственного rrутu iltg.
Иэ этого эамечаяпя следует, что из рассмотренньц частеfi tryтп /+ u

контура Д 
О могут быть составлены, во_первьц, путь f с начаJьной вер-

tчиной ý и конеЕlоft верIлиной f и, Bo-BTopbD(, некоторое коJоtчество кон-

туров li,..., у; , L>- О.

пп."..I**о,ъку 
Ъ'()р")>l " l'cyil1l , f=lr..',L , То Мож€м На-

{ tl'l 1 l'rl* ) . ft' су" ) =

= fr.'{!, " .р| ",/rr"., . ".р*к "}р\ n'Clrt|" )rro "}|*"0rо)=

: l?Jn) rt' {у,) . . . А.' 7"\ А'О) Ё'l l р1 :

= ý'Ul k'(,ltil .. Ё'суt')<
е k'с/).
Таким обраэом, построен прохолимьй отнссительно Y 'ryт' iЦ , ам къ

торого ё'Су) > rt'{rцП1 . Это протrворечит выбору *rn Jцi в качестве

увеличиваюцего пути.

Поскоrъку исходная ""rо f{ не имеет K()ttтypoв /О--(еrr.-- , €-)
таких, что l,Cer) rt(er), l . то сеть lV| "" имеет проходимы,(

относитеJтьно Еулевого потока конryров/ " , t'СРП)r1. Тогда из доказбн-

яоR леммы получаем, что на каI(дой итерqlии аJгоритма при },веJIичении потока

Х "о 
существует лроходимых or"o"nr"*"o Х контуров ,Р" , ё'СДО)-7.

Пусть поток N поrтJпен )rвеJIичением потока х вдоJь }rвеJrичиваюцего

пчтп 7*, которыfi среди путей с наибоrьшим коэффичиентом выигрыша имеет

наименьцлlю дJrиЕу.

Л е м м а 2. В сети r{' 
""сущесп}ует 

пчтп iД, непроходимого

o."o"n."nr"o .( , проходимого относитеJIь"о Г n такогоr что rмбо А'Ф,

, l'Ur), ""в" ll17) = rt'U \ , t {v1 " е UrO .

Д ок а за т е ль с тв о строитсяпотой же схеме, чтоидоказа-

теJIьство леммы 1.

Предположим, что rrуть д сушествует.

Как и при докаэательсгве леммы 1. рассьrотрим пути /|r.., , ,FL
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r *
, являюlлиеся частямиЕляющиеся частями пчтu f u путП f1 ,F;,

путп 1р' f ltПувь |lay, Ll , К= ll... ,К , - соответственпо начальная и конечная

верlлины ,rуr" yt . Рассмотрим следующие части rrути .F' , путь 1Ц 
о с на-

чальноf,верu.lиной а иконечной l/,r.,nr" ilt*, K=lr..,rK-l, С На-

чальной верrлиноfi ЦL и конечной lL'Kri , путь _Р(. начаrьной верши-п^
ной lLK " конечной вершиной t. Рассмотрим такх(е следующше части rrути

Jц | ny., io с начаrьной вершиноR ý и 
rконечноfi J4.!, , путt{ 0. ,

ann12...r14-,|, с начальноft вершиной Ui* n *оr"""ой Ц!.r, , путь

y'g . 
".rаr*ноfi 

вершшноП Цак и конечноR верrлшноfi Ё.
3аметим, что рассмотренные части путеflt .Д* п iIL вtвоtся проходи-

мыми относиr"*"о [ и совокупность этих путеfi обладает следующим свойст_

вом. Каждая верц|ина lLlr , К = |, . 1 К, является конечяой рсвно для

одной части пчтч iЦ* и начальной ровно дrrя одной части путч 1Ц. Аналогич-

но, каждая верш.lина L! , К-4r... rК, явJIяется конечной ровно дм одной

частч путп Р и начаrьной ровно для одной части путп Yt. Кроме того,

верlлина ý вляется начаJъной для путей lo " 0о , в верцина t - ко_

нечной для путеfi 
"Лк, 

n Сr .

Из этого эамечания вытекает, что из paccмoтpeнHbD( частеR rrутеR 
"r(l 

и

У могут быть составлены ровно дэа IIутч l n Jц" с начаJъной вершиноfi

ý и конечноfi f, и, может быть, некоторое количество контуров 
"Pi ,. 

. ,

... ,!; ,L>. О . Все эти пути будут проходимы относит"*"о Х.
'ПоскЙку l'C й lЗl , €-lr... l L , то можем написать:

Ё'с.р\ A'(.l) :
= Р| (F. 

" /| ",дt ". ..й",нr) |'1 O""i|!ro}if . "F!o.9co):

= Д'tу.)А, {7),. .., fr'Qк) Р'0) lt ls,. .. - fr'c|p) -_

= А'(r,) t{у") rt,,счr") rt,'счD <

= Р-|( J.' ) fr' ( ru') .

Поскоrъку frkrl -- Q'{у*), то возможен один иэ двух сrтучаев: JIи-

в. t(л< max{kky'); i'сlrr11, либо |'L|rr-ftИ=QФ')-РИ.
Eclвr имеет месго второй слгrай, то примем во внимание, что€{1U+2+ €U4>
> аtу')+СUО) , t{y')> СФ) ", 

следовательно,

Сrл9 > miп{ ес/); |(,Ho)J ,

Таким обра9оr* в обоих сrDнаях поrтгlаем путьr наJIичие которого протtiворечит
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выбору nyти jL+ в качесIъе увеличtваюrлего.

Из доказаяноR леммы вытекаег, что кФкдьй путь с начаrьноR Bepr.rrпxofi S
и конечноП вершиной t в сети приращения потока Д/' ;ro*n выступать в

качестве )величивающего разве что один раз. СледФатеJrьно, через конечное

число шагов алгор}tтм остановrtтся, и булет построен максимаlъньй поток. От_

метим также, что сложностъ процедуры поиска п},.ги с нанбоrьшпм коэффичиен_

том выигрыlла ll наименьшей длиной не }rвеJIичиваэтся по сравнению с процед}-

рой поиска пути с наибоrъцlим коэфичиентом выигрыцJа. Работу r{уJIьтиплика_

тивных вариантов аJгоритмов Форда Er] или ФлойдаJорщела Е2] Molrol,, оr
ганизовать таким образом, что эа время порrцка t lllЗ будет наfiлен увеш-
чивающий путь с }rужным своRством.

Поступила в ред.-изд. отдел

12 ноября 199О г.
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