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НА ПОСЛЕДОВАТЕJЬНОJIАРМЛЕПЬНОЙ СЕТИ

А.ААгеев

Введевие

Рассматрrваемая эадача раэмеtдения предqгавляет собоfi оптшr,rrэацхонньй

вариаят иФестноfi эадачи о Р _мелшане (см., например, [r]l п MolxeT .бытъ

формупrрована следующим бразом. Пусть rмеется веоршентпрованrrьfr грф

G = (7rЕ) с множеством верлин Х = {l ,... rruI и мнох(есrвом ре_

О.р Е . На лсlоrкестве ребер задана фrrкчия лrвrн l : Е*' Q+ , ва tоlожест_

ве верлЕя фнкrшя весов С: t + Q1 . Требуется наПтп непустое подмlох(е_

сво верrлпн М Ё t, мхншмпзшрующее величпн!r

,Д с0)+.Д d(j,M),jeM " jc7\M
где d(j, Ml = T:fr d(j)K) , " d(j, к) _ длIна кратчаfiшеfi цепи,

соедпнпоtцей веRrпны j и К . В содерждтеrьвой rrнтерпрет*-, J - }дlох(е_

ство пуtlктов размещепия пoтребштелей и воэмоlоlых rTyBKToB ра|змещечя пф
ставщиков; С (j) _ сгоимость ра.змещенпя посгавtцв8а , ,чrоr'r. j ;

tQ, к) - стоимостъ трапспортt{ровкх проryкта no р"брOr Ю l dlrK)-
сгоимоегь дост.lвкll продукта 

"" 
,.v"*r" j в пуlоtт J( по кршчаltшемlr мар_

,цруту. Требуется раэмес"гить посгавщlt(ов таквм образом, чтобы ьсе потребптелrr

бшш удслетворены и суммарные эатраты на рФэмеrценхе п доставку проý/кта

быrгr мпяимаrъны. Сtфр4rлирова8Еу.ю задаry лаrrее флем назьваlъ вростеftчrеfi

задачей раэмеrцения на сgги (ПРЗС).

В общеfi постановке рассматрtваемая задачо N Р ..рудш" [Z]. Извес"rпые

поrrtоtомшально раэрешrмыо частные сJIучах ПКlС вввrrсаЕг прв Dвед€впх огрrр_
чеlrшfi на, вил fрфа G , ,.a. опредеппотся эадаячым KJtaccoм неорв€втпрФаЕных

грфе. В частrrостя, хороrло пзвестно, что для класса пепеil рассматрЕаеп{ая эа-
дача полпrrомиапьцо своштся к эадаче о блпх<аf,цrем соседе п моrttет бшть реlшева

эа время 0@Ч. ПервМ нет?ЕшаrьЕМ резуIътат таt(ого рода прпЕадrtежrт

Трубвяу [9], KcrTopbП в 1976 г. опубrшrсвал лrгорптм с трудоепlrфп. Oft|)
для дер€вьев. В 198Э г. этот мгорптм переотrрыrl KolreB [а]. В боrъцлlвстве

работ рассматрtваемого ваправленхя IIР3С форrулпре/псr каr частrпfr сJrуча'
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простеfirлей зqдачп раэмеrценпя:

,}', ", 
* Е, Frnri "ri 

*с!j|rФ ,

,?r"rj=r, 
j.X,

(1)

(2)

0criiraj,LeI,jrX, (9)

Ii, rц e{o,t|, ieI, j.1, (4)

в когором I=l!,,..,mI=J, сj-с!)rф:dСtj.матрпца (оtц'l в cJv_

чае пропФоJъного грфа С, может быть наf,дена аJгоритмом ФлоfiлаJоршеlrла

за время O(nJ) . Формулшрека (1){а) удФна тем, что есгееtъецно прЕодпт

к обобщениям ПЗРС, так иш хшаче отраr(ашrrм спецфrrку псходноR эадачr.

В 198Э г. пqдобное обобщение предло)l<пл Гиrиадп [SJ. В его работе введец в

рассмотрение класс MaTPrцr свf,зпых относитеrIrно дереэа. сqдер)|(а.щrrП в себе

KJtacc матэхц расстояrиfi меrtду вершшнамш, а тбрке для соответствующеR боrrее

обlцеfi эадачи построен аJrгорштм с тр}rдоемхосrъю 0 (tП D . В 1989 г. Фтор

[6J, рассматривая матршцы, свяэные огноситеJЕrно проиЕвоjъного грфо п так-

же включаюцlие в себя матрtцlы кратчаfirлих расстолниfi MeIq}, верlлшнамх, поJч-

чил аJIгорlfтм с трудоемкостъю 0(ПП') для класса впещнепланарвьш грфо.

В настоящей работе мы пмеем дело с дргпм обобщенrrем П3РС, опреае-

Jrяемым одним иэ ее спечифrческих съоfiств _ съоfiством существованшя оптп-

маJIьньц решениfi со связнымll областямя обсrryrcаяия. Оснвноfi реэуJътат

сгатьи - алгорптм с трD'доемrостью 0 (ml П) для 9гого обобIценпя п соог-

ветственно 0 (Пq) дм П3РС на KJracce последоватеJrьно-параrиельньв грефв,

включающем. ках иэвесгшо, класс вцеtцнепланарных. грфов. В шестом раэделе

работы покаэано, что простеfiшrая задача раэмеrценпя с матшоrеП' (di1) , свiэ-
ноП относитеJrьно посJrедоватеJrьно_параJulеJьного грфа, ItlP _трrдна. В заrло-
читеrьном рrlэделе работы обсужлаlотся следqtъпя и возмоr(яостш обобщенпя по-

,ryченных резуJrьтатов..

l. Оптимаlьные рецrения со связными областп,дr обсrтужlваяпя

Рассмотрим простеf,rлую задачу размейения в обrцеfi посганфке (в эалиси

с исключенными переменными ri ):

ф = mLп F(r) = mln(Zrct\!f 
"ri,Д Ё, 

dц rii ) , (5)

Z*;=l. ieJ. (6)
iед -J ' е '
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aLj ,{o,L|, LeI, .i. Х , (7)

где r =Llr...rru|, J= {7r,..rfu},Чldii)0 . Пусть о - допусти-

,о" p"r."nb " L е I . Подьоrо*есrво Sд(C) :{ja 1' Льj = lJ назьва-

ют областью обслуltования С -го поставtцrlка.

Далее мы булем иметь дело с эадачеЛ П, rшлrвилуаJrьные задачи котороfi

имеют впд (5)-(7) и рассматрrваются на некотором неориентированном графе

G =(7, Е) с мноr(еегвом верщин ! = {!r,,,rП1 н множеством ре-
бер Е . Прпмером такой задачtl может служить ПРЗС, записаtЕlая в виде (5)-

-(?). Назовем допустимое решение Х индивпryаJъноfi эадачи Р еП связ-

ным, есJш множества ý;(С) порожддют свяэные подгрфы графа 6. В се-

мействе подэадач П выделпм эадачу ПО, состопrrую из всех индlrвиryаJьных за-

дач П, имеющлх связное оптимalJIьное решение. Слелуюпrая теорема, докаэаяная

Гимади в Г7J, стимуrrироваJIа введенные выше определенхя; мы приводим ее с

неэависимым докаэатеrьством.

Т е о р е м а 1. П3Ю имеет свяэное оптимальное рецJение, т.е. яв-

ляегся подзадачей По.

5

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Р _ индивидуаJIьная П3РС

/ , Е - ltr,,, tl1l } - проп"rоJьная t{умерация ребер грфа d .

смотрим П3rc Р'(€ ) , огrrичающrюся от Р лль фнкчвеfi дrпlн ребер

|'rc) = ltо r Е''о, ее Е .

п

Рас-
.l,

Нетрулrrо видеть, что вайдется е > О такое, что

1 ) rrюбое оптilмаJьное решенпе эадачи P'rc) является оптимаJьньм

решевием..л"." Р ;

2 ) длины раэличlшх чепеfi е в MeTplKe |t разлrr.rны, причем есJIи

длиfiа одноfi цепп не пр€восходит дJIины другой в этой мgгрике, то Фо же шмеет

местои"r"rр"*./.
Остается убелиться в том, что rпобое оптимальное рещение..л.*" Pfg) Gвflзt-

но. Препположхм протшвное. Пусть 
'. 

_ оптимлrьвое решенЕе Р'(Ф " SCil -
отвечаюшая ему область обсrrуrrования, пороl<Ддюшlая несъязныfi полгрф G . То"-

данаRдутсяверщиныJе S О) . j| i SCLl такие, чтоцепьмtlнимаrъ-

ной длtlны, свяэьвающбя верrltины L " j в грфе S, .ол.рrоrт вердвt{у

jn . Пчсrь потребитель j, обсrrуяоrвается поставlдпком, находпдимся ввеф
шпле |r 

: " 
спrrу своfiсrъа 2 эада.пr Р'(е) дJIица кратчаfiшеfi цепи, соедш-

няюцrеfi L| " j l, строго меЕьше дппны авалогпtпо' цепr, соепшяошеП i с

j, . отсюда cJl:rye.т, что длппа rратчаПщеfi ц€пп, свralь!ЕаюпеI потребптопr

п посгФцttка ln , строго меньrле п.""rоо"" * j до L , что протЕоре'""

оптrlмаJъносгп а ш тем самыrr,! доваэцвает утъерri(дбеI\aоео

Вспшt власс ЕеоршеЕтЕровавЕьц грфе t есгееtъецаьо. обраэоr* оп_

ределяеТ пqдэадаw ПС, обооначаеý.уtо далее череэ п с(9) , Согласпо lвopel,ie
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1, П3rc полиломпаrъно ра|зрещпма дrrя задапного класса графов { , *- no--
номиально разрешшма задача ПСР) . Ясно, ,rо * 9 содер'оlт все пол-

яше графы, то задача ПС (g) совпаддег с простеRrлеП эадачеfi раэмещеЕшя в

обцей постановке ш пото!fу |{ Р _трулша. Кроме того, нgгрдllо заметить, что

лr.rп"о.( dii ) в П3РС обладает своfiством связн(юти огносштеJьно граф d
[О J t.r. onfr"o"n""o. в раэделе 6). Согласно теореме r иэ [О], 9то означа-

ет, что П3РС поrчrномиаJrьно раэреlшпма с трD,доемкостью 0 (П|) для класса

внещнепJIаяарных графов. Наша цеrь в, ддrънейшем _ домзатъ поJIrномпаrъную

раэреtлпмость задачи ПСВ) для клдсса последоватеJrьно-параrиеrъных гра-

фов 9 , содержлцt{х в себе внещнепланарные. Тем самцм мы будем иметь до-

казательство полиномllапrцоfi разрешимостш Пзрс дrя этих грфов.

2. ПоследоватеJrьно_параJUIеrьвые графы и 2_деFевья

Класс последовательнфпараrиеrrьных грфсв определяегся инryктшвно сле-

дуюцlпм обраэом:

(ýР' ) Дерево - последовательно-параллеrьньй граф.

( ВР2) Если G =(Vrý) - послеловатеJrьно-параллеrьньй грф и 6'no-
,ryчается из G заменоЯ р€бра е е Е Фумя параллельными ребрамл €, и

е2, то € - последоватеJьно-параллельньй граф.

( ý Р3 ) Если G - (Ч Е) - поспеловатеJъно-параллеlъньй грф п G' no-

лучается иэ G эаменоfi ребра е е Е цепью длшны 2, то ( - последо-

ватеJъно-параллельньй граф.

Хорочlо йэвестно LВ, S.l, что класс поспедоватеJIьно-параJurеJтьныr( грфв
содерIсlтся в классе планарных грфов ш содержит в себе класс внешнеплаяарных

графов. Всякrrfi последоватеJьно_парамепьньfr граф rюжет быть дополнен ребра-

ми до максимального последовательно-параrurеJrьного грфа, назьваемого 2-Дe-

ревом. Для 2-перевьев существуgг arrьтepнaтl@Hoe инд)rктивное определенпе flO]:
( 2Tt ) Попньй "рф К э на трех вершпнах есть 2-дерево.

( 2Т2 ) Еслш G =(ЧЕ) - Z_дерево ч Ъl пол}rчается иэ е выбором

ребра е - (Цt[l) и добавлением нооfi верщпны U ш новых рВер Ql=(ЦrЦ1)

ч еO=ЩU) . то G' - 2-лерево.

В E1OJ описан лхнеf,ныП алгорDlтм, которьй для побого заданного после-

довательно_параJurеrrьного грфа нахолrrт содержащее его 2-лерево. С лругоfi сть
роны, замегим слеryющее. Рассмотрим индивцдуаJrьную задачу (5)-(7) на грфе

G=(JrE) ш ту х(е задачу на грфе Ct=(|rEl) r где Е'= Е. Ясно,

что если эадач8 (5)-(7) пмеет свяэное оптимальное реrление на графе G , 'о
это рецrение булет оптимаrtьным п свяэньш на графе ý'. Т"*"л, обраэом. ПС

дJrя последоватеJrьно-параrчlельных грфов полиномиаJъно (с линеfiвоf, тF,удоем-

костью) сводптся к ПС лrrя 2_леревьев, так что нам остается построить поJtи-

помшаrъный аrrгорштм решевшя последlей эадачи.

э
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Пусть G- (ХrЕ) - е_л"р."о. Для всякого € е Е череэ Д (е) oBn
эначим мноr(ество верщин 2-лерева G=(J, Е), .*.опяюцrrх с € треугоrь-
ник (цrдсл длины 3). В даrьнеfiшем нам понадобятся следующие легко устанавrrи-

ваемые своRства 2_деревьев.

а) Любое 2-дерево содержлт в точности 2п-3 ребра (напоминаем,

что 7L = l]l - число вершия).

б) Для rшобого ребра е€ Е А@) # Ф .

в) Пусть € е Е " jt, jrеД@) . j, Jjr. Улалlм иэ е кон_

чы ребра е вместе со всеми инцпдентными им ребрамл. Тогда ."рr""", j,
" j ъ окажутся в раэличных компонентах связносги получаемого в реэуrьтате
порожденного полграфа грфа е .

Всякое ребро е =(jttj)e Е согласно сэоfiству 'в'порождает дЕа

разбиеяия _ (S*rel) (ке ДG) | множества р"б.р Е и (RK(e)) (К е Д(е)}
подмножесгва вершин l - [jl, jrl . 3аметим, что образуеr,ше элементами тих
разбиениfi полграфы Gr{e) =(RK rc)U {j|, jtl,ý,.(e)), К с Д (е) , явля_

ются 2_перевьями.

Необходимые в даrьнеfiшем структурные свойства 2_лерева хороlло огража-

ет свяэанное с ним корневое ориентшроваtlное дерево, к определенпю которого мы

перехошм.

Выделим проиоольное ребро ео = ( j', i') еЕ в 2-лереве G=0, Е)
иназовемегокорневым.Длявсякого €€ Е , е#ео,череэ trc) обо-

энаltям множесlъо вершин | j е Д@ ; j+RKJ€)}, где верщпна Ксе Д(е)

выбрана таким образом, что ео€ ýко. 3аметшм, что множество Х G) в

отличие от множества Ь (е) может быть п пустым. Кроме того, непосредст-

венно из определения 2_лерева слецует, что ка)|(ддя его вершина j солершrт-

ся в точности в одшом мноr(естве Т(q . Соотъетстъующее рбро € булем

обоэначать через € (j)
Построим корневое ориентированное дерево D(G) = (V, А) " *о*""r-

вомузлов V= (X-{ji j'DU r , корнем ео исмноr(ествомддгА,
опредеJIяемым след).ющим обраэом. Все луги дерева D (G) ориентпрованы в

нлtравпении к корню. Множесrъа J\ {j', jo l и Е неэаЕпспмыв D(G),
т.е. шобые Еа уэJlа, принадJtежаlцие одноNrу иэ 9гпх мложеств, не связаны дrга_
ми. Корень ео связая входящими в него дугами со всемш уэлам8 из множе-

ства Д rc) . Любой другой узел е пэ множесгва Е свяэаll входяцп-

мlr в него дугами со всемх уэлами из множества t (Ф . Каlмый у"." je J
связан дв)rмя входяlцt{ми в него дугами с уэлalмll е| , е2 , сосгФшюlцими

вместе " е (j) ч j треугоrlьник в 2-лерсве ý . Построеlшr€ корневого

орпецтироваrlного дер€ва D (G) завеplдено. Его ворректносгь вытекаgг иэ

своfiства 'в'. На рис. 1 пэображены 2_дереlо (слеэа) п сооtв€rпgtъушцее ему

корневое ориентированное дерево.

7
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В дальнейшем через Р (U)

рева D (С) , предлествуlоtllдх уэJту

буаем обооначать мноrкество всех уэлов дф
lJеV,

(,| 6) 6)

5

0

,

5)

6

I

(z (1 {)Q

e."(t,2)

({,r)
(l э)

2J

q

э
5

з

Рис.1.

3. Описание алгоритма п его тwдоемкосгь

Преллагаемыfi алгоритм рецJения задачи ПС (обоэначим 
""о ".р.. У0 )

начинает работу с изложенного выше построения корневого ориентированного де-

рева D (G) . 3аметим, что ввиду съойства 'а' дер€во D (е) имеет в точ-

ности 3 п - 5 уэлов, так что трудоемкость этоfi процецуры оценивается ве-

личиной 0 (Ф.
Применим далее к дереву D (G) поиск в гrтубину (см., налрим.р[rr/l

с послодоватсльной нумераrиеfi уэлов, начиная с коршя. Учитьвая сделанное вычJе

замечаниеr,Jто мо)tlно выпоJIнить з€ линеПное время. Поrrученную нумерачию обо-

знбчим чорез б (U) , t' с V . Отметим, что, как мы условиJIхсь выше,

б(€9)-l.
Пусть e=Цtljb).E, j е Т (е),

куррснтtlыми формулами определим величины

tj, j"(L1, L) .

L, La€ I . Следующпми ре-

O,Qj,jr(Ll ,L) И
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Qirjr(L,,ir)-o для всех L,, irе I ч се Е ,.r,n*, что G(€) - Ф i (s)

Qirl]L,,ir)=.E Ol ,, (Lt , Ll) для всех L1, L1 е I (9)
jeT(C) n"n 

п €€ Е таких,s" TG)f Фi
j

dj,j"(Ll,Ll")= Y;Y(ar,i(L"L)+ (1о)

Qi,i(Ll,, L) + сirl\Ц, L"|1 + d iil
длявсех L, LrеI, ееЕ такш.чтоТ@r#Ф." всех jcTG) i

Q= rr! (rу r dl,j r F:r@r ауЦtD +

+ d.i,i, t Qyi, {L', Lo)) , (11)

где, напомпнаем, j' . j' _ концы корневого ребра €о , ш для всякого ýer:

I;(S) =

0,Le$,
t, Ll S .

Вычшспения величин О , Ojr j"(Lt2L;) " Цrj"(L,, Lъ) по

рекуррентньм формулам (8)-(rr) выполняются в порядке, определяемом Еуме-

рациеR d , т.е. начинать следует . 0J, 1r(L1, L) номером узла

е = (jt, jl.) , раЕным 3п- 5, эатем перейтrr - Qj, j"(Lr, L?) с

6{.1 ) = 3п- б и т.д. Последllеf, вычисляется величпя" О . Эта процедура

составляет перыfi этап алгоритv.ч ft .

На втором эгапе покошrонентно в порядке воэрастанпя номеров уэлов де_

рева .D (G) и. ,rо*..*. J, строптся искомое допустимое реlление

л'= (сfu1) задачп ПС.

Шаг О. Полагаем Jt = х 'tj', j'$. н.*ол",
достигаются миниrчfумы в соотношении (11), и полагаем

L' , aО , на которых

r?i,=X|,jo=!,
номебом б огыски-шв" L(fr->l\. Для jrJl смпнимальным

ваем i € L на котором достигается минимум в соогнощенин (1О), где уэел

е = (jr, j) _ предлествующиR уэrtу j в перев" D(G) . Полагаем

.1с'f,= t, Jlrt = Jt\{j} . В"* Х2rr # Ф, rо переходшм к выполне-

""J r""" t + l, в противном сJтучае этап закончен.

Фrевидно, что трудоемкость построенного алгорптма определяется трудо-

емJ(осгью перого этапа. Послешяя с учетом того, что дер€во D rc) шмеет

3п - 5 уэлов. оценивается величипоfi 0(mВП) . Такшм образом, аJгоритм

Л находит допусгимое решенпе Дr эадачи ПО за время 00ПЕП). Лп"

П3РС, BBrrщl того, что необходпмо вычислять матрицу кратчаfiшlих расстояншft

@ i| r суммарная трудоемкость оценивается вешчпной 0 hh) .
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4. Оптимаrъность. Форlrулировки лемм

Наша цель в даJънеfiшем _ доказательство слеryющей теоремь]:

Т е о р е м а 2. Допустимое решение .f а . найленное аJlгоритмомJt,
_ оптимаJlьно.

В этом разделе мы форr,rуrrлруем леммы L u 2, очевидным следствием ко-

торых она является, а такх(е лемму 3, пежаIJryю в основе докаэательствб л€м_

мы 2. Справедrrивость утвер)<Дения первоfi леммы ясна иэ описания второго эта-

па алгоритма. Докаэатеrьства лемм 2 и 3 булут приведены в следующем раэде-

ле.

Лемма 1. F(ла)4Q. 
с

Л е м м а 2. Для любой индrвидуаrrьноfi задачи Ре П- справедли-

во 0=ф.
Формуrпrровке утверждения леммы 3 предлоlшлем несколько определениf,.

НаборувеrпrчинQ., Qj,jr.(Ll,Lt) " 0j, 1"Gt,Li поставим

в соответствие наборвелшчинф, фj, jr(Lr, Lr) " фtrjr(LrrLl) ,

имеющпх достаточно прозрачныfi содержатеrrьный смысл. Веrвrчина ф, по опре-

делению (5), есть оптимум индивидуаrьной эаддчи Ре ПС. Величины

Фj, j"( l 1, 01 ) и ф'i, j 
"(L 

t, L ) определим сосугветстъенно как

оптимумЫ индllвидуаJrьЯых эадаЧ Pj, j"(Lt, Lt) n Ptj, irOt, Ll) r*n
торые имеют следуюший вид:

(!'
ф. .,
' Jilt'

(i,, i.) = mLпГ|')rсt,,L2;L) = tnLtL.E cбci(tl ,Lil {:ffl tikr

- 
Д -fu, dtфtL({it, ie} , I j,,j.}) rrr ,

,rZ, 
*rk= L , lL, W!j' ,

аше!о,tr, LeI, L.W!),

'-(j,, j)eE, jeEP),
W, - (|(е) П J) u ljt, j Ll ,
W!= ФWПl)Utjt, j2'

где
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/iд (S, Т) -
О, если i е S, Ке Т,
1,если К*Т,
L -впротшвномсrryчае

для лtобьк

3адачам

L>ЕС;+Z Е d;".
ieI ' iel lcJ 9^

SEI, Тс J.
Pj,j,,tL,,,L11 " Pj,

, irOt, L) огвечают соответственно под-

, порожденные множеетвамll Wc " Wj ,

Piri 
"0t, 

Li, Pt, i ъ(L,, L) е П .

гр.Оы G(И/с) " GМ! грфа @

с учетом этого мо)|(но считать, что

Л е м м а S. Пусть Ре П. При любьш € -Qt, jl)eE " jеrG'
справедIивы следуюtцпе утвержденпя:

1а) Фj,i"(L,,Li а Qj, ir(Ll,L);
2а) фj, i"G, , L) . aJ, i"0l , L) ;

1б) есш Pj, j"(Lr, L2)еПС , то Ф.,rir(Lt,i,r)=oj, 1.(LtrL);
2б) есrш Pj,1"0,, L) е П G , ,о фlriJL,,L)=Q'irir(Ll,L).

5. Доказатеrъства леr"п,r 2 и 3

Мы начинаем с докаэатеJьсгва леммы 3, поскоrъку, как lvФt }rвидшм ддлее.

лемма 2 есть следствие 9гого уmерждения.

Дока эа тельств о леммы3 провелемпндrкпяей поубьванию

номеров узлов дерева D(C) с базоfi в узrrе llm- С4- tji, jPe Е "
максllмаJIьным номером 3п - 5. Очевидяо, что r(е'П)зФ. т.е. We
= | jr , jrl и, следовательно,

Фii 
iг(L|, 

L) - Qjf iгG,,L) - О

при лrобых L, , Lr, е f . Такшм образом, справедrrtвость соотвgгсIвуюlлrrх ба_

эшсных утверlклениfi 1а и 1б устarfiовлена.

Препrrолоlкrrм, что утверкдения лемDбt докаэаны для всех уэлов дерева

D (С) с номерамп, боrъlлrrr.оr л . Покажем, что тогда онп справедлЕы дrlя

уша [/€V сномером аФ)=l.
Сrrччай 1: lr - С= (jr, j") е е . На оснсваншr инryктшвного предположе-

ния tl ввпду (9) шеем

фi, 
i r{L r,' ) r 

rЕ rr| 
j, 

i rG t, 
L 21 r rl r.raji, i lL,, L ) С Qi, 

i r( L,, L 2 ),



так что утвёрrценпе 1а докаэано. Пусть теперь

Pj, jr0,, i2) е П С

ш С+ - связное оптllмальное решенпе Piri^O1rL) . Обоэначпм череэ

L'j подмrтрrоýl !}, образванную cTorбua'll tlз мложества W!, i eXrc) .

Принимая во внпмлше свяэность f,t, имеем

,Z*"r*j, 
jr(L,,L) > Фi,irLl,L) = Fi, irGl, L21 t*) =

= E;j, jr(L,, Lzi П'j )' 
r\r"r*j, ir(L1, L) 1

L2 ААДгеев

так что в rтобом из ,гих соотноrленltй энак неравенсгъа можно заменпть ва знак

равенства и, в частности,

,!rrrr' 
j, j r(L,, L 

" 
; r'j )=r},.,*/, ; 

"(L 
1, L )

для всех

вмеют связнь]е оптflмаrъные решевшя, т.е.

для всех 1eE@l r в данном сJIучае шмеем равенства

Отсюда, поскоJrьку по определенпю

а поско,ьку б (j' > 14
иllдукцlftl.

Поэтому, учllтьвая вышескаэаlоlое,

F!, i Ji,, L1; r'), Фj, r rtL,, 
i 
")

F!,iJL,,Lr; L,) = Фj,rr(L,,Lr)

j е EG) . Следовательно, задачп

P.j, ir0,, Li , j е EG) t

Р|, i JL,, 
L"y е п" ,

дrи всех jeE{el . то, согл8сно прешIоложению

Фj, r"rt,, Lb) =aiiJa,,Lr), j е tG) .

Фi, 
i r0 t,i; =r}o.rP;i j 

"0,,'.' Ёп,О 
ij, 

i .0,, L ъ) = Qj, 
i r0,, L ъ),

lt тем самым утверх(дение 1б такr(е докаэахо.

Сrrччаfi2: У= jetlc) , e=(jr,jr,) . Огlиетlм;что 6(jдrj)>
>- б qt - l, К = trL . С учетом }того эаме.lrlнпя утверждеЕпе 2а вы-



3адача раэмещения на сетп 13

текает пз предлолоrкения пндукц}lи, (1О) rr очевишого неравенства

Ф/, jr(t,, ia) с Ф;,1(ir, i) * фj"j(L", L) t cia,lЦLlt Ly}) + d,ii

шrяrцобого iel

Обоэначим череэ Xrt п 
'l2 

подматрицы матрицы f,, 
l, составленяые из

столбцов, прrtнадлеrкащпх мпожеегвам Wtjr, j) И WUr, j) соответст-

веrшо. Учитьвая свяэвость L* , имеем

i

фi, jr(Lr,Ll) = F j, iJL,,L2 ; r-*) =

, Fi,i(Ll,L,r't)* Fjrj(L",L,r*2.)+ Clzi({L1, ir}) * d,Lj r-

. Фj, j (Ц , L) r Фj, j(Ll,, L) + Сt а,LЦLr, L"|) r drj ,- Фij, irФt, L) ,

"д" i е I такой. что 
"rj. '. 

Такпм образом, все неравенстъа, фигурпру-

ющпе в прrведенной цепочке соотнощениfi, можно эаменить на равенства. Отсюда,

в частности. сле.ryет, что

Fi*iФцrLrr*К)= ФJ" j&x,O, К= !,2 ,

. Убедимся в справедливости утверr(дения 26 .

, и trt - связное оптпмаJIьное рецJение этоRPjrlr&r,i") е ПС

т.е. эадачli Р1*; (iд

илll, что то ,ке самое,

,rу"r, С' , i' е I
вое оптимаrьное рещение

Pj, j. CLi L9 е ПС

Пусть

эаддчи.

. Тогда Д* - съяз-

и, следовательно,

леммы 3 rr ввилу со_

,L) обладают свяalньtми оптимаJIьньlм" рar"*r"* .EtK

Pir i'ix,i)eПc , к= !,2 Согласно предrrолох(е_

нпю индукцшп. это означает, что

Pj"j(i*, i) = Q;*;(lK,L), к= |t2 .

Следоватеrпrно, принимая во внимание (1О),

Фj,irФl,L). aj, i"Ot, L),
что совместно с ранее докаэсrнным утвержденшем 2а и влечет требуемое.

Д ок а за т ел ь с т в о леr,rr.лы 2. Пусть Ре ПС " Х* - съяэ-

ное оптимальное рецrенпе эадачи Р. Поскоlъку Q > Ф слеryет шз леr*tмы 1,

нам осгаегся установить прсrгшвопоrrожпое неравенство О С ф . Деfiствитеrпrно,

такпе, что a|,j, - r|,i" ' !
эадачп Pi,iili', L')-
. Согласно утъерждению 2в

отношенпя ( 11 ) oтсюда следует

Ф - F(Д*) = C;l + di,i, Ci, X.i,Qtl1+ dioi, t Fi,iilL', L', L*) >
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> Cit t dylt + Ci, ti,(L'!)+ d,yil r фj, j. (L', in| -
- Су + dyit + Cio Xio aL'D +d,yil t Oj,jr(L', L") > Q 7

что и требовалось показать.

6. Сложность эадачш размещения с матрrцеfi,

связной относительно последФатеJъно-параллельного грфа

В этом раэделе мы исследуем естественно воэникаlощиfi вопрос о сло)a<но-

сти простеf,шеR эадачи размещенпя с матричей транспоргных затрат, связноft от-

носитеJьно последоватеrrьно-пбраллельного грфа. Прежле всего нлlомним опре-

деленпе IOJ.
Бупем говорить, что матрица @rjl, i е I , j" J.1 свяэн8 относп-

тельно графа d=(JrE), есrпr дпя вся*оfi парь, L1, Lae I наfiдется разбш-

ение (71 , 7z) множесгва 1 такое, что полграфы С О|) " GQ) ,

порокдеrlные j, u JL. свяэны и, кроме того,

dtrj Э dLLj для всех j.7, ,

( dLj
на.

Д о к а э а т е л ь с тв о. Покажем, чток даняой эадаче сводятся

заtlача (1)-(4) в общей постановке. Действитеrьно, преобразуем эадачу (1)-

dt"j ' dt, j дlя всех j. t".

Т еорема 3. Простейчlаязадача раэмещенхя (1)-(4) сматрицеП

), свяэноfi относитеrьно последоватеJьно-паралrrеJIьного графа, NР -труд-

-(а) с произвоrъной матршrеп td1 ) в эадачу следуюlцего вtца:

mLп (ZrcLaL+ Ё Ёr, 
d'ii rц ) ,

сi'с; =!, jex'l

0Ar-ij.Ij,LeI,j.J',

rtlrlj e|O,1|, ieI, jr7',

где X'=XUtjtljrI ,

0 ,.сr," jf J ,

dij , если je f,
a!j t
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PaccMoTprrM грф G =(1'rЕ) с множеством ребер

E=l(jt,j ), jellu{(j",j): jeJ}
Очевцдно, что грф
матрица (d't j.)

и положим

G последоватеJьно-параллеJIьный. Остается проверитьrчто

связна относитеJIьно этого графа. Действитеrъно, возьмем

произвоJIьные L|,LLeI L|# LL,

Jr= {j.7 : diri " dL"j l , J^= Jr 7, .

Имеем: ( 7rUlj tr, gLU lj Li ) _ раэбиеяие

ф. G OOt u {j tI) " G (XzU tJ r_l)
убедиться.

J' " пороrкленные подгрфы гра_

связны, D чем и требовалось

7. 3акrпочительные эамечания

1. Понятия дерqва ш 2:переа могут быть поrонены спецшализациеfi более

общего понятия Р -перева. Граф G наэьваgгся t} _перевом, если вьЕlоrrпя-

ется одно пэ следующих дЕух услФпfi:
(1) 6 _ пошьй грф на q верuJпнах, ,... К1..
(2) В графе G существует вершпна а такая, что множество смеж_

ных с неЁ верlлIн обраэует Ц1, " такая, что удаление этоfi верщины со

всеми шlцидентными еЙ ребраr,шrrпрЕодит к !. -лереву.

Грф наэьвается часгичным fl _леревом, есJIи он может быть поФFIен шз

f, -лепева удалением некоторьв ребер.

В [rZJ разработан мегод посгроения аJIгоритмов лrrнейноП тпlдоемкости

для рецrения ряда N Р -трудных эаIlач на частr.rны,х N, -леревьях при фиксrrро-

валных 9 . Этoт мегод, как нетфдно эаметить, не применим к П3РС. С лryгоfi

стороны, легко видеть, что рек}rррентные соогноlцения, лежаlцl{е в основе постро_

енцого выше аJrгорtlтма рещенtlя эqдаtrп раэмещения на частпчном 2-дереве ( по-

следовательно-параJuIеrьном графе), естесгвенно обобщаися на сJтучап частичных

N -леревьев. Это прrводит к семеRству алгоритмов трудоемкости 0 (П9't П)
для классов {, -леRевьев. В частности. дrDя ПЗrc на } -лереве попучаем алго_

ритм трудоелr*о*" 0(П9'L) .

2. В [lЗJ покаэапо, что задача поиска минпмального g . пw когором

эадаrrнМ грф окаэьваегся частt{tlным {, -леревом. NР-трудна. Там же прел-

лагаегся аJгоритм трудоемкосг" 0(П'L'L) для речJения задачп распознава-

ния часгичвьц {, -леревьев при фиксшроанноwt (lr. 3адача распоэнаванпя

3-перева может быть решена алгоритмом тwдоемкостч 0(Пt,Оgа.П) [r+J.
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3. Из поrтученных реэультатов вытекает поrЕ|номиальная раэреlцимосгь эа_

лач о Р _tчtедиФrе и Р -rreHTpe на частиttньв fl, 
_леревьях при фиксrроанном ?.

Обоснванию этого утверждения булс.т посвяцена отдепьная работа.

Посrупила в ред._пзд. огдел

21 марта 199О г.
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