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I.Постановка эадачи

В нэстоящеt'( статье рассшатривается целевая Функция

fl*n) = ý(х,r.-. ,Хш) = 

' 

J(x;,x,.'), /l/
i.O

где перешенншми величинаraи являются парешетрш llr\.r... rXH r ПРИ-

надле:fiадо{е областлt
(L=Xo.<X1(...(Xrr(Xr+r*b. /Z/

Вгавится основвая 9адача I: при фиксированношI,J>0 наl'tти набор

лi.lх|,..., xi) , удовлетворяпщиft ограниченияu /2/, при Koтoppr. це-
левая Функция /I/ достuгает rtиниrryIа.

Далее, для любого tl'э /.!r.. . , Л' шt булеч наэшвать fL -оптишаль-

ншм наборх'.(л?rл!r.. . ,х:) , прш KoTopoli достигает своего шиви-
!Фlша целевая Функция 

в

ýtr,,.. j,x,.) = rfО,,Х;*,),
i=O

ГД€ Q_ э )(о {Х (...( Хп ( Хл*, = Ь .

lib булеш рассr.атривать класс только таких вадач, когда Функция

$ уловлетворяет условиD Глебова [ '] 
,' 

{(х,,Uа)* frи,л") - {(Ц,Йl - J(xl,xg) <о /з/
дJtя проиэвольнцх \rхzrчttчt(о<\<g,<ч.<ц<0 ) . При наличии сше-
iцанноГt проиэводноit от f это услоВие эквива.,tентно слелуDщецу

fir(*,9).<0 (а<х<у<Ь). /4/
Условие /3/ на первrrfi вагляд кахется очень сильнцu. 0днако опи-

сцваеrшit класс зядач наш представляется ваIнцц, так квк этоrry yc,,io-

вию удовлетворяет целшfi ряд задач нелинеfiного програr.Iпро""""" [ а]-
- [r] */, *onopre удается свести Е схеце динаIического програIr.иро-
вания.

Ьедеrr следrDщее обозначение для проиsвольнцх О' ,Ы(а<а-<ЪkЪ),

ý.(а'. Ь) - mirъ
(L'. Хб { Х1 t<...( |,л(tр.r. ý ittrr, х.... ) /5/

iзо
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Ицеет шесто рекуррентное соотноrцение:

S,.(a,g) = mtъ Гs^ -.(о,*) "fiх,у)]бLсr4 g

дJIя tL = 1,2,,. . rN , причеш So(a,x)= fiоrл) для всёх хе [сrЬ]
Польэуясь атиш рекУррентнцt{ соотношениец, t{olнo получить реше-

ние эадачи I, последовааельно решая |/ авдач для J1. l121.,,lЛ' . Прt{

этоц, как иэвестно ГlОl , следует продел9ть порядка fij|v|a операчиft

при па.tяти Attt{, "пjоJ(NМ)а операциlt при паr.яти(М_* Ш) . 3десь

П -цодЕlость g -""n", построенноfi на отревк" ГОrЬJ
В работе [ l] покеэано, что в с4учае вцполнения условия /З/ t,oc-

ледоватедьrо"-ть 
[So{arb}, fu =0l |tLr.,. } является шrлуклоfi . Этот инте-

pecшtl Факт полуiен TaKIe дJя BeKoTofrHx функциfrlUrч) частного
вида в работах [r] - [u] . В.Т.Дешентьев_цц [е] , ".ппишер, 

paccrraT-

ривалась функцпяJlх,уl=сlу>ГF(уl- F(х)] , гдес(r) и F(х) - не-

;iбнваще функчиr.При этоlr, как видНо, frl =-cirryl.Fi(x)< 0 . В рь
Ооте [ 2] покааана воэцоIность испольаовання вцrrукrости последова-
тельности шиниrryцов tr*(arb)J лrr" построения более эконоrrного ал-
горитltа.

в ý ? нвстоящеi работн докаэшвается ряд других свойств оптиriшь-
ншх решениfi аадачи I. В сдедrющеrr параграфе докавывается две вспо-
шогательнцв лемшц - об оценке трудсёчкости проце.ryрц вцчцсления оп-

ределенвоfi таблиt{н и об оценке функции вида

Lr,.!n (z;,, +6).
' Lз'

На основавии полученнЕх в ýý а и 3 фактов в ý 4 строится вцчис-
лителънцfi алгоритш А д!я решения ocHoBHofi эадачи I с существен-
но меньпёй трудоешсостьD по сревнениD с шетодоц динаr.ического прог-

раммировеншя. Теорешл I п 2 поэволяDт ушеньrrить количество операциfi

/К^ / пришерно " ffi раа, а теореrrц 3 - 4 сократить rtаuятъ./Пл/

до количества ячеек х(м* N) , так что

Кд = Nм€fзм, По ац+Д.

2. CBoficTBa оптrшальЕцх рещевиfi ocHoBнofi аадачи

týrсть ý" (ч) - некоторое рецение функциоцального ураввевия

гдеQ,t<' (gзЬ. . S,,(o,g) = So,,(o,0)+f(0,9) =t|o(O,ч), /6/

Иа вtrраrенuя /6/ следует, qто Jlл лDбrrч хе [oryJ'
S,L(а,у) < 9п6 rч). _ /?/

Иа определениfi ха uOпQ) непосредственно сле.ryет, что

Xt = 0а(х";*.'), L=tV . /s/
TEOPEIiA I. Пуст,ъ иавестно реtдение функционального уравнения ,/6./

,
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для одноlr из точек чьчz(о4и<у.сЬ) . Тогда наl'tдется рещение для

другоit точки такое, что

0 о(ч.)-r 0^ (и").
ДO}Ц3АТЕПЪСТЮ. Допустиlл противное. Тогда д.ltя любой пары реле-

ниП [0о(9l1, 0"(и.) } булеш ишеть

Oo(чJ.o,. (уr)< ч, <Ч". /9/
В случае,иэвестного 0пU) последЕее условие оэначает, что

долано вцполняться неравенство

5п(а,,чr) <yn\rцl) м, всехл сOп(ч). /ю/
Иэ уравненuя /6/ следует тоЕдество

5 n(o, ч,.) = 9^ @ n U), ц,) r J(0 п k),tl z) - t @ 
" 

U), Ч r),
откуда с поrrощьD /lO/ лолучаеш, что

'n(o,I1.)z 
S1@,цr) +Л0"(t/z), уr1- !@п(Uz), U,) =

= s о -, I Q, eй)i ; Г t r 
g 

" 
fu ,); йi ; j|0 

^ 
g.),ц,) - !( о 

"(ч.), и)1 .
Учитшвая /3/ ц /9/, окончательно получим

Sn(o, уr) > 9 n -, ( а,0 n (ч rl) * { Ь 
" 
Q), U) = 9о (а n (чr), Ц),

что противоречит условиD /7/. Отспда следует справедJtивость теоре-
лlш в расёшотренноra случае.

Аналогично пок8ашвается справедJIивость теорешц для случая иа-

вестного 0п(Уr) . в
ТЕOРЕ!|А 2. Гýrсть иавестны такие решения Функционального уравне-

нuя /6/ ддя проиавольнцх lhrч2(овчrзlrзЬ) что

0"(ч) <0п(ц).
Тогда наltдется такое решЪние функцtлонального уравнения /6/ мя

проиэводьноfi точки 7еth, чrJ , что

0о(9)е ГО"(ч,)rOоU)J.
ДО}Ц3АТЕ.'lЪСТЮ - от противного: rгусть лrсбое реrшение96(9)СГ0о(9r),

0"(ч.)] . Это BoэMoIHo лиць в двух случаях: I/0пЦz)<еп(ч)<чr..чr,
z/ 0п(Ф'0пЦ)ащ <U . При атош додIно Е.полняться неравенство:

Sп(о,U) < 9n(x, g) дJtя лDбого хеГ 0пU)r0"(ч")]. tlTt
Слвдуя приешу, приriененноlry прI4 доказательстве пре.ФIдущеfi тео-

реш{, с учетош /3/ п /Il/ ь первоrt случае получаеш

5р(аrч)=9п@"(чr), ч)+{(9 "(ur,)rчс)- t(0"(чr)rч)z SoИ, g) +

+ f (9" (9J, ч ) - fG 
" 

[цz), ! ),r, s n -, ( Q, О п 0 )) * t@ 
" 

(ц), у") = tl, (0 о0), ч r),
что противоречит успоылID /,l/.

Посrупая аншогичнцrr обраэоrr, во Bтopoll с.lцучее получи.ц, что

Sо(Qrч)> ?пР"fu)rчс) t что TaKIe противоречuт услоэtал /?/-
Остается предполоrить, что сJпцествует решение О"(У), прин9ддеrа-
отреэlry [0п(и), 0n.g.)J ... Теореха докаааца]
TEoPEriA 3. Дпя проиавольного lL-оптr4ц8львого 

'rабораХ".(хiд.lr,..,хl)

щее

наiдется TaKofi (п+l) -оптиr.дльншtt набордП*'.аГ!х!'!,,.,tiii),что
парашетрш х|" чередrDтся с параIетрвш х! :

,
Чt

:

-



Ic4

ДОКАЗАТЕ[ЬСТЮ. Опрелэлиц для ааданного лL -оптшr.адьного набо-

ра л'L и проиэвольного(rе+/) -оптицшьного набораД"l таrcое IaK-
симаJьно воэмоIное число

rtz = ltj.(Xo, хо*'),
что 4. < Ul 4Xt.(.. . ( Urr. ( Х- (Чпq.

Срели всех наборов д"l неfiдется набор уО'l с
rTao= ПLОх п(хО, х"') = rt1(|nrч n").

Теорема будет ,"JJJ.I}", если покааать, что fflo=fu.

.]опустим обратное:

m'< fu . /lz/
Определим д.ля набора gП" такое число

t. 0(xn, Ч"'!),
что

Ли" ( 9по.r 1 Чmо.L 4,,. ( !no., 1 16,., < Чп.+с +f . /lS/
Из определения числа /?L следует, что t + f . PaccrroTpиI три воэ-

моанцх случая:.С.2, С-Orl> 3 .

I/ Тlри|-Q иа /lЗ/ Gлелует, что

. Хпо 1!.оrr(Чmrrу 1Х-r*1 .
Вшпиiцем тоIдество

. s а(а,0) + So.. (Q,fr ) = [s-r_, (4, х-о) . f( х,,,,, Х-...), 9 n_,,p..(x *.l, О)] +

t I sr.(а-, !," о, r) *ЦЧло*r rЧrЪz)+ S"--'.-, ( Ч.ъr, Ь)7 .
Зоспольаовавщись условиеrд /3/, получиl| соотнощение :

So(4,b)+s,..r(o.b) z f s,,,._.1Оrл,o.1 *f (х лоrр-,*g) t g,g-o,.-r(!,n*., Ь)]+
* [Sr,{a, 9rъr) 't(Чцъ, ,Ir.. .) + S,.-,"._. (tr -t, , 0)J =

{(Хrr...r^- ,, Уrо*r r, , . , Uо,r). ý(9.r.. . rUп..1rХбп.11". . ,Ir.j>9o ,.(ОrЬ)фпlq,5У,
0тсрда следует, что получен(rL+ /) -оптяrадьtшf, набор

Х 
П'{ 

=( Чt r,.., Ч a)l tХrrrо.аr...1trл)1
для которогоr.как нетрудно убедиться, 8начение чrtсrа nt совпqлает
с lt , что противоречит предполоIенпп /I2/. Следовательво, сrучаl
t= 2 невозшоrен.

?/ В случае 2=0

Ч6, €Хбо ( Xn'+r (Uпс+l
и по аналогии с предддущ{ll получиll

S,.(аr0)*9о*,rаrЬ)=fý",_.(а,Х,,,,)*J(Х..r)(61с.4) + Sп-пr,_r (Х,.--.r 0)] +

*[ý,7_.(4rY.J-J(_grj, U6,91) +9п-п,^(UrчrrЬ)f >rfSr.-l(a,y,r.)*Цhrlor.r)+
týn-,"o_.(xrn*rOil*[Sn._"(оrхo.,)*t(хr.rgп,.r)r5"_*(ч*..,Ь;}q&rЬ)ý.(в,ь),
откуда слелует (п+t)- оптlrlадьность набора

X'-.(lr. .,.r|lзrSп"п. ., Чir.r'|,

причец

, m(х"rх"')т ftL' ,
что противоречит r.aкctlarbнocтI чIсIа ltc . Tarrrr обраеоr, сrJrчеl
t"0 так]е невоацоrен

З/ Мя|.J вшпиrпеr тоtдество
Sr, ( О, 0)+ So.. (о 

, Ь). ГS,r._r(OrI-.) rJ(х, ?rх п,,rl) + 5*6о_1(I р ..1, b)f +

-
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*[S-,*-l(0,9r.*ea) *!(Ч,*.е.zrЧ^r,_,1-$(9,,* с.llЧпц)* 9о--цr(Чп,*r,,Ь)J. /',s/
Иа /1З/ и /З/ имеем:

f(X rr, Х,"о*. ) * {(Ч л'.о - r, а n"o, 
") 

>, {(Ъ -r, 9-..с) + J ( Ч п.+ l. ! l I m o.t) l
f (X rq g-о.,) * |(Ч ** е е, Ч пъ с - r') Z t (Х по,Ч,.л. е - ) + {(Ч.о. 1 -g rЧ -о. g,),

Слошив эти неравенства, получим

r( Х-о, X ro*r) * { (Ч,*t 
е _е rUпч е) * I(9 r,p, е - t s 9 е, е) >.

7, КХ,*, Ч-о*, _ r) *t(a r* * е _э, Ч.ъ r) +{ (9.. 
* r. - r, Х -,*., ) .

Наконец, uв /14/ и последвего неравенства cJteлyeт, что

S o(Q,!) + So t, (c', Ь1 >, fg n _, {а, х -,) + j (х 
^о, 

tJ n *g - r) r ý (ч n * l -t, Х n о* r) +

f n -,n.-. (Х,n 1 r, Ь)] * ГS- .а 
- r(О rU 4* 2 _ 

") 
4 Q пц 2 о, 9-t ! ) 

+ So _ r,_ ц, ( 9n 4, b)J'
=fX'r...rx-r, Чno+g-tt|motll.. ., Хr.) €(И r...r 9r. с-.эЧпс+сs,.. l9orr)rrSnrr(Orb).Sr(ar0).
Получев (rt+ .t) -оптимальншft набор

ХП*l = (|t r,,., Х цпо rЧ6r+ l _f lXmo+l l,.,, Xn)

с числом пл(хПrхОt9.пzmО, что противоречит условиD максиDiвJrьности

Теореша докавана.
Из Форrrулш /В/ п теоре!iш 3 непосредственно вцтекает
СJIЕДСТВИЕ I. При иэвестноl, 11 -оптимальном наборе(хfх?r..,rх|*)

существует такое решение Ва*r(Ь) Функционального урsвнения

чть ро., (ý) с г х|, о1"' !a,D = s^(a, Ф r { (0, Ь)= 9Q -, F, ь),

БОлее того, для каадого Функционального уравнения
sr(a, xf) = 9;(0, хО;), i = f|п,

существует реrшеfiие

O,(xi)e Гx]._,,xiJ.
ТЕOРШЛА 4. Пусть(х7rхgr..., ха) - lL - оптимальвшft набор.Тог-

да для tункционального уравнения

S;(Q,х)=Sr- ,(a,O)tf(Orx)= 9i(O,x), i.|7п l
где Х -проиавольная точка иа отреэка ГХ;,Х;а1] , наitлется реше-

|ние 0; ( Х) принадлещаще" оrр".*у fХ;-., Xi ]
ДOКАЗАТЕ.'IЬСТЮ. Согласво следствию I сущестдует

принадлешащее отрезку Гх;_r rх; J , при этом согласно
Но тогда сJпцествуют такие 0,(xt) и О;(r;*r) 1 что

0;(х;) < 0, (х; *r),

рещение 8 0r)
/8/ lt =О;(х;.r) .

с

ГOс{х,1,0;(х;*.)] g fx;_r,xt]. _
Отсюда согласно теорешЬ Z дulя проиавольного х€fх;.х;.lJ наftдэт-

ся рещение Ot(x)c[0;(xa)r0;(x;*)]G Гх;_., х'.i ] , откуда слеJýет
справедIивость теорелш 4.

ЗД[ЕЧДIИЕ. По4ученнце в этом параграфе реаультатц, как нетрудно

убедиться, ишеDт место и для дискретного вариаltта аадачи I;

s^' (0' M) = 
о. rоо.л Т.'.1^- ( пLx*l.N Гх^"П i*')'

L=o

t
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где /rli - целые Числа, i=П

3. Две вспоriогательные лерt&ýл

З. i. Пусть переrliеннше Х и U принимаФт эначения иэ отреэков
натураJIьного ряда:

х€х - l.,,2,...,p}, 9.Y= {r, 2,...,q|.
i{a декартовом проиэведенииfХf эалана веiцесгвенная ограничен-

ная сilизу функция 9U,Ч)
Ставится аадача: вычислить табличу r эначениlt функltии

Q(Ф = rrъiп g(х,ч)
леХ

для всех точек ч€ Y
в обцiем случае для рецения этоfi задачи потребовалось быр9 опе-

рациit вшчисления Функции 9Вr^Ч) "-g ячеек памяти ,/для хранения
таблиrпJ 7= [ 9(ч), a = |,2r...,ql'.

Обоавачим череа @, рецение Функционального уравнения
Qtу'l-- 9Р,ч),0еХ. /l5/

Пусть Функция р iловлетворяет следуDцlим двум условиям:
Io. Если известно решение Функциональнсiго -уравнения,/|5/ для

одного иэ двух элементов иr9z (ч, < ч.) , то наГtдется такое решение

для другого элемента, что 0g, < 0у"
2О. Если 0чr r Йчr(аt <!J) , то для проиэвольного9€ Гчr,чr] Hart-

дется решение 0уеГOgrrOу.J . Тогда справедлива след,Dщая

l ЛЕММА I. Для вшчисления всех элементов таблицш Т требуется не

| боr""l
| (р- l)(l + t lQzQJ)*?Q*)

|операчиit при памяти ъQ ячеек.
ДOМЗАТЕЛЬСТЕD. Покалеш, t|To рассматрDlваеirая эдесь аадача моает

бшть решена с помощьD описанного нике алгорltтriе В ,трудоппrкость котс-

рого согласуется с утверrдение!! леммц.

введем обоаначения:
р=Г h^ о7 ;i<y

'( 
-ЙоuЪр шага алгфитrrа В , k= ljn+l ;

Д"=2n-k*l ;

о"=Г*],
LK -количество операциft, аатрачиваеuое на k -ш.щаге;

l"+t

ц= Гr-*;
kэ{

Y" = [ чэ ч=-Ак (mOdAK_r),9eY}.

- оаначает цел]rD часть числа

,э
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Нетрулно прсверить, 1i:,o

,= [jчл , lY*,l= R*- Q*_,,
trr

На первоiи :даге злгорr:тма 0 , i)qiлая j/равt!ение /l5/ для ч=L, ,

uаЦдем бlсшение 04, . При этом ttеобходимс переОрать L, =Р эначениii
Функцилi Р(х, Дr) . Запоr,iним эначенrо Obl в Дl -ft ячеfiке та5лitцr,iТ.

.Щоп1 етил.l, tiтo в i)еэультате k ,лагов(Кg Л) таблича Т в точках

9 = Дк ,2 д",... , RлА* / t6/
заполн4)на аначенп.яttl,: ý9 Taкi1ilii{, чт()

У-< 00* a 0rо* ( . ., s'Oд*д*-(Р.
На (ft+{) -i: .лаге слгорttтN!а нахс,цим эначения 09 для 9€ Y**, . 3

_ силу конструкцйii i,.Ecý.:,cTB {h } .o""e'Ti,: убY**, черед},ются с точ-
камп /i6/, пр!4 этошt

(s - /)д" <(as - l)ък*r ( Sдк, S= frQr..., lY**.l.
Вычliслл:t: количество оперэциl-r Lý"., , требjiемое для Еьlчисления

рецения 0g д,тя Ълемент,: g=(29-.t)Ъr,r€Yп*, Из услоЬиl-r I 
j - 2О.

следiет, чтэ этс реJjение i,:oxcT еыть trэ;':дэно :,1з С,уrtiiционеiьilогс ур)ё.в-
нения:

y(9,(?s-T)A**r) = mtrt qВ,GS-l)Дк*),
О"-,)о*<Х(09а*

причем 0g=1, Qr*,o*(P
0тсrэда следует, что

Li.' = 09д.- 019_11д"+ 1 .
'тогда

,-Lк+{ -

|Y"*,l lY"*rl

На пэследнем (r + l) -м шаге алrорит:чlа зillс;]ня]птся элементы таб-
лиllы Т с нече гrtшми ноrrерами. На вычисление множества всех решениГt

э9трачивается количество операцttfi
rl+l F+l п+! а.1

L=r r* =Ily*l * 
r(u,r",o*- 1) < q-[', -l)" (р-Цп+.ф +g.

K-l Е=1 К--/ Krl
Наконец, де.[ается ёuе q операциl"r для преобразованtlя та5лицы

решениft l0r, ч --y',2,...,qJ в искоlфID таблиrцу 7
Работа алгоритrrа В эакончена. Прй этом испольэовачо ? ячеек

памяти и эатрачено количество операцлtl't

К = L + q <(p-TI Гехr+1 + a)+/g .

. Лемма докаэана.
3.?. оценим максимальное эначевие функциL,L

п,,|
'F(Zr,,lz,'.,Z*) =Гr, arc(z r*r*6) , 2 >,2, /ft/

t=t

r t.:_, = r(n o*- 0(r_r,o**{)=lY**. lnOtv*.,}o*- /.
S-l ýs,
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ЛЕlrШtА ?. ldаксиlryм Функции / i? / г.ри 1r.2 rё r, l,(Z,,z r,...,z.-)e Do(c)

удов.[етворяет соотношению

в оýластi,t Dn (С) , определяемоI-r условияt:и
[rLl

{ ) zt = c\z;,,Ol ,=mI .ta)
Здесь б - константа, не меньщая I.
0боэначим

qftG) = lПОI F (ZrrZr,...,Z n)=F(z r*rZ !,
lD"/c)}

справедлива следrDщая

.(ry*6)',

,zi).

0,15 с tnc ,6) < q.(с) < с lrъ(f, *6| .
/ lB/

ДОКАЭАТЕЛЬСТЮ. Нихняя оценка получается сраэу, если полоцить

[ О д!" iBrc-1,
Zi,- | Ql5c для i=п-|l

L qZflс *" i=tъ.
Докахем верхнDю оценку. Вцпишем очевидное соотношение:

у^(с) < <yto() * z ! [rc б = lп[G i * ýl'i 1z{ * ý)'i. . . ( z i ..6)ei,l бzi;
Воспольэов9вшись Teopeurofi о среднец геометрическош и среднеrr

ариФметиче"*о" IIl] , полччим неравенство:

'* -#
1zi - bl'i.. (zj *6)'x-,6'fr <

z,*(z|+ 6) * . . .* z|_,(z| t ё)+ziб ...+zI

zri'+zr*+...tzf,

ь*
2Lз +zf;_rz| *$сz|z| + z

(
+

с
где

б"(С) =,T4r . (Lrz"*Zr7r+. .. +Z n_nzn)
{рл(сl}

Таким обраэом,

чoG).. cr"(ff -а)
и утвер:{дение /lE/ будет докаэано, если мы пока)Еем, что для;[2,N

о"о= { . /rc/
3alteTliM прекде всего, что при всех 1ц>.I

6лrc). ff . /zc/
.I[еltствительно, полагая

0,5с дlцg [<2,
0 лля i>2

получим оченку /ZO/.
Г.лtя пэ} ишеем

сё-

бg(С). mаХ (zFz+z}b) =,_ m?х G,+z)zе="л!, ?,rr=€.(о=t'.|DЕ(Ф' (Z t+Z)+22эg z.+zz-c



..,

0б однош классе задач елинеrl ного пDогDаliuиDовЕlния то9

Мя п<Ц форцула /l9/, а следовательно, и утверIдение /I8/ до-

бпlС1= mох (ZrZ"+ ...+Zп.Zo+1z,).
{олtсl}

0чеви.цно,

6.r,c7.,,6.rc),,i .
/2I/

Мя п=! получим:

6 r{С) = .^о^ Yz,z r+ z.| r+z у Z ц + z цz ) з mо х, (z 1 
+ z flz r+ц). Dlax t, 2, = { .

{a"iCY (z,+ф)+(zr+z").с 2,+2z=C

/22/
YlB /2I/ и /22/ слелует, что для а=4 Форlryла /lg/ выполняется.
Допустим, что форлryле /19/ справедлива для проиавольного целого

п>rЦ , Покахем, что тогда она выполняется и лля (п+t)
týlсть G о *, (С) 

= z ro z ! +. . . +z lz ir, + Z !.*, z I
Предполошиt{, что все Zt"Ori--|V . Тогда, применяя метод liнo-

шителеlt Лагранrа, получиш, что точка (rfrzlr...rZoorr) удометворяет
сйстеме уравнениfi:

zf+z| = J,
Zi+zi=J,

/2з/
zf,*zi =1,

Z'nr,*Zf,=J

Просуммировав левше и правце части систецц /23/, получuч

,2сJL=7;i7, /z4/
Далэе Делаем тоЕдественвые преобразования ]

бn-rtc)-{1.iz! *ziz !*z!zo, + zo"Z!+. . .+z!z i,, +zonz|*r+zi,,zi + z"o,,z"r)=

-lГzr,(zi,,+z|) +zor(zi +zi)+ , . .+Z'n,r(1' zi )7 ,
откуда с учетом /2З/ u /24/ получuм

Предполоrение, что ziz0,, i--rfit
с неравеЕствоч /2О/.

0тсрда следуе1,,

ft>. Ч.

, привелс нас к противоречиD

что хотя бш один 
"э 7,' р"""н нулrс. В силу сиш-

метрии предполоr'шм, что z о
,Lb1 = 0 . Тогда

/25/ф*r(с) = ziz; +. ..+zo.-rz: < 6.G) =
е
ч,

t



IIо э.х. в

Иэ /2|/ ;i /25/ следует, что форlryлs /i9/ справёдлива дляrl>Q
и, следовательно, для всех ft>r2 .

Тем caIrщM лемма доказана.

4. Алгоритм А рещения ocHoBHofi аадачи и оценка трудоемкости

алгоритма

Иэ докаэанншх выше теорем и вспомогательнцх лемм следует воз_

мо8ность построения для реrления ocHoBHofi эадачи I оффективного вц-
числительного алгоритма fi , трудоеикость которого существенitо
меньше по сравнению с методом динамического програшширования.

Трудоемкость оценивается в предполошении, что на отреэкеГаrЬJ
пострсена е-сетьмощrостью Н , афункчия J определенавточках,
соответствуDuрtх уэлаш ý -сети.'fuя а - оптимального набора x^=(Xlr...rXr) введем следmпrytе

обозрачения:

Q, -число точек ý _сети, прина.,1леааlш4х отреаrу Г х;_rrх; ] ,t. lfil При этошr, оче.видно,
еg
Lg,,H +rL ,

Lё1

- упорядочевilыt't списов /таблица,/ эначениl't S;(@rx) , вшчDtс-

для узловшх точек t -сети, принадJIеIацих област"fХ;rХirr) i
- аналогичная таблиtiа для эaMKHyTolt областиГХ;rХ;*rJ l
_ совокупность таблич {т;, L=Or!r.,.rrcI i
- коJичество операциft, эатраченное для вшчисления твблиtsl

т;
ленных

l1

т,.
i
rь

,

kr. - количесгво операциl't, sатраqенное для заполнения таблицш
Тr. .

Под одноfi операцией при вцчислении, например, аначенuя5r@rц)еti
rш будем понимать совокупность деfiствиrl, состояпцrп из выборки НеКо-
торого эначения S;-,(arX) иэ cooтBeтcтBJmщeit таблицш, вцчисления
Функции f(xry) , сJtоlкения величин S._.(0rx) и{(Х,Ч) и сравне-
ния полученного реаультата с HeKoTopt{M числом.

0пишем алгорити fi и оценим количество операчиfi (д и пачять
Пд l ЭаТРачиВаемше для его работц.

на первош шаге определим решение Ф(ь) функционального уравне-
ния

s,(a.,b)= J(o, 0)* f(0, Ь), 0еГа, ЬJ.
Гещение ф(Ь) фаrстически есть I-оптишалЪкшй нвбор х/ . Очевид-

но, на его поиск эатрачlrваеася q4 операциfi
'Предполошим, что в реэультате 

'L 
цвгов алгоритrrа(l<L<N) поду-

qеН /L - оптимальtдlf,,набоР xn=(Xtr1er...rдr.) . .I[rя поиска(а+7) -оп-
тиrrаJIького набора х''"'=(ЧлrЧеl... rЦоr.) делается следуюциfi щагrсо-
стояциfi иэ двух этапов - построения таблиццfij и яахоrдения набора

k
l1



0б одном шассе аадач неливеfiного програrдrиDования III

xn'
пЕрЕй 9fДI начинеется с ааполЕения таблиццi,i.Fа"rlrх.[аrr,J}.

"" i]li; r;: 1;:"*i,*="П;о;r.,"л}r с овокупнос т ь таблиц 
{ 
Tj, Tj,. . .,i;-t

L<rЪ . Найдеrr таоличуi,!=Ist(a,g)r 9_е[х, , х;*. ]} . co"n"""o теоре-
rre 4 д.пя проиавольного уеfх;,Х;*rJ наfiдется такое реrпение фунпчи-
онального уревнения

S; (о,9)= sr-{ (4,0)+ }(0,91,
что В;(У)еГХ;_.,ХбJ_ . Отсрда следует, что для вцчисления лрбого
элешевта .габлицш ?f, ло"r"rочво Jлrе ичерцеf,ся таОличrr?j-l-|s;/а,х) ,

хеГх;_.,х,]} .
' Из теореш I и 2 вште{сает, что функция 9r(O.rц).9ьr(аrО) такова;

qто вцпоrвяDтся условия Io- аО вспоцогательноfi леr.rrц [ для аадачи
в}tчисления таОлиrrrr ?i . Отсрда сrедует, что

ki, < (g,- l[ 
QoQ i*, + l) + 2 9 r*,

При этом, ввиду того, что табrцtlц ?i' "?i пересекаDтся в

точке хд , вцчt{сление вначения s;(4rxt)€ ii эаканчиваеu в поелед-
нDD очередь.

I-it этап 1п+1) -го rцог8 ааканчивается вцчислениеш таОлишr?f
В реэультате будет получена табллца 76 аа количество операцrrfi

LL-
k,.=I k'n <Qi- Г [(g,- 

a)(Ч"9,n+l)*lq,,)J <

i-O i-{

ё-t
_(зм +Zrc * r(е, -а)ЧоQut<3Ц+2п+vfrQо,,@.l).
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На этом таблица Т^ мошет бшть эiбшта.
В реэультате количества операциЁt, равного

Lпr=Н 
+rc, /z?/

. c.r
(/t+/) -оптимальншft набордtr*{ наfiден полностью.. На 2-ш этапеN -го
цага алгоритма д мц получим решение эадачи I - л/ -оптимальншii
набор xi, минимиэируюшrit цеrевуп9 ФункциоS(х7rх2r,,. rХп)

Иэ описанtlя алгоритма следует, что для его работш ва каJпдом rца-

ге достаточно иметь память - }{ ячеек для последовательного хране-
ния совокупности таблиц {Tiri =Orl ,..,rrъ| и не более /V ячеек д.lя
хранения соответствуDцих /L,-оптиtiальных наборов, rL=,{rN

складывая количества операциit, эатрачиваемцх на кашдо},r щаге ал-
горитма, и учитывая /26/-/2l/, оtеним сверху cyrrмapнoe количество
операциt'I :

_Д ,i' fl

Кл=/Ч|+ 
[{u.*r* п- 04Ir",, -o-[P",' пчr- 1qr(Т- r)].
ftзL ,ct{ l'..g

=

-( Г{+

ДJ:::-л,) 
-(" - |[@,цtl,м. 2\ - tёj u* nrФ, - ffi )

0кончательно

где Къ<(НМфм)(/+ ол,),

таким обраэом, мошет ?lj "m"ffi"О"r"*r**
| твоглшl 5. Для решения эадачи I достаточно эатратить количество

|опегашпй К;*.Nlr|ЧzN и память/"|д не более(М+Л/) яtIеек.
3дlЕчАниЕ I. Трудоемкость алгоритма, ! rro*eт бшть еще уменьше-

на, если воспользоваться фактом чередования наборов дtr и хо*' :

о-хТ <х:*' <х|<... <xr-t rT.xl]'< X|.,<,..r^::i<x|,,=b. /zB/
Дегtствительно, из /ZB/ слецует, что пересечение таблиц Ti "?;-непусто, а именно:

lL+l lL T;ni;.,,I.,'o,x), хеГхj,'. ::r'])
еСЛИ X;.l < Xjtr . ТогДа для эаполнения таблицы достаточно вцчис_
лить только эначения S; (а, х) в обаасти Гхi.rrхiJ с tх.Т..rrх|j] J
при этолr,,рдэумеется, в памяти надо хранить одновреценно ооа наборg
хо ^хо*' т.". окономия tiltсла операциlt достигается здесь э8 счет

некоторого увеличения паrrяти / * на N .ячеек./.
ЗДIЕЧД{ИЕ 2. Если в процессе пЪиска небораХО*' о*"*"""", что

аначение tr;a*' совпало со аначениеri х|е х' ,(t< i < rъ) , то в силу
принципа оптиriальности r.orнo сраау полоrртьЛf*r=х} лrrя всех,1 . fi .
При этом еовокУпность таблиц lTirrTl,rr... ,ri;i.} п"р"",.."пывать так-
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Об одном классе задач нелинеfiного програrrшировавия JI3

Ie н9 надо, так rtaк она совпадает с совокупносгьD таблиц

tTi,Tj,... ,тУ } .

В заключение статьи считаD своим долгом вцраэцть признатель-
ность Н.И.Глебову аа постоянное внишание и поriощь при написании на-
стоящеft работш. ' .

Поступила в редакциlс iЗ.Ii.1969 г.
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