
стешц иli ик СССР 1969 г.

ов олtом спосовэ поисIц [циJIуч:IЕго рЕIIЕния д,Iя 0дhог0 }Uцссд лднOю-

экiтрЕшАлыL,лх 3Адч
D.Г.Стоян./Харьков/

f,{x) -fl(xr. Xa,i.., хл) >,0 , L- ift, /I/
и гладкая, ограниченная на Р , еслиiL ,коЕечно, Функция

,|((Х)= К(х,, хдr...rх-). /2/
Необходимо определить

mох К(Х) (mLп К(Х)). /з/xcD xe,D

В общем случае, если а,/ область ! не вшпукJIа или 6/ область}
вцпукJtа, а К(Х): XcD не вцпукла или условия а/ и б/ выполвяртся од-
HoвperreнHo, то такая эадача является цногоэкстреrrальвоfi. Если коли-
чество экстре!rумов досfаточЕо велико, то поиск наилучшего значения

функцииКЦ):хеD представляет серьеэнце трудности.- 
Проблеше поиска наилучшего рещения в случае, если количество

возмоIнцх экстремальншх решениrt достаточно велико и Функция /2/удов-
'летворяет определенншм требованиям, посвящена данная работа.

a, ,l
В работах L1,2J покааано, что если наltдется такая неп!rерцвЕая

строго t онотонная Функция Дr. = /rоlД1 , Koтopyto моIно представифь
в виде суммы:

з

[о(х) - Ё 9cr /4/
l, rl

гДе

Чi--
ц(Х;r.,.,,хllг ), если i < п- г,

Ц (X;r... rXi *n, Х7r.. . 1хl.р_r.lr"".о" i > п - r.,
то есть кеJшдая 9;(i= Р' _являе_тся ФУнкциеit от Г соседних переменных,

располошенншх циклически'jg;ld.f,Ъ) непрершвнц и огравичевш Haf) ,

F =O(ru 
tlrcl(r1= о(л'll)) , /6/

то приЕ+оо Функция распределения аначениfi функчииК(Х):Х€D схо-
дится к нормальноlt.

Булем различать локальнце и отвосительнце лотальнце экстреrryиц.
В дальнеfiщем, говоря экстреlryrr, булем повимать локальншl't экстреrryш,
а если относительнrrlt экстре}4ум, то - оr"Ъ"ra"льнц}-t локальнцit экст-
реlryш.

Под случаltноfi вшборкоft объеце rL одного аначения Ф.ункции К(х)
в точке Х , в KoTopofi достrrгается экстрецуr,t или относительныlt экст-
реrVшl бу.reш понимать экстрешsльное значение ФункцииК(I):ХСD np"

/5/

a
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условии, что

Fr(д) = l-| Fr,tл;l ,
ilr /'|/

"д" Г- Е(F.rХrr.;., Ъ), F, (Х) - Функчия распределения.
Такшlд образоЙ, всеГе.D обрааувт некоторое подIЕоIествоQсD

и такое, что во всех его точках F(K(X)) соответствупт Р()r) ,гле
к(х) < к(х)

псдц иа f случаilншх вшборок бrrло получено {, аначавиfi функции
К(Х) ( K(J()', то статtdстшческJrD Функчип распределения эначенпft

К(Х) оооэвачиш Fl(К(I))
Предполоrив, что Оувкшшя К(Х) удометваряет условияll /4-6/ п,

Kporie того, числоl*оа всех экстреIапьнцх вначениfi ФУвкции К(Х) на

D приrъ+оо , то соглесно цевтраrьноfi статистическоfi.lеореше[.3]
поJrучиu, что:

Р[sцр lГ*tкtХ)) - F(кtхl) l*0 f -t , /в/
-о <t<o

где F(К(Х)) -Функция распрелеления веех вначевиft фувкцииК(Х):ХеР. ,

то есть функцшя Ft(K(X)) с верояткостьп l paBHoirepHo по К(Х)
сходится к норrrальноrry эакону распределения.

фсть распределенuе F1 (К(Т)) с точностьD до двух tol|€EToB хв-
рактериэуется rl - l.атеIатшческиl. оrидавиец'пф - дисперсиеfi.

Обовначиц чхсло экстреrryr.ов rР5rвщдр Д[Х):Хе.D через Cr l а от-
носительннх экстреlry"ов - t7 i очевплдо, чтQf,. Q+ ё* .

фдеш полагать, чт9Х€ Cl u(t-в п!пlt,+со,.
IaK кеш 4'о(к) - фувкция строго цшотоЁвая, то векторЕое про-

иаведение будет:

Гgпa:а K(x),gt ad.Дa(x)J - 0. /:!
Поэтоlry в дальнейшец будеll рассцатрхвать фrнкцl.tэ Ё"tх) вшесто к.(х).

Согласно /4/ пuееу:

аJt *ц) =I #, j-l-*-
lL

т
/ю/

.Д. a

отк.уда, учхтцвая /5/, поrучлrr: ' ,

gп od lb лlJл= (# - Р, .,, -У.'Jr* (#- * -#....ffir..
*...*(Р+...+ ffir,+.. .+ (#- . ..* ff)c*, /l|/

rдеСлltаl...rСо - сшстеIа едrrццчнцх векторов р а -Iepнor. BeKTopHor.,

пространстве, то ееть каIдая_составrяDщая 9Поd hn(X) cocтolrт не
боrее чеш иэF+ / слагаеrlого r эависtt, не более чеr от?л+/ пэреrев-
ноft.

обоэначиш состаЕfяDry]а gПаd h^(Xl. череэ 9tft - i7,\ ;

?nodPz"Ц)-9rtr+cl2r€.+...+tpnt*. /lz/
Iýrсть в точке X'c.D достrrгается (hrнщrсl К(F') - Д рексtреlryш.

-D



Об одноч способе поf,ска DеIпе вия вз

a

Назовем экстре}4ум До исходнцt, а точку Д-о - исходноfi.
Так Ёак lnodlzr(I)=0 , то 9t -O(L=lV) .

Иашенив произвольншм, обрааош эначение только координатц xj в

исходноft точке f,o , получиll точку Xji ; в общеш случае

?Fodftfu(x,j) - о.
На основанпч /!1.12/ в точке ХОоl не болеg чеч|rl+! фувкция

tft,+ 0(k t - j - 9'r r.,.jr...jrS?is + S| < 2 п, а осталь нuе ru-2 п - t функций
qi - 0 , так как ови Ее завrtсят от К;.

Тогда, очевидно, найдется такое Ll- 0 , что будет:

h"ц?)- h.о(хО!+1,grdh.аUОllrД*(Х'j), /в/
в реаультате'чего иашенят св'оп эначения не более чеш{л+ / неаави_
сиrrая перемецная Xr. (k, 

= j - Si, ,. .ri,...,s.l-i; sjtS? < 2у .

Тогда после l7!.1 I!агов tr(' = |:q,) шаше.вят свои вначения не
болеелчеч .?г.9r. t неаависrt'rая пере"енная Xr,(! - j-{r'..,Jr..., jr 92;
S'tS' < Цtrg), а остаrьпцеru-? n9r- t будут ишеть те re аначевия,
что }t в точке Ге п

. где xoi _ точка lk"TH;"**]]]_ 3., "о, /I4/

Отвосительно rдагов *r(У - Г|1) а1Д"r предпоIагать, что двиIе-
нше ./сrryск/ всегда осJrщствляется к "блtrrаЕвrry" эrвтреrryrцr, то ,

- есть к Torry, в аоне "притяlенпя" которого нахолIдась вачадьвеr точ-
*" Xj . Крохе того, будеш поJtагать, что велпqпцg шага вцбIреется
оптиIальво в сццсле скоростх двиIения к етоцу aкcтpelrylry.

, Иаrrеняя вцачения только одвоtt, переrrевноl Xl(i = Гп) , в исход-
Hoit точке f,o буryт поrученц акстреlryл. бунrчЙ f-(X), 1(€D и ,и:к

количество {| ( !,l , е приrt_.}е фдет СО,r*- , так как по пред-
полоtениD Ц* *' Согласно цеЕтреrьноft статистичэекоi теореце, raоIlго. скаэетьrчто
экстреIальше 8наченпя Функции t"(X) , полученцце таrшц обраэоr
ив }rсходвоlt точки То , буryп распределяться по вakorry, асишптоти-
ческtt сходящеrryся к норцальноlry:

IýcTb это расЕределев!е с точностьD до двух чоIевтов характерп-
вуетса r7ъ.JцатецатuческпI оаl{даяиец " О3 - дисперсиеfi

'rпшl{ 
I. Если qункцпя t"(Д), удовIетворяет условrяц /4-6/,

фrЬ, ПРИ lt+оо , ВСеqДа ЕlПОЛНЯеТСЯ НеРаВеЕСТЭО /l4/

" 6-о-l t+ Qgцltq ^ lQ,-ffi, # сЬсt,Ф(9),
/ 15/

где ("l(9) - rоеФФицшеЕт коррелячши icf, [ r J , ToOj<6 .
.Дрrrйшr сrоЕ!шl, дiсперсIя. Or' респределенпя локальшх aкcтpelry-

IoBr поJryqенщ, иs rсхолпоI товки IО , _Фув"цrr, f,о(Х) шеньше диспер-
сшь бf IцспределеЕпя всех JоЕаJьвцх оrстреlryцов при Еlполвенrи ус-
довпl леIlц.

,
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6.rt_ r
м,Так как всегде 9t >, l , ТО 2l ,ErL- /,.2о(ЁЬ) rOT-

*уо" 6,, l+ 2О(пЧ.т-. Пусть Q= t . Тогда в силу /ЪЭ/ Оулет:

^ tlgп-l
1t 20{оr'rу a

Так как после Qr дtагов и9Dдевяет свои аначеншя не более чеrr 2пgr+l

перемевн9я, оlп-О(п/q , то иа /16/,получпr,, uio после Qt rцагов

иэменяет свои эначевия не боrее чем Т lL переченная.
В исходноft точке ХО ""a""ru 

произвольншм обрааоrr аначение коор-

динатц хa, , причем li-jl ,, 2(гчrz* l) l где 
Qn < 9, ., что всегда

моано предполошить в силу пр2иэвольности вцбора f -го_индекса. В

еилу условий леишr I булем иuеть:

учитшвая /4/, /5/,'};lY:';',Y:';;)):f;","", 
/l7/

I 
L^u'i), А"tr,;71-1 

[ ,Е"r, J ,Г,r, |. 
* ' ,,,,

где |a^t^;;l 
- h"(y"\l=|,Ёi tF* ]l.*,

i-g,r, l ig ,l ,Jg{ lt

h^(x'i,)= Err-l Го, l-...- Гr, - Гr, ,
lэ1 tr.Еrп J y.tI|.F 1.L+q2п.. /l9/
i-q,,a-l i+Q,n .i+l"г ;;

ho(xi,). Lrr. t чt,..-l Гоrl* Г о, .
.r.' _ t.j-9,л |.y.i-9.1, J у.i+9зл+rL-|qll , i.|rfr,

в квадратншх скобках правшх частеit уравнениfi'/lS - ]9./ стоят те сла-
гаеriше, кgторше ишеют аначения, отличнше от вначениfi cooTBeTcTByD-
цOй слагаеrшх функци" h"(Х) в точке f,o

Иа /l9/ моано написать:

h"txoi,i' =''[,' о,- [ Ё ; l-...- Г Ё,'|- Ё u,,
lzl LyT1,. J LуI..9',п J pfirou /zo/

и,учитцвея /lB/, будеrr илеть:

|n"tx;jjl- t,{i"i;| =

i +Q,г i +qrг

Гrr- Г ,,
Ir!_ttt lз i+91l

i+ Q,t, i+grt,

Гr,-Гr,

/ 16/

/u/
<е.

yaj_{lF yti-Q2r

i +е,р

t-i-llrР
a+q.rl

Г Чt,
trd -Orl

bhi, hnly7,)- i,(I) = l f ,,
Lrfr," Г'r,]-

].-

Определим

дr.;. t;(xi'.)- До(Я") = [ Ёr,
blt ii = h лu";h - h n(1). ; ;:';';;, , tЪ ф, i j.lj. .

/z2/
{
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Всли боs. " 6|, - дисперсии распределениlt h.ВОl) " Ъ.Схi!r)
(i=й; i- t|rt), соответственно, то, как известно [n ] , парашетрн

6:, " 6|, булут определять распределения аначениit Аt; " blri ,

соответственно и, учитывая /22/, будет,.

6|о-63r.6;2. *2yбe,6c2q /zэ/
где Йlа - дисперсия распределевия значениft Ъltei(i=t7; l.tV) ,

Легко,ааметить, что если 6a t l Tof=@ , "r"до""rельно,
йо,7 бо,, и бo,"z ао" , откуда вштекает справедливость лемrдt I.

Таким обрааом, данная ле!iша будет справедлива при ,ч*"*6=Ёt{r)Фо
пока будут вцполняться неравеЕства:

боц' ео, , бо," 7 6оz.
как на практиЕе [ О] о*."""еется, что бо, = €о, , и, как иэвест-
lglltlЦ [r], ,о леrдма I справедлива, когдабz/
ЛВМ!Д 2. Если Фувкция hоВ) удовлетворяет условияu /4-6/, о6-

Так
HOl

ласть ! определяется системоfi неравенств:

|,(х)е сi

J. = | fi'trr....,Xd*n), еСЛЦ Lc2-r'c /Z4/JL 
I l, tЦ ",, ХrrХrr.",Ii*л-о), если Lz?-|,,

ц = tt1?. i l| -r rъ1

(L= trj) ,t.*oa 11риlL+а и выполняются неравенст-

вольннri обраэош только эначение коордиваты xj ис-
. В обцеш случае наfiдется вектор Z(X|/)-0 ".,а"

gJ,' распределения относительнtлх
экстреDryмов, полученншх иэ исходноft точки ТО ', бункции ft(fi) rjeнb-
ше дисперсип 62 распределения всех локальнцх экстрелryшов при вш-
полнении условиl't леммш.

Если в ,оrr*" Т9 достигается относительншfi экстреlryмftпfr?=До ,

то ве наltдется TaKolt 
""*rор[Э]Z(X')-Zttt+Zt|c*.,. +Zoeo *0, /z5/

чгобц одновреrrенно выполнялись строгие неравенства:
Gпоd{.(Х'), Z(Xo)) zo,
(it,od h^6"), Z,G-,)) z0, k =ta, /26/

Иашениrr пролrз

ходrrоЁ точки хо
+, [в,э] , что будет вцполняться

h"O"h = lLnLl! +t,.Z(x:4] z h6"!). /z,7/
Таш как череа 9очку f,o проходят только поверхности, определяе-

мце равевстваriи f.(T') - f-(X)-0 (k =й; |Zc<Q ) , то в реsультате
шага {7 изDi€нят свои аначения не более чеш!Л+7 перецевная, а
ост&,rьнце rz- (2t1+ {) - сохранsт те Ie значения, что и " ,ouK" Хо
0чевидrо, что череа-9/ щагов иаriенят свои энаяения не более чем

2Пq, + У переrrенная.

Дальнеftшее доке99тельство проводится аналогичво докааательству
Jеш I.

На основании леr.ш I и 2 шовво сФорlФ,лировать следrDщее:
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тЕОРЕlД I. Если 
'L- * при rL+сэ , при вцполнении условиt'{ лем!l

| и 2, то раепределения, получае!ше иэ исходнцх.точек, в которых

l(сстигаются либо экстремумы, либо относительнше экстреrцумц, имеют

дисперсии t удовл€творярцие неравенствам:

63 , бП, ,l= 1,2 ,., , /2е/
Пусть из исходноiл точки ХО ,fi.,.(ХО) = АО , получеЕо распреде-

ление с пqраметрамуr m1 и d| . Булем считать, что количество испы-
'таниft и раэмерность пространства позволярт считать такое распреде-
ление нормальным с любоl-t наперед эаданноl't точностьD.

3аметим, что значен"е ДО та**е входит в это распределение. В

этом распределении, очевидно, всегда наrrдется такое эначение

rloТ"i) = Aoj., что A'j' АО . Приняв,оr,*у loj эа исходвую, полу-
чим новое распределение с пapaMeTparrrt Лtд " ба

Ограничимся случаем, когда количество экстре!ryцо" l'i) l п9лу-
чеяное при рааличных эвачениях переменноlr дj лсходЕцх точе*ХО ,

Xoj и т. д.rесть величина конечная, то egan5 1Q)= Сопgt прчп+ф.
1ЕорЕлrА 2. Если tЦ) = соrcst , доj , Ао , q = о(tф)

g=mФХ|Q,rQ.r,,.| ,t*4 lrc+_B , trп ,Tom2>ftL,t
В исходноfi точке ДО и точке f,ol имеем:

I0. Г. Стояя

j-v-l
А'= Ё,.(Х) = Гr, *

. i-qF-l

дОj - h^(хОlil = Е, *

l,r

l . ,t l-i-g! |oj +9Г+l

irQo п

Iо, * Гrr,
l+ 0г

Гц Т_о, ,

/29 /

гда в Евядратннх скобках с

эначеЬия.

Тогда

Е

+

l. j -9л l- i +eF+l /зо/
тоят те слагаемце, которые иаменили свои

|зi-Qп /32l

Рассмотрим поперно экстрэмальнце эначэния, полученные при иэ-
МеНеНИri \ ( j = Го) ,_i"_i"*oj}I}"ro"*.* 

ro ,!rrT'i соответственно:

дО!=|r,(хij)= fч,-l Ig, l....* Гоr* Гrr,
у.. L lej-Lrl J rL-j|1 t, L+91+t

'"Ё;-Гrо, J-...-Г inJ- Ёr,, /зI/

j-tv,v= 4,[i=;'.'U' 
J LУТ-9г J *j+yB

L+Qn

Г,,
уs i-9F

lg
Lr, =Д1"=Д ,если L+qr.j. r-qn,

A'j'-A'j=

t,"Г,il г

l+Qa

[о,
гДе т,

оДlч, если L-qn< l < L +qг ,
Y=ё-9л

чении
которое изменяJIо свое значение и при полу_
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Так как д"J' " доi (j = i-rrъ) распределяется по эаконаш, асиrrпто-
тически сходящимся i( нормально!,ry с парашетралtл f}?o и rr?. соответ-
ственно, то ДJу также распределяются по тоцу ае закону с первшм
моментом, равным /приблихенно/ :

tI)'l

f,о,",о.'",

,L

lTL5- lf7.r, l77, =

lД l= /паr
|-q.'"i,*

l<v(e

е

Ila,t}, to= mох lе'"|+-gP. i з{ýqп

/3з/
что и не более

/з5/

tgr
,|i,

j=inl-a vэa iзt-9о vэ.

г
i-, IэJ

Учштывая, uTo ДОj> А"
l+qп

Г r"' эначениl'tчем

tIусть '. 
Ё- 9л

/з4/
Тогда

i,l
где

П g:i)Iг i+QF+r

Д;,'Р;,> Д L Г""-о

e|t, tr9f

г Dп"оЧ-^+,
t0l

v-- {

Учитшвая, что

п

Г,"' 7 . to( 2.gt, * l),
li' la.,

ГГ',"

e"[2o(2tlz) 61oz11+|

/s6/

, а т8кае условия теорешц и соотЕоще_

l'| у.{
лiия /.З6/, имеем

0

В= ti,п + -!Lrтъ
rL+ф t-e а+ф

l

a

/з7/
е- еt?O(е,ь)(п t

<l

Таким образом, правая часть неравенства /З5/ прu достаточно
больtдом ft булет полоrительноft, а следовательно, |ta2> гfLа .

На основании теореш I и 2 MorHo утверддать слелуDщее: если в

распределеЕии, полученном иа исходвоГr точки ,(-О ч lto(X)=|o ,ваять
,ou*y ХО' , в KoToporr вr.полняется HepaBeHcTBoД,"(X9)=AojZAo l дал€€
в распределевии, полученноtl иэ исходноlt точки Х" , взять точку
Xoii , в котороr, Д,.(Х'jj) = ДОLiz Д'izДО , и так дмее, то вероят-

ностЁ получения "слишкоli" плохих экстремальнцх эначениlt с увеличе-
нием количества вшбранншх исходншх точек булет ушеньщаться, то есть
процесс булет сходиться к наибольщеr(у эначению функшии ft."(X)(K(JO) .

Схоiимоеть укаэан!lэго споссба реrцения к наибольщеlry аначениD функ-

ции цели не представляет трудностеfi, если восполь8оваться cxeMolt

доказательства, рааработанноl в работе [ 'О ] 
.

Предлагаеlшfi способ рещения, очевttдно, справедJlив и для нахоР-

девия наименьцих зввчениft целевых Функпиit.
ЭфФективность такого способа реrцения проверена на ряде аадач

i

,
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раэмещения геоIетричеёких объекrо" [Э,Z] и ва эадачах минимиэации

длинц сети, связшвалщеlt геоr.етрические объектц.
Проверка пок9аала хороryD сход}l!lость Jrre при П > 50. Кроме то-

го, сходишость процесса резко воэрастает,. если соотноiцени"8r r2 .

Сравнение ведось с реэультаташи, полученнш!i}r rrетодоц равновероят-
Hoft вшборки начальнцх точек в кошбинации с детерt инированЕцt поиск_
oI.
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