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нЕк0l0ршЕ вOtlрOсш исслЕдOвАния систЕм с лилдитируюlщ4!Iи ФАктOрАlIи

/Л-спсте.l/[l]
Г.И.Колесова, И.А.Полетаев

I. В процессе математического шоделирования естественнцх илu
искJiственнцх систем одним иа первцх воэникJет вопрос о вцделении
riноцества или набора сJrщественнцх ,/в шодели,/ перешенншх. ЕЬбор ато-
го мноаества определяет структуру модели.и те чертш Функционирова-
нrtя прооброаа riодели, которце в модели сохраняются.

Как правило, при этош вшбранншfi набор сJпцественншх переrrенных
окааывается удачншм лишь в сравнительно уакоft обласги их вначениfi,
а за ее пределаши - теряет с!tцсл.

ДЛЯ пОясненi/tя сказанного воспольауемся примером. .В моделях био_

ценозов, предлошеннцх Вольтерр"IZ], число 8ертв 9 , уничтоrае-
мое в единиtlу времени хиЕтlиками, полошено пропорциональншш "числу
встреч" хиItЕlик - шертва, то есть проиэведенир поголовиlt хиццrиков

х, и IepTB xt и равно

9 = ах,хl ,

где d, - постояннцft коэФФициент.
При Фиксировенном аначении 9 , ljrgлшх эначениях х. и соотв€тст-

венно больtдлtх хд предполо8ение теряет сшцсл, ибо число встреч в

этих условиях на одного хид$ика превшщает его потребность в пище.

В области малшх xJ и большtх х4 определяюLl8/tм Фактороll ямяется фи-
эиологическая потребность хичЕrика, а не число доступнцх аертв.

В этом Dr в многочисленнцх подобншх елучаях воэЕикает веобходи-
мость иаменяль набор сJrщественвцх переченншх в раsличнцх областях
их значениfi, испольауя не одну шодель ./наприuер, тип9 Вольтерра,/rа
совокупность совIч:естнцх моделеrl , переходяцих одна в другуD на гра-
ницах соседства.

0дним иэ способов для достиЕения атого в случае tюделеlt,отобра-
Iаrощих балапс веществ и кинетику процессов превращениlt веществ, яв_
ляется }iетод "лимитируюших Факторов", пригоднцfi для шоделирования
систеш или объектов, вклDчапсших в себя "стехиошетрические" или "ква_
эихимические't процессш, то есть процессш со строго соблюдаеrGIши со-
отношениями долеfi учествующtх веществ.

2. Представиш себе систелry, состояцýrп иа неделишцх элементов,
отделеннуD.от BHerщrefi средл границеlt ./6цть }rо8ет, вообрашаешоfr/ а

перечислиrr все ви.щ рааличншх Фиэических объектов ,/или коl,iпонент/t
наличие которшх внутри систеиш представляется необкодиliшti для того
типа Функционйрования систецш, которое ш Еа!iеренш иаучать. В рав-
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личных по природе естественнцх системах это мОгут бшть либо вещест-

ве ,/;tидкости , газы, рЭстворы,/, либо изделия ,/полуOrабрикетш, сшрье ,

оборудование/, либо Iивые объектш /поголовье популяции, биошасса,/ и

т. п.
СнабдипI кашдую ко}rпоненту списка именеш - индексоli! i ,iЕ|tr2,.,.,пl ,

единицеlr измерения и свяшем ее количество в системе или уэле систе-
лд,l с деГtствl,!тсльным неотрицательншм переменным ,t; >r0 . Совокупность
переменншх |xlJ , упорядоченную индексом компонент, назовем векто-

ром состояния системшХ-(Хrr,,,lхп) .

Вулем следить эа кинетикоlt компонент, то есть аа }rзшенениеш век-
тора состо"н"" X(t) во времени. .Щля этого рассмотриtч: способш, ко-
торцми ко!rпоненты появляiотся в систеше и исчеааDт иэ нее. Кашддfr иэ
таких способов булем наашвать процессом и снабдим каrдшft иэ них ин-
дексоri i, j е llr2r. . ., N |.Ссновншrrи типаши процессов являDтся процессц
производства_потребления, тренспорта и распределения иs хренилища.

Типичнtлl,t прсобрааом процессов типа проиаводства_потребления яв_
ляется химическая реакция на каталиааторе и процесс промшдиенного
проиаводства. В процессах этих типов участвуDт три рода компонент:
входнце компонентш ,/субстрат реакции, сшрье/, Фондовце кошпонентц
/каталиаатор, оборудование,/ и вшходнне ко}ппонентц ,/ продукт реакции,
пэделия/ . Процесс, при протекании которого количества всех участвую-
цO4х компонент долшнш находиться в строго постоянншх пропорциях, бу-
деr. нааilвать стехиометрическилr, или процессоt, с лимитируюцим Факто-
ром, или коротко Л-процессоrr.

В эависимости от количеств имеDtrry!хся в данныlt !{оrбент компонент
Л _ процесс lroreт протекать с больцеrl или меньшеit интенсивностью.
Установим ./проиэвольно/ единиtlу интенсивнссти Л - процесса и будем
вцратать интенсивность 07.1 Фi ', 0) в числе атих единич. týсть при

протекании процесса f с елинич")r, 
""п"""ивностью 

потребляется,ко-
личество 4il кацдоft j -fir компонентц на входе в единиtlу врешени,
требуется ндличие количества }ij j*доп i -fr Фондовоfi компонентц и
при этом проиаводитс, количество ёl;' кеадоfi [ -lr вшходноfi кошпонен-

тш. hapy вектоDов Ai , 4
A;,(ai; ,f ,i) , tri -(6r,), Lelt,.,..,n!rlelt,...,H|

будем назшвать сигнатуроft Л - прочесса fПусть теперь ишеDтся Фонд в количеiтве Zд1 , а на вход процес-

са поступаDт потоки входншх ко!rпонеят, равнце vij . Тогда по кеЕ-
доlt из кошпонент будет обеспечена интенсивность процесса Р1 l Н€
преЕщшеDщая величин zri /f 'i 

И Ц,1 f aii единиц. Фактически про-

цесс будет, очевидно, протекать с интевсивностьц), определяецоfi наи-
шеньциl' их этих qисел, то'есть интенсивность его будет рввна;

рi - miп.l # , ir | 
, ,r l',,.. ,п!. /l/



Исследование сшiтем с лишитир.чюцпдми Факторами /Л - систем./ 73

Коrдпонента с индексом l* , на котором достигается миI{и}цум в /|/rна-
эцвается "уэким местом" процесса, или лимuтируюцим факторомrили ко-
ротко - Л-фактором данного процесса.

Фактически потрэбляеr,ше в единиtlу времени количества входнцх
кошпонент ý,1 , Фa*r"чески эагрухеннше количества Фондовых компо-

вент |iJ и количества вшходншх компонент z- определяются соотно-

шенияl.и.:

Etl =ai;0; , lii - !цD; , Qii =6i;Di . /2/
ИЗбtlТОчная ,/непотреблеяная/ часть потока входных компонент }I Е9до_
грJЕенная часть Фондов суть рааности: (ч,j - ý,;) ц (Zti -\ii) ;

эти раэности неотрицательнц и рев:{ш нулD для компонент уэкого места.
Процессц транспорта, если они протекЁрт "активно" - с эатратоГt

энергии и вещ€ств,/наподобие, например, вЪутриэаводского транспор-
Taf могут бцть описанш аналогично. При этом в сигнатуру процесса
воfiдет и транспортируеriая компонента, в числе входных ,/в месте от-
правления/ и в число выходнцх,/ в tu,:ecTe назначения/. Комзоненты Lto-

гут перемещаться как внутри системц, так и череэ ее грачицц. Oднако

ПеРеМеЩеНИе КОМПОНеНТ МОШеТ ПРОИСХОДИ'l'Ь Не ТОЛЬКО ПОСРеДСТВОМ Л -

- процессов, но и r\утем диффуэии, свободвого течения и т.п.
Систему иJIи модель систе!дш, в которую входят Л-процессы, б;lдем

наэывать "систешоfi с лцir}tтирJrDщ{Dfи ФsЕтораliи" или Л_системоflt. Для
того, чтобц задать модель Л - систеш,l Ёеобходимо иметь список ком-

понент, сигнатуры всех процессов и cxelry передачи компоневт меtду
процессами /с вшхода одного на вход следующего,/.

3. Л - система является управляемцм объектом. Управленriе мо8но

формально ввести в модель рааличЕыми путями, например, полошr!в ве-
личинц ai; , fi; l бiJ в сигнатурах процессоЕ эаданными ФункЦиями

времени или величинами, эадаваешы_ци для катдогс rioмeнTa Bpeмeнi,l си-
стешоit управления. Наиболее естественнцrr и интереснцra Harr представ-
ляется следуDпDrfi

Введеu в сигнатуру каlдого процесса неотрицательное деftствитель1
ное пере}:енное Ц; >, @ -"комац,у управления", которая мошет оказаться
Л- Фактором процесса наравне со входнцliи и Фондовнми компоневтами.

Величинл сд/. моано полагать либо эаданrшшrи функциями времени, либо

реэультатоr,l работш алгоритма управления, на вход которого дается ин-
Форr,lация о структуре Л - систеrrц и ее текуцем состоянии. Посредст-
вош управления такого родаl окаашвается во9моаво, например, частич-
во или полностью вцклDчить некоторше процессц и ааставить, таки!д об-
рааом, Л - систечцr демонстрировать специфиqескиlt род деятельности
Drли активност" [ З ] . ВаэличЕЕе активности моано qередовать во вре-
riени, совliещвть, координировать, добиваясь определенвого поведения
Л - систеrщ /в частности, оптишального,/. Л: систеri}, в Koтo8ofi уп-
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равленпе полностьD отсутствует, будеш назшвать свободноfi.

наllичное в системе количество ксшпонентц Хa моано считать хра-
няЕо,trrся в некоторош бункере или на скJаде, и3 которого она распре-
деляется по потока!д на входш процессов потребителеft. Распределение

коr.понент шеIду конкурирJrDщ,ttди процессаt{и радикально влияет на Функ-

ционирование систеIц и определяется систеrrой управлевия. В случае

свободноir Л-систешл поток У;; коliпонентц i на'вход процесса j Mor-
но полагать функциеfi аsданвого вида от величиЕц эапаса - компонентц

х; и, иоает бцть, других кошпонент, в обцеrr случае - функциеlt ео-
стояЕия систецц - ""*rор" l(t) :

Vtj =F,j(r(t))
Так напришер, поток лучистоГt энергии, поглощаеriцfi биоrrассоl't эелено-
го раст€ния е в процессе Фотосинтеаа, по величине пропорционален
плотЕости потока энергии, падапщеft на поверхность растения f , и ве-
личt{не поверхности, которую моано приблиаенво полагать аропорциона-
льноfi /(2/3

ý = аýlUЗ l гд€ ,( - биоrIасса.
В простеfiшах случаях иrrеет шесто распределение в "заданнцх пропор-
циях", и !{otнo полагать Уд1 = С61 х; , где cj, = Сопst ,/случаft пог-
лоцения вещества иа раствора поsерхвостью,/. Если для всех коrrпоЕент
ц всех ;троцессов входнце потоки ишеDт 

"i,tл 
Vij з Gtj Х; , то Л-систе-

rry шц будеш наашвать линеftноft. Для линеftшlх Л - систеrr представляет
интересшатрицаА: -

A=lloijIl , *е otJ=#,
4. Кинетике компонент Л - систеr, определяется решевием систешц.

обцrновенвшх диФdеренциальнцх уравнениlt вида :

.ii=rбij О,- LаiiDi,, ie.!t,...,n| , icll,.. ., N}.
.l l

}ttтегрирование систев /S/ требует определ€ния эначениt{ pJ (х)
ласно /I/, мя каддого шохента времени * . Иваче,

/За/

сог-

т=QD(т)
"д" 

Х - вектор состояния Л-систеrв, 
,

,

[ -""*тор интеясивностеft ,

стояннце коэФФициентш.

х
Q-l!Qt; || - шатрича,.где Qii=6ii-ali

/3/
-его производная по врешенш,

-по-

В случае свободноit линеfiноfi Л-систешr подстановк" D(F) ь /З/да-
ет систе!ч ди(rDеренциальнцх уравнениlt с' линеriвоfi однородноrt правоft
частьD в Heкoтopott области \,( простренсТ"а {r' бz 0) ,

t - Г{- Х, /4/
эдесь |v1* о ll рi. ll -шатрица, элешентц KoTopofr Р6* обраауптся иэ эле-
шентОВ 9dl !(атриtrь! 0 и элеriенто" oij шатриtпr А слэ.ryюци!: обраэо!r

Рассмотрим набор N инлексов [t Л- Факторов всех процессов для
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данного знаqения Х(t) , то есть слово Цх :

цх=(i1, if,,,..rLr\r...,l*"), ijell,,.. сrut. /5/
Выпишем все индексы j(0 тех процессов, для которцх Lj.4=! ,/то

есть для которцх Л-Фактором является I-я кошпонента,/. Они обраауют

шноаество, которое лш обоаначиrr Jr-lia(|), ja(|)r,,,rlKrU)| .Анало-

гичнс обраэуем мноцества {rfir,..rJn /векоторне иэ них могут быть
пустшми,/. ТЬгда элемеЕт р;* rrатричш /ry'* равен:

Р;к = L Oц q.i /6/
jсЭ.

Ьтриuа Н* остается постоянноft в обдастr,r к значениlt ! , в кото-
poft остается неиашеннцш слово цЁ /5/, то есть набор индексов Л -

- Факторов всех процессов ( С Т) . При иэменении хотя бы олного i].
,/вследствие и8менеЕи" X(t)./ меняется цк и Мх " /4/, фктор сос-
тояния F(t) np" этом переходит в новJrю обJасть](7 1 прич€ri сохраня-
ется непрерцвность ка.к по Х (Ё) , так по Х(t) .

Л-систеrrа окаэцрается, таки!. обраэоu, как бЬ вабором моделеfi.
каддая модель описцвается систеrrоlt вuда /4/ со свои}r аначением ь:ат-

рицrr Мъ и соответствует опредеrенноlt областtt аначениfi вектора со-
стояя!(,я 

'Nr* 
, характериауешой словоll ц,Е /5/. Такиш обрааоrr, для

кшrдоit области - модели и}iеется cBoft набор суцественнцх переменвцх.
Шодели непосредственно грааичат друг с другоll в простравсr"" IF} ,

и r:ереr<од от олноit области _ t одели х другоtr осJrществляется либо
спонтанtlо, либо посредствоtl управJtения в силу /|/.

Естественно, воэникает вопрос о числе К областеfiy4l'td1....ДJIя
Л_систеrщ с Е коr.поненташи и 1! процессами, которшlt чц и рассшотриц.

5. Рассrдотриr, словацl. LL9.1...,ц| /5/. Шп п кошповент и|/ про-
цессов всего воамо8но составить(lз раэличнцх слов в числеУ= пН
0ДНако есЛИ аадана шатрица Д , то иа этого числа моryт одновреraен-

но реалиаоваться для давноfi Л-систешl лшць К ( у . Назовеra словареш

Тд данноft Л-систешl с матрицеft | полнцft набор допустиrщх слов,
ка.кдсе иэ которшх соответствует реальноlt области х - lX}* .

нас интересует верхняя оценка д;rинц К словаря Тд дJlя всех до-
пустимцх матриц Д

0бласть х сJrцрствJrетr и соответствупцре efi слово цц , цк =

=(i.r...rLx) , входит в словарь Тд тогда и только тогда, когда
существует полоЕительншlt вектор Х.(Х7r...rх.), /ввутрённиfi для об_

ласти \ /, TaKofi, что вцполняDтся строгие,неравенства:

QtiiLit <ПИ{О;; xil 1 гдс ij € !{ к l /?i

aaj ro, *i>O, ie l|,...,fo|, je l|r,,. rN|,.

, определяDт два непер9се-

1 ; УДОМеТВОРЯОtЦlttХ /?/.
Два слова - ц{ ц yе , если Ц1 * V2

к.'цпдхся мно4ества векторов {XJ ,l " lXl
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обраэуеrrr два слова 0с1*({ in,ti'!...,ri:..., i,{')) иv.=( e,...,{i:...,i:\
посредством слЬдующеГt прЪuелуры. Выделим некоторое подмяохество

раэрядов ( jnrbr.,, , j, ) и упорядочим их проиавольныtt: образом,нап-

ример, ( jl, j",-...,j_)k< Nr/Ъеl Ir...,NJ . fuпилем две посJiедсвательнос-
ти k пспарно рэзличншх индексов [ ,, полученных одна иа другоl'r цик-
ллIч ес Kcl't 

- 
пе pecTaHoBKolt :

f,(tirrtirr. . ., t;*),-rn,(\irrmit,', mlл)rrr,{€|',", , tL}

*jo * 
^io,,(jn* 

[ju при о*Ь,
ПРИ эТОiо tir- ffijn, tiз- mirr,.,r(jn_r=^i*r(i*=mi, .ПодрТаВим теперь

последовательности С и fr соответственно'в споваrц1 и VL в раа-
ряды, соответствующие индёксам j, . Остальные р9эряддl спов Ц| иV2
эаполниtjt произвольвым обреаом, быть мошет, рааличнцм для раэличншх
слов. Тогда справе/цива

ТЕОРЕПЛА. Зсли сущесrв1 ", fr* , удорлетворяпщиft /?/ при icle цr.. j с l|,..., N l, то не сущ9ствует rа*о"о!ч (t.= Х*), кбторшl'r

уловлетворял бы ft,/' прлt i(.l)c v, , j е l |, ..- . , Nl ,

Iначе: оба слова - Цl и Yа не могут одноврешенно воfiти в одtдн

и тот ше cJloвapb Тд
Предположим противЕое. Тогда д.пя Хrд ,,t (Х-*.ЬV")доr*"ьi сов-

местно выполняться следуюцие неравенства, вштекаrсцц4е иа /?/z /мя
упрощения эапriси полоаиD!: j, = l; jf? ,. . .i/* = k ,' ,

Qirraio < Q-irl Цi1 ; Qi,l xil < Q;r,X;. i

1,r: 
r:, { Q;r2Чt2 i 

?rr:^:" 
< oiratir i /в/

. 0.,*И, ( Qa.*9i* ; O;.rX,'* '@;r*Xd, i
Иэ первоrl строки неравенства,/8,/ следует:

+,* ( + t /g/

из BTopoit, 
fr ,#. #,...

и иэ зоследllеl't: . 9;r , Qtr, , |i,
п,ат*т;

ПеремноrаЯ отдельнО левше и пр9вце частИ последниХ Н€РаВеНСТВ1 ПО-
лучаеri протrrворечие, которое и докаэцв9ет тесреry ( / < r_)

6. Рассмотриш набор ,ta lL целilх неотрицательнцх чпселJ?=(klr...rk,)
таких, что fu

Г k, * N , k,e J0, /,..., Nl./
i.l /|о/

ka:rioe число fti' иэ набора Q равно числу процессов Лдсистеrдl, кото-
рше в данвоlr области ]c , отвечающеfi слову Цtс , ли!дитироваtдl коlщо- .
HcHTolt i . 0чевидно, что
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k, =r бi., гл"ýg

гле L| -индекс Л-фактора t .го процесса.
1ЕOРЕllд 2. В словарь |л областиlс' входит не более чец одно сло_

во с ааданнцt{ звачеЕиеш набора С)

Е саrrош деле, пусть две равличнцх слова с( п v ишеDт одво u
то ае аЕечевпе вабора (? . Тсгда слово v шoIeT бцть получено иэ
слова ц циltлпческоit перестановкоfi индексов it ллинш rL1 n-! .

В силу теорецц I оба слова ц п v не r.oryT одновреrенно вхо-
дить в,состев словаря Тд

Посвольlсу ограншченпе, накJадываешое на ввбор слов для словаря

Тл Teopercoft I, является едdнственншш, то оценка дIиlfiI словвря К
сводится, такиш обраsош, к подсчету чисrа воэ!aоанцх попарЕо равлич-
ншх наборов неотрицательншх целшх u"a"n Q r лдя которцх вцполня-
ется /lоl.п"вестяо[аJ,qтQ ч!dсло твкпr наборов равво чхслу сочетаниfi с
повторенияvп uв fL адеrrевтов во N . Такиц,обрввоч,

к'сл|-"-,=сi.l-, /а2/
Еtерхняя оценка неулучшаеце, т9 есть сJrществJrDт неотр}tцательшlе

хатрицл Д порядка (ru, N) , для которшх К - C!.n-,
Прихероr такоfi rrатрицц шоIет слу8rть матршца Д r эл€ш€нтц ко-

Topoit удометворяDт HepaBeнcтBata: Orir 0 ,
Qк Qp _ Orr
й'й '",<ffit
а'; .Д'. .P,(<k,a, kе|t,.,.,п!,

, 

Т ) ч-о.t,.". 
о:* '

аьо. , Qca-al oaa,tlx

_ o,o; 'й 
(""' ч' с л-

.Itля такоfi цБiЪицц прошэвоrьное слоЁб цх.(irl...ri")€Тд ,еслlr

L, ( ir ( . .. ( ir* , /такгх слов CJ*,r_ ,| /.
Дя докааатедьства этого достаточно BaltTи по краiвеfi rrepe одaЕ

веотрицателькrfi Х. (xr 1 . ..1 х л) , удовrетворящlft /7/ .
Iýrсть в слове ц\с :

t, = i't o,.,=ieroQl < i2rlt l
:Сl+tЭ 

t2ra,g 
]. 

. :' 
ir"=.Q"' iCr*, ,

iei,. Lcg+2,=. . . = 4r -9в .

trЬли'g=/ , то достаточно полоIхlгь Xh,-0, ocтarbEle ЕоIповев_
тш равtпtшt I.

I[усть S z / . Определпrх{ t...rXB п'! сrедrшЁх Ёерав€вств:

t,+
QOze, , XQl
Qhc, - Xrr

a|ft*,

a.l {
,l, еслu L - L|,
0rесли t+il2.

/ll/

fral a;j
У S_ц

"lQ r ri.ft a;;
Lt

еслп 
'll 

} Ql Ql-lb.. 19е

н
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Qjrr-rf-cs-rf t)
Q99(116-4+l)

IIепос.lе;лсгвечноi* прэверко!'t i,,ioшHo .чбедигься, что для так постро-
енвого i. (дl, .. ., хл) вшполн,qзстся неравенства /?i.

Следqlющим вопросоlarподле8ащим вцяснениD, .является вопрос о ч4с-
ле раэличных допустимых словареft для Л-систеrш с rL коraпоЕеЕтаDaи и

N прочессаrrи. Вопрос этот не решен и лищь пряrrцri подсqетом установ,
лешо, что длягL:3 иN=3 это число равно I08.

7. 5 эаключение коснепся tзкратце вопроса о соотношении Л-еистем
и л;лнеl'tннt: l,tоделеГt эконол,tики ,iecaTbeвa [Э].Опуская строгие обосно-
Е8ния и подрсбност!t, укажем, чго модели Леонтьева с иатрицеit раэно-
мерности (пrп) л,{огут бы,гь сопоставлеt|ы с лЙнеftными Л-сис.лемами с
lL компсне:{тgми u lL процессамrt посредст9о!. дробления шага модели

Леонтьева }1 перехода к пределу.

Цусть имеэм Nlодель Леонтьева, ааданнуD квадратноfl неотрицатель-
Ho!'l техно,,Огичэскqrt матриЦеrr Д = ll а ii ll.-гo . Время дискретно:
l e|Orlr2r... J и состояние l\rодели в }roMeHT времени * определяется
fL -MepHiII.l неотр,iцатэльнш}: BeкTopci.1 r(*)=(д !1 l2q..,r|n) Тогда

состояние ее в следуrсцп4r( Mo:rleHT(t + а) определяется l,tз равенства:

ЛycTbdet Д + 0 обратная А

/lз/
,тогд9

Х{+ *d*8Я(t), соответственно I(* +2) = $zf;(t) и вообще:

Х(* + k) =В 
*T(t).

,. Покашем, что tuоlно построить ди{ФеренциальЁtrlt операторD
что

i(t) =аТ(*)с /iб,.
причем траектория систе!{ш /Ib/ оудет проходить череэ точки последо-
вательностц /I4'.

Пусть епектр лzатрицш 8
вим матрицу $ " "пл"[ 

о]

/lv
где д - дgаго:.iальная.!цэтрriца,

^ 
=.('",. i,. ) , ,

f - матрича, строки котороfi суть собствевнце векторц шrатрицш ý ,
т-{ - efi обратная, столбцЦ KoTopoft есть систеr.а аекторов, сопря-

венная т , то есть собственнце векторц ,""р"цо fr , транспортиро-
BaHHofi ý ; строки | и столбцш J-l упорялоченц индекс9ми соответ-
етвуDrцих характеристическ}iх чиселlrrl. r... r.lп в шатрице Д

Тогда нетРУдно """"ъ;": ii""T_,

,

/ l4,!
TaKolt, 

.

Предста-
, """"(lr,l.,...,l.),}c r.7.rlе + r+

0 =7дТ-',
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и вообще

0К=rлКТ-'=тNт-l=с.
0чевидно, что для чагричш С справеддиво:

c'lK ц7,4к т-{= тдт -'=в.

.[ilя того, чтобш обеспечить однозначность реэультатта извеJIече-
ния корня, условимся сохранять лишь корень с главнцм значением 8р_
гумента коNiплексного числа.

Рассмqтрим матриtJу 8'=Т ДФТ-' , где 6) - деltствительное по-
лоаительное число, а

;-)^,= 
(Ц:

Булем счигать, аналогично /I4,i, что

Х (* * сл,l) = 8t{t) -ТлФт -'r(t ).
Заметим, что при ц= 1,2,,..rk,T(f, +k)=0Ktr(f)

Раэлошим flO в ряд по (r) :

,. i?. 7i*koИtl)i! * цl2((,tъ,l;)'ti+... f /+ чh,)t +. . .

откуда

д'=Е+,Фг+...
где

как в /i4/.
/ L8/

/,,9 /

,

l-

|-- (
h.h 0
о (п)ц, 

, entrn )
здесь шш снова ограничиваеися аначениями tп7t лиць с главЕцми

эначенияlrи аргумента, как и вшце. Тогда

r(t * о)= ТЕ T-'X'(t) +Фт гт-'Х(t)*... - I'(t) + аDТ(ё)+ . . . .,

откуда

T(++t') - х(t)=0х(t). 
э .7 гт-4.

I\усть теперь а, стрешится к нулю (crl* 0) , тогда,

tim
&)+о

F(t+аgl -х(f)
0) =ftTH =n*tt),

где время ,t , в отличие от /l4/, иэ}пеняется непрерчвно.
Иэ излоценного след/ет, в частности, что если ишбет место /16/:

T(t) = ]lX (t) ,
гле ) - постоянная невцрошденвая матрица, то аначение интеграла си-
стемЕ / lr/ для коtrсчllого отрезка врешени С и начаJIьвого значения
Х(0) д""rся вшрашением:

х(r) =TLT-'T(0),
где Т , Т-{ совпадаDт с соответствуюIщ/tци матрицаши в представле_
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нии шатриlдш Р : D -ТГ7-{ , а цатрица L- l! CYajfl , гле }.t1 суть
эrеllентц riатриrЕд Г- ll Y61ll .

Поскольку схстеца диrференциадьнцх уравнениfi ддя линеltной Л-си-
стеIц lrrrеет вид, аналогичнцft t7b/ , а последнrrlt полJrчен rrутеI релук-
ции конечного оператора r.одели Леонтьева к диtферевцrtаJьЕоlry опера-
тору D , то для эаданноlt чодели Леонтьева rrоIет бцть построе.на,rrх-
неfiная Л- cиcTerra, траектории KoTopof, проходят череэ точЕr N(t),
r(t +t)r.. . r.одели Леоцтьева.

Иа больщого числа вопросов, поллеrвдЕ,tх дальнеltшвlry исследоваяиD
в атоft области, укаЕец лшIь ва од{Е, представIяDщ{I, по нддеlry хце_

шип, особшй интерес: сопостааrенше Л-систеI с raодеrяrдr Леонтьева
открцвает пJrть к перенесенпD на Л_систеrш повятиf,. равЕовеспяrравно_
веснцх цен и оптиr.альЕцх траекториlt и, следовательЕо, поавоrит оце-
нить в Beкoтopoll сццсле "удаленность" petпrra раsвитtrя. естеетвенноft
Л-систеrш ,/органивша, биогеоценоеа/ от оптиliального ре8иriа и даfе,
бшть ч'оrет, наIетпть rгути "оптttцl4элруDпЕ{х" rrерогриятиft дJtя rrоделеi
естествеянцх объектов, описаннцх как свободная линеfiная Л-систеша.

I r ]. Сrа"птся и решается эадача о подсчете числа обttастеit Л-систе-
liш с lL компонентаrо[ и N процессаllи. Укаэана свя8ь ше8дI Л-сrrсте-
маriи с линейнцми r.оделяr.и Леовтьева [' ] .

IIоступила в реда$циD 4.II.1969 г
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