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рассматривается эяrlача оптимального управления не9втоно!дным

объектом, поведение которого. описшвается системоfi нелинеfiнrrх диФФе-

ренциальнцх уравнений с раэрывнýми по f правшши частяDtи, а управле-
ние осущетсвляется с помощью двух или нескольких рааличнцх групп

упрашениft, каЕдая иа которшх обладает присащеft только еfi одноtrt

Функциональноi( специФикой, что непоаволяет объединить их в одl,tн

класс.
пред;rагаемая в статье методика получения необходишцх условиfi

оптимальности пригодна для рещения щирокого класса оптишшьнцх аа-
дач, когда систе!iа описцвается интегршьнцши, интегро-диtiФереrrци-
альншми уравцевиями, уравненияliи с аапаадлваниеra и др. с ограниче-
ниями различнцх т,ипов.

I. Постановка 8адачи

Пусть уравнение двш8ения управдяемого объекта ицеет вид /в век-
Topнofi Форше,/:

/v
аргу-

*. Кх r щ,i,t), хft)=д9€Е1f " про"Ъводнце Фреше f; " tJ непрерцвнц погде Функция

rreнTa]t xrlarv и кусочно_непрерцвFш по f, , причеrr в точках раэрцва
непрершвнц слева.

Управляпщиефункци}: u(t) и V(t) , KaKn "[il, прп""лrr"r",
Ееэависиr.цr/t классам управлениfi, с раэличноit Функционшьноlt структу-
poft. Масс бункчиit (l(t) /буд"" обоаначать его череэ fl ./ всегда
допускает игольчатце вариЕции ;[ моцет состоять иа всех иэ}iери}lцх на
отреэке Ltortr] Функциfi со 8вачениями иа бикоlrпакта UCEn.t(o"""
управленl:ft У({) -класс ý , напротивl не допускает игольчатЕх
вариациГt и состоит из кусочi{о-непрерцвных функциft с огранхченнцu
снизу интервалом непрершвност!1, эаданцlilхJrаy9треаке ffor{r] , со
аначеЕr/rяци иа вцпуклого бикомпакте Vс Е"' "'. Примерош класса @
моIет слухить м:lошество релеltншх Функциl't с огравиченнцrr сниэу интер_
валом постоянства. Частншfi случай векторов /парашетров./ рассrrатри-
вался "[z]_[п]

Критериешt качеств9 авления слуцит riиниraивируешrfi фrнкIцонал

7ofurи,tr) 
= 9оG, u,v,t)dt * Fо (л({r), t l) .

точках раэршва Функции v предлагаDтся непрерцвншrди слева.
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0тносительво 0ункчии f,o предполагается, tlтo она удовJtетворяет тем
ше условиеш: что tl правше части /|/, а Рункчия Fо ишеет непрерыв-
нше проиаводные по д и по f
При этом в конечншft ltoшeнT времени tа требуется выполнение соотно-
шений:

{Гш,ч,t,J -,0, !- Б,
Гч,v,*rJ =0, j- F@, ( 9 "о),

Р *9 , -Функционаач тuпа /2/.где Jj,j- )
Получии необходиtше условия оптимальности для управлениlt и.

V(t) и соответствуDщего им оптимаJtьЕого lioмeнTa времепи { t

?. Еlариашии управлениfi

з. Форьryла для приращеr:ия фуrtкциоtiалов

прирачrе ния д)1 =}f 126, ir, t,- gaf - J 
1 Г u rv, t7, j = oft

(.),

Обоаначиr,t череэ d.r{t ) и 7a 1*) варьированнше управления иэ
классов ) и G , соответственно, адлаянше Еа отреаке [tortr*
+ elarl ] , где d_ _льэбое деltствительное число, слелуюIts4м обраэом:

ilc(t) -_ [ Ц"tt), to ( t<*11
[ иtt - e/*l) t,. t ( t/ + elа.l,

vrtt,1 = [I,:'i],r, 
r!,iorirr','relnl 

.

Управления иg(t) опоеделим, к9к " " [а ], non""""

e(t)= [ "-:.: 
u' t е ly: ,

[и(t), L *agtkil*_,
где' €Kt -полуинтервел; 'l1- дZ oyd'.j-l'c;- ЕFочr,r(/.<ks У;);

tt,,..1Гб -набор р9злЕчнцх точек Лебега иэ интерваrrа(tпr{1) ir c{il>.ol
(V.tr...й;a=|r,,.l9). Счевидно, что при достаточt.lо малоD: € булет

вшполнено TaKIe Hepaвe}rcтBo rrТХ tt <l|-elo\l .

.В качестве угравления Ve (t) возьмем доп;lстифю на отрэзке
Ifo, +7] Фу:*кцию вида: у€(t). y(t)+eбy/f )

Траектор,tю системц /!/, сэответствуюц{ую управления" te(t) ,,l

7a {t ) , будем о5оэ:iачатi, череэ 7g (*) ;i.череэ XeG) -т;Jэекто-
.Jrttc, соответствурцryю управлениям Иg(t) ll Yg (t) . 3al:eTttм, что
в силу теоремш Каратеодори о непрерывноlr эавr:сr,!tпости решения диФфе-
р+нциального управления от параметрсв в случае измерr:мых по f пра-
вых частеl't /см. f S ] /, ваRьированнше траекториri rе(+) и XgG)
равнсмерно сходятся к оптимальноrt траектории Х({) npn €*0

которь!е вы-

числяптся с помощью линеариаованного диdкi,еренциального Jrравнения от-

а
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носительЕо приращения траектории Вх({)= х€(f) -Х(0 и вспошогв-
тельншх сопряшеннцх уравнениfi , вшраrалтся форlryлоfi :

tg .Ll

гг
дуi = 

J 
tb".,uli - (An,nf ,d l] at - ,.р{, t\,r)- зi] dt -

Со lгевl

- rnu'"'r|"'r'' + о(е) , j- фт .

/э/
3десь

9i
нениft

Ьп,чU=Ч(хrцеrУе,*) - Ч(хrtJ-,v, t) i
-решения cooTBeTcTBJrDEDrx сопряrенншх диФФеренциальнцх урав_

вштекает иэ привципа

l <ili=-Aigi " vr9i ,

I yjCtr)= - vr \0Н),+,1, ! =dТТ, /4t
гле .Дл -проиэводная Фреше бункчии f по х / в нЙеш случае -
- !rатрица частншх проивводнrrх,/.

т

сtrпцествова,"","-JТ*::::" i.-,

4. Ввод необходиlслх условиft оптишальности

, ЛЕlД{А I. tIусть /.({) -uэuершшsя ограниченная функция в окрестэ
ности точки { = Г . Тогда д;rя лшбого деftствительного числа ф су-
шествует последовательность lелСа).* 0} приft*оо такая, что'г

I:^ffiIilOаt
ъ,сrс((4)

существJtет ш не аависит от d"
Для докааательства лешшш достаточно потребовать, чтобш последо-

вательност" {е* (а) } удовJI.етворяла при лпбои деfiствительноrl cL

условиD l*leK (i) - 2 * "^" |tr.: * l -Ее8ависяцlая от 0L ,Фrк-
сированная последовательность, лдя Koтopofi вцполняется

l fgg}

- /,5/
ITBoш

|шотРиш

|t-tal€K л _

В пространстве LР+g+' *оrоро" Оудеtr навцвать простраяс
варшациft Функционш ов / uulлuчпsируеrrого х огранпчиваэшцrх./, рвсс
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мношество к , образуемое векторашrо(6}, j=Ф)
Компонентш .вектора а опрделии слелующ4м обраsоri:

6)i = Т t "*, 
tбt 9; Е,)- (6lf (с,), Ei(rt))] *

tt
1

-I ГТ # ouo- ( т8# бv\.i)]ш -
tо

8 (х( t l) {r) i=фт, /6/
at

* ос} 
j,

где
= g (х ( f ; ) 1 lL к L ) ч (t i),T t) - ц 0 Lt ), Йс ;)rv G i,),t t) ;

"р,
- постоянные, определяемше услоэuёч /5/.

Нетрудво аа!rетить, что если, поделив обе части /4/ на € l пе-

реfiти эатем к пределу по подпоследовательности |€K(ot)J приk-rоо ,

то получим равенство

бJi= t!**, j.фТ,
"оЙ, 

uno то Ее самое, AJi=6\€K+0(€K), j=@,
Из JaBeHcTBa /6/ видно, что кошпонентш вектора @ линеitнш по

бtKird " 0У . Следовательно, rдrorecTBo К есть вЕIпуклшfi конус

в пространстве Р Р+9 +' при всевоаllоIЕцх 4Kд , oL и допус-
тимшх 8v . Далёе, в прострgнетве вариациl tрункционаlrов постро-
им вшпуклшй угол L - lei _rО, i=ГлТi=ц!=FФq], где el -орт,
соответств}rDцЕifi вариачиш.ý ]1 . .0каэшвается, что справедлпва ёледrэцая теореша об отделиrrости
вшпуклцх конусов.

тЕоРЕ!Д I.. В простраЕстве Рр+9+/ cJдecTByeT гиперплоскость,

определяецая нетривиаJIьнцш набороrr l] i I , j=фQ , р""д"п"о,,д"
конус К и угол L , т.е. иuеет шесто неравенство:

/?/
где 7i >, 0, 7 =u;r,Fr1',u|;fu ,
r.огут иметь любой аЕак, во Ll]tl> 0

Подставляя в /?/,ro.r""l" 
^"" 

а:,. в форше /6/ ч оQоаначив

-d|.

бi gСr;)

Гt;l
|Fi Q(l.), {,)

череа (Р линейнtrпо комбинацию Е) i У,/ , попучиrr неравенство

ТТп*t i r,6i gi сг| 1 1 6:,t G),v(c,))J +

It
-I{тr,Гт #ъп"J (; g#6no,,й}dr-

{6

-ф at
* n,T\}ir.o,

/в/

a
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где (,'' -рещение диФФерёнциального уравнения:

ф= -Дiч - 
Tr,vK!i,

gк)=- it, vx F(хG),t,).
Из неравенства /В/, которое справедливо при лрбшх неотрицатель-

ных d-дL , при лшбом с( , при доrту"r"rо,* бУ .и прl{ почти всех

Ti-t иэ отреака Гtоr+r] MoIHo получить полншft набор веобхо-
дишцх условиft в форце приЕципа цакси]ryша. Так, полоtцg4-6;$Уft)=О
при tеftоr1.7; S.r'; у-- l1 d-ц - {, 6улеш ишеть

fj 7; 6.?iG) - (6цf G),qGD >о /9/
дэtя любцх правиjiьншх r
Введя Функцир

}l=(1' 9)-T7i9i,,i.
неравенство /9/ шоIно 8аписать в виде:

Н (q I t), х &) / щ, v Gb t) < tl ( q tt), х (l ), u {t), у (t ), t )
при почти всех Ё иэ отреака Etorlr] и лпб9го ссе U . Откуда
следует. принцип lratccиrryr/ta для функции Н

дt, Н(9({),х(*) rц,v(+),+)=Н(tр(с),х(l)ru(t)rvЪ),t) /ю/
при почти всех Ё иа отреака Г*о, t, ]

Еели полоlить все о(iк = 0 и бv({ = О на отревrе [LorlrJ,
то получич неравенство:

фzi !', "Т ) OFiGGr) ,tr)

иа интервм" (to, {r)

i ot /Il/
Но поскольt(у d. lioaeт быть как полоаительнЕш, таr ш отрпцательнцl,

il

0 (х (t), t)
at /rc/

Далее, в силу необходиrrого условия /tO/ с учетоri требованиltrпредъяв_
ляешцх к функцияш f , gi и шассу допустиllшх управлениft G ,спра-
ведлива лешuа.

ЛЕl0iА 2. фнкция
М (9 ( t), х (*),V(*), t)=rчфх Н (ср (+), х (t), ц,v G), t)

lсусочно-непрерцвна на отреаке Гtо, t, ] " H"npepr,Bнe слева в точкФ(

рааршва.
Следовательно, левая часть /12/ uоrет бшть преобраеована следrD-

чDrш обрааоrr
lt

} l;.P' = !*#arj нkрц),хG),ц(t),чц),t)dt =

э

t{-'d|€fi,
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l"| (9 G),x(t )l ч({), ild t = |1 (ч(t r), х (* l),v G ),+,) .

t1-1&l€к
И второе .необ>:одимое ,условиэ оптимальностrt з9п!{шется как

м(9({ {) ? r( с 
-s,u1*),*,) 

= Е ii TFi UGl), tr)
/I3/

=(дтt l
k*оо U.lЕк

0t

ся в виде:

jTTl, [F#ач"] - ( г#r5"ту)] dt > о.
tо / 14/

Поскольку /14/ еправедливо при любом

бч(t) = {[urct) -v ФJ ,
гле v6(t) - допустимое управленпе,(gzО) , то иа /|4/ слеryет
интегральншlt принцип максилryма:

{l

,frз:*J[ Т #,',r)- i ), [Т #""7Jo, =

to

) Гi, IE#v,JJ,u.ч1
af
dyo

l,t

=Jlrг у
/ |5/

Для вахоядения стационарного управления, удовлетворяDцего условиD
/15/, которое является третьим необтодиrшri условиеш, rrошно испольао-
вать один иэ алгоритшав iппроксимационttцх }iетодов, предлагаемцх в

Iu],tz].
Поступила в редакциD I8.7. 1969г.
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