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кOOрдlнАт,нАя систj!{А iIA грА.ФАх с BEcoll
В.А.Евстигнеев, Н.П.ltrаэуробh

З работе [ Z ] г"""rr"тривелась эядача отыскания элементарного пу.-

ти меадl двj/мя разлriчншми верurинаци дерева б . Неудобство paccr.oт-
ренного " IZ ]метода эаклiоL:ается в бшстроrr воэрастании Функцил9G)
с увеличениеьi ч,,lсла "Ёр'"" G

в настоящегr работе предлагается друго;'t метод рец9ния этоit эада-
чи, свободншl't от этого недоствтк9 и поэтоlчJ более удобнцfi для прак-
тическоft реалиаации

Заметим, что з9лачи, подобнше расс[iатриваешоt-l , воэникак)т при

управленйи больцими се,гя!iи /транспортныt и, комtун,:кёционнцьiu u т.д./
В первом параграФе на LiHoшecTEe f, верцив граФа G определяет-

ся ксординатная еистеша sз и изучартся ее основнше cBotlcTBa.
Во втором и Tpeтbera паDаграФах предлагаDтся алгоритuц отшсквния

элешентарного пути tешду верiцинаци иэ G для случаев;когдsG явля-
ется деревом !r проиэвольнцм связншм графом.

Пол граФом [lы всегда будеьi понимать проиэвольнtлft неориентиро-
ванншit свяэншГt граФ беэ петель и кратных ребер, каддоlry ребруЦСU
которого поставлено в соответствие не.которое неотрицательное число
п(ц) , наэilваемое его длиноfi.

В работе испольэуется терминология теории грqФов [ '] 
, а TaKIe

Некоторше обоэначения и определения, введеннце а [а] .

ý I. Координаты нв граФе

Будем считiть, что на мнопестве Х верцмн граФа G залана коор-
динатная система 31 , Q> 0 , если

с,/ д.llя кашдого д б l определен единственншit вектор

оt(х)= (а,(х ) rа2(х )r..., с(о (х )),
б./ из того, что_ а(х) = о((9) l след.ет Х = Ч
Пусть G=(Хrа) -'некоторыIr остов [i] "р"О" 

G . Иэвестно
/cr,. [;], "гр. I34 /,,rо G - дереFо.Пяренуrrеруеш вGе концеыlе
верgинш остовё Е в Toli порядкеrв какоlд они встречав?ся при обходе
остов9rнвпришер,спрgва нмево, чачин8я с некогороit вершидlц лr , ко-
торsg получает номер I. Если д, , Х| to о оlХп - концевце BepJи-
нш G , гополошltli

У(х6)=/, 1.1r2r.,.rfr,
гДе у (х) - Holiep веiэ.lд,tнц I

опоеделиl: оеперь на mroreeTBe Х Еерддлн граоа @ еистешу Sз
BeKToooB(ct ! l 4^,а, ) слел.l,Еципl сбрьэс.п..

а
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Пусть мнохество .X раэбито hа подмношестЕеi ГrrГ2r..,rГп ,как это
сделэнс "I a]. Нагоrнлм, что f,, - шiно-,кество коt:цеЕых ;;€pц!!t.l J,e-
эева @ " n,

х=НП, гtПГl *Фо'"i*i
Пусть х€ [ , тог/:i8 ot(x)=(a)(x), dд (х), аr(х)),

где -

o(r(X) =

V(x), Хе Г, ,
mirc а,(ч),х€Г;, /<i<N,
ЧеN(0
mi rL al Q), х е ГN ,lГп|= li
gе mLx)

'(х) 
, 

^ 
е Гt,

пl\x а2(Ф, х € Гi ) f<i <N,
9е PI(x)

rrL ох а, (ч), хе ГN , lГлrl =l 1
gе N(rl

i L/

/?/
о(а (Х) =

,д. N(х) - rJHcш.:cTBo, определ9нное в[а]нr" кашдогоХ€Х
Случаl-r lГlrl=| рассмотрим отдельно. Равенспа /l/ - /2/ дают !{ам

al(K,1 = 1а| ( х,), а"' ( х r)),
а'(хr) = (oLl! (х), ol"'( xz)):

iОГЛВ 
oLB t) = а, ( xl) , /з/

aft )= (miпlа | 0), а', ( x")l, mах l а ! 0), ai( х) l ),

еслii a|(xt) < al (хr) zn 
n'

a(xl) =(ru.rъ!а)(х,)rа.)(ill, пахld.;(х,),а.'(хl)J), /з|,!

с*Ве,) = d"'( Х),
ес,1:: qr' (хr) > aj(xe) .

Определсние I..,Вершину хоеГN булем назыветь корнеЕ! графа G
относи,гелыlо косрдинетноft елtст"ол Sз , если

dt(х) = m_in аr(ч),
Че Гп

de(Xo). /ПоХ аzQ).
. ЧеГн

Iр.эть:о косрдиriату точки х опi)еделиi.. *аь. расстояние мех,дr х и ло

оtз(х) =f ( х, хо ) . ts7
0чевидно, оtз(хо) = 0
i'iллзсс трацие!"t пр}rведен:{ш:i построениir слуrит рис . I .
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TEOPEIIA I. Система векторов 91.(dtrd.2,dg),поставленная Ё соот-
ветствие вершинам графа G равенствами /I/ - /4/, является коорди-
натноit cltcT,lMoi'rt то есть онв определена одноэначно на Х l и иэ то-
го, что Х э g, следует о((Х) = dЧ), и наоборотt

.{,оказательство теоремш будет очевидным иэ определеплlяSз=(d.rdzД)
и лемм, которые б}дут доказаЕц нип,е.

| 
*О* I. .Для любоfi вер.tиЕц хейоQ}l) 4ос2(х) Справедливость

| э"ого н?равенс,гва следует из определения 4, и с(a
ЛаМItIА 2. Пусть х€ 9 п.,/l(хrх)о(хцх2r.,.rха)- некоторшtt элемен-

тарныi': путь в дереве @ мецду корнем fo п Х . Тогда для коорди-
нат верilд{н этого пути, справедли9ы неравенсгва:

dl (х;) >, а 1 (х1) l

dz(xi)sdz(xi), l<i<i<k. /5/
Доказательство очевидно.

PecclloTptiM проrrэвольнуD Bepxr}:HJi хеGrд t хо . 0преде,rи&,i шно]шест-

"сП(Х) 
как llнoшecтBo ковцевшх верщин Ч€ Гt , для которых пугь

У(Ч, fiо)'солерrиг д

П(х) . l ч, чrГ], хе у(ц х.)' . /е/
Тсгда ,!з ле[лмц ? непосредственно с,т?дует, что для ас+:< l!ё П(х)
справедливш неравенств8 :

dl(x) <V(g) < ol2Х). /7/
Лагко в;iдэть, делое, что

dr(x) = fйLiп Уlч),
чепс) /в/

а, (х) = tьах V (ч).
чеП (r'

0тсюда непосредственно слелует

| ЛЕ!Д{А 3. ilсли Хо - корень G отrrосительно систеrш5r.(d'6ац45),

Ino

a

(



at(|o)= miп dt(ч) = m-iru y(z),
9еХ zеГ1

d2(Io)= mох d,zU) = r€qх 
vG).

/9/

ЛЕМ![А 4. Пусть х€Г;r!еГ;rl<i<Цхtg. Тогдв
(оц(х),аzODП вl(g),а2(g)) - ф.

/3десь под пересечеtlr:ем понимается пересечение интервалов, концы

которы)с определены энэчениялiiи Ф}нкциrt d- /
ДСIlА3АТЕJlЬСТВО. fuя ; = 1 справедлltвость утвер8дения следует иэ

определенt{" Sз. iiycTb хеГкrU€Гк,х*ц, k>/
[i;>едполохим, чтс

( d l а),а.сх)) 0 ( а, [ч), ао(Фl * Ф.
Это сjЪначает, чтэ ПU)ПП(ч) +Ф l т.е. сj/цествует хстя бы одна
Берциi{е ZеП(х)ПЛ(g) ..I[ля этоil рерJIины

х€ y(z lxo) l цеуе,х), х + ц .

Но тогда в лереве @ существует шикл (z,хrХоrg,z) , что невоэ-
мох(но. Лемt":а докаэана.

!iз лемlr 3,4 следует, что Хо - единственная верчш,rна в G ,коор-
динаты Koтopoi"l удов-тетворяот р9венству /9/ 1 т.ё. любое дерево с
кооDдинатами, определеннцми рав9нсtвамп /i/ - /4/, о5ладает единст-
венншм корнем относительно этой системц координат.

ЛЕМ!rА 5. Пусть Q.=lX2rrle2l .,. rI|./ - MHorecTpo всех вэр!цин

ie & , для которшх ar(lg,). al ,de(xc)=Qrrin|,2,.,.,k, " пусть

k >.2 . Тсгда
i/ Эти верiцинш обраауют простую цепь д"р""" 6 ,

z/ хо еР.
дО.iА3АтзJIЬсТВ0. Рассмотрир: П(х) лля д6,R . Из равенства

/В/ слеryет, что.
П(ха.) =Л(хr.1 э,.. эЛ(х6*).

Рассмо,гри1,1 ze П(хсr). ,, r(z l хо) . Oчевrtдно, все верцмнш хеР
являь)тся в9рlдл!на,4и этого пути. Пусть хr. - первая верш,tна иэ Р, ,

которую мы встреч;ем, если идем пс пути y(zrx) от z ц хо

|(Z,Х)=(Z--Л79Д1 ,... ,)l 2rrLg,.'r..., Хо )

iio тогДа ,ra.*, Tofre лрr,tнадлешит р . .fеfiсгвите,.ьно, если хотя
5bi одно :,:з :IepapeHcTB

аl(х2r) >, о1l (Хlrr4),

а|2 ( К2r) 1 d2 (Х4,ц)

явля.)тся стрсгii:; ! то а lyтl, i|l(Zr(o) нет ни одноl'r верчмны J(д ,

k > е , TaKcl't, что ot( Х*) = dt(x2) . Эго противоречr[т предполоше_
rл,lс k> Q . 3начит, х2rr1 е R . СбознечиL Xe,rl =)(r, . .Щалее,
очевиднс, .|то если К 2 3 , то Х2rr,€ Р- i4 т9,к д9лре.

ИЭ РеВенства Л(Хаr\ -П(tсt)= .. . = П(Хе*) слслl,ет, ti1o для всех
х€R ,l( r\,lU(01.2 и м;lошество Р, ,!меет в дереве G вид, обозна_
qеllацlt не рис. 21 ч+ R.



Коордчqтвал оrFтешg ва гоабах с Bepor . ,?Т

U

Рис. 2..
Тот Факт, что хо G Р , тривlrаrев. Лешrа довавана.

0братное неверно /сч.рчс.З/

(а,1)

l1,2) (1,2, , U,3) (1J) G,3) (.l'3)

Лб

(|, {)

Рис. 3.
3аметим, что если Р,-|хqrХ2rr,.,rХ|п} - шно"ество верцин, коор-

динатц d7 и dо которшх удовлетворяDт условлtD леlш 6,
то

Это следует иэ IýpaBeHcTBa rr(Ц' ? 0 .

ý 2. Алгоритri отцскания пути в дереве с коордиватп.и

Пусть G - дерево с коордиllатноfi систечоft Sg.(dцdgl4з ) lудов-
летворяDщеft рввенствеч /l/ - /4/. Требуется наf,ти в oтoll дереве
алеriентарнцfi путь шецдJr двумя рааличнцИи верп{нечи Х u у граФа

G
Введеш оператор Д= Д, (а) , осташяDццдfi в соответствие каа-

доfi паре х п а рааличнцх верцЕ,lн иа G верчЕ.rну zeU(i Taкyrc,
что z яшяется верш,tноfi элеr.ентарного пути/l,(хrу) . 0боэначиrr
через Ur'(X) для д)боf; верцинц хеG r.HoIecTBo

w(x).{y, dl(ч)<4r(х), qеQ)> a"G)|. /lL/
Легко видеть, что х€ ly'(.{) и Х6€\,/(д) дJtя всех Х€ G , где .Ъ-
- _корень Сг относительно S5 . Следовательво, если ХаF Io ,
lwtх) l >. 2

Определиш оператор ;l следlDщ{r. обраэоч: Z = дх(Ц),
где

l/ d,э(Z) ^ ru+!.^ d,э(zi), еслч Х€|(g,Х) u

2/ ztc U(l|Пwtq . еслЕ
dз(z) '!!ffl|э{zt) ,( суц,х.)

ЛЕlllrА 6. Оператор ! , ааданrщit равенствашi l.u 2, определен
и одноаначен на шноrестве Д верцин лерева ý с координатноfi clc-
течоfi 9з

Ё
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at Чt ак

хаrt ý

Хд
Рис. 4

Очевидно, что эдесь ag@i > аз(х) 2 d\зВl' для .всех i.fr2,.,.rk .

Деl'rствител""о, "Ёл" для некоторого /о ag(!i) 1 dr(X), тогда

Чiо е jLB, х) , г.к- ""n" liоф r(х, х) ,_ то ё еу(чrх"') u

dэ(Х) < r/.l(ч,-о) . Если *" 9rb е У(х, хо) , то мш имеем в де-

о

реве цикл (|, Uiоr.ХоrХl, Х) , что невоэмоIно. Следовательно, и в
случае 2 оператоЁ Д опI)едt]лер сднознечно, причэм

z = bl(U) -Х2.
Леtiма докаэана.
TEOPEIй 2. Пусть @ - дерево с координетноit систеr"rоl'r$rз(drrd'rdЕ)

и Д - оператор, определенншit paBeHcTBaMt: I и 2. Тогда путь

XlIl -Ar(g), Xz, ДхtU), . .. ,Х4 =Д,rr_r(g),. - . ,Xn=b^n_r( U)

является элементарным путем шешду Д ,r| g
ДСЬ:А3АТЕЛЬСТЮ.Рассмотрим случаlt х€ УQ, до). Тогла опелатор

д определяется равенством i. В лемме i покаэано, что если

x€JL(9,I') , то х/ еу(а,хо) ,":, QЕ(ха) 7оlэ(х) . но тогда и

l;€}I(ЧrХо), i =/,2i.. ., fu . Рассмотрим

У(g,Хо), (Ч=Чь аа,.,, rUв- ХrЦg.1,,, ., lc=Xn).
По лемме 

'. 
xt-ae_l, Ха- Чs_е.... 3н8чит, Хп= U , и путь, опреде-

ленныl't оператороli Д, деilствительно соединяет Х и, ! . Элеrлен-
тарность следует иэ того, что dз(х;)zd,з(х,,_.), i = lr2,. . .1 rL.
llycTb теперь х ё р(у,,Yо) . Тогда по лемuе L z=Дr(U)=Х2 l ГД€

la е U(X) ". -Х2 
€ Р (х,)tо) Пуст ъ Хп - первая верцина, такая ,

что хr, еу(х, х") л хп € J/(ц,хо) . Такая верццн8, обязательво су-
iц9ствует, ибо хо € д(х, хо) , )|о€Jl(grХо) . I\уть xn,, =Дхп(g) ,

Хц2=Дц.r(!)r...r! по докааанноцу вшiде является элементаDItым. Эле-'
меdтарность пут}l .#(хrIп) следует иэ неравенства



систеша на с Becol э9

ý 3. Мгоритri нахоцденшя алеr.евтарного rryти в графе с коорди-

наташи

,

Пусть на ос.гове а-GUrа) граФв G=G(Xr|.,/) опрелелена ко-
ординатвая систеша sз . оператор Д , рассцотрсннцl в ý 2, поs-
воляет строить элешентарЕltt rryTb р(ХrЦ) цеIд/ лэбцшr двушя вер-
циваши Х и g иэ G , прlrчец дrгаr.r отого lтутr будlт тоrько
дуги остова. На tсяrцоц шаге i вцбора rryти етиц оператороч рассцат-
ривается Uб (х;) , что неудобно, т.к. тут вадо ёпецrодьно lrIеть
некоторшt шетод вцделения в U6(x) подr.ноlест_в" U6(r) ./3десь
под Ue(x) пониriается первая окрестность /су. [а]Zвегшпrш л в
грgфе G , а под U6(x)_- первая окрестность Л в граФвG /.

Рассмотрим оператор } , 9налогичншЛ Д , но вцбираDцеfi вецш-
H!_Z=f, (9) иэ всего MHoIecTBa Uб (х) сшеtншх с Д в G верlддн.

f, Q) = Z тогда и только тогда, когда

' 
I mах ar(z;)l если iJU)OW(IJ) + Ф , /I| /
|zte U(xl0w(y)

o{(z). { . 
-

I m irъ dr(z), еслl U0)0W(ч) = Ф . /2' /
[.; е U(х)Л vyig)

одноэначен

требовалось докаэать.
IIРИМЕР. Покашем, что операторп Д

ДОКАЗАТЕ.'IЬСТЮ. Если Uk)Лw(у),f Ф , то оператор определен.
ЕслиU(х)ПW(У)=Ф , то определенносrь f следует иэ того, что

U(х)OI{G)+Ф для всех х + хо . Если ше х= хб , тоU(хо)ПW(У)+Ф
для всех 9€ &, У* Х о

0дноэначносгь следует иэ того Факта, что в случае I все элешен-
тш мношествв U(x) П h/(9) яв.пяDтся верцшнаши путп |(t!, Х6) , а лля
олементов Ur,U2,,..r9л=хq такого пути d]U) > aэ(ai) J.Jlя!<L.j<П_.
Элементш ше пЪресечения U(х)ПW(Х ) явrяDтся верцмнаши путиJt/(ilrХо),
следовательно, в случае 2| сдноэначность такае ишеет место, что и

!и вообще говоря, раэличнц.
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Для этого рассматрим граФ, иэобраrенншlt на рис. 5. Сплодцtце дуги в
этом 'граФе 

являDтся дугами остова, раарцвнце не входят.в остов.Дпи-
на каддоfi лугr; здесь дJrя нас беараа.Еична, полоаиш ее paBHolt I.

Х1 Х2

Хо

lц

Хg

F,

Рис. 5.
Коордr,rнаты верцин эдесь:

а(хl) =( /,/,2)| о((хс)= (2,2,2), d(x)=(3,3,2),
ct(xJ,)= (З,3,l), ot(хr)= (2,2r0, d(хо) -(l,lrl),
d(Х) =( /,t,0)1

Х7 - корень ф относительно систеrш,l ýa
Сравниl, некоторше эначеflия операторов Д п J :

.Дr, (хд; = Xýr fu (хе)=хт,

А1, ( лу) = х6, i1, (,кr) =,ý,

Дц (I2) . х7, Ir.t,*.l = хr.
Рассlrотрим несколько путеfл, вшбранных оператораrrи / " j

fb(X,,,Xa) = (Хr,Хс,Iу, Дб Ig),

Jrj Lr,rXe). (trlrХ7, I51 Х1)9

Уд (Хо,Лg)' (Ic, Х7r15, Л2 ),

/л ( ,Ко, 11) ' (Х61 Хл, Хл ),

Рь (Хз,rl)' (Х!rХlr Xlr151 Х1)1

h Ur,Х.) = (Хз,Х7rХr).

тЕорЕ[4д з. týсть ,х€ Х, цеХrх+ц - верцинц графа G=OGrLt)
Тогда последовательность

хох{, хе= rх, щ),,...'rхл={._, t9), .,.rхп=Тrп_,(ц)
верцмн графа ý , определяешая оперетовом f , есть элешентарнцR

покаэцвается, что TaKofi путь есть cylrtдa не более чеш трех путеlt:

yG,O=Jt(x, хк) + (Х., x..l) + У(Хк.r rЧ).
При этом все верцмныхlrtrдr.,.rх1 приЕадлеrет rгути Д(Хr,{9) Е дереве

,

l
l

t

\



Координатная систеч8 ва гарФах с весоч 4I

6, а вс9 верrrинш Хк+lr...rхL- пуtч jL(g,xo)B б . Элеrсентар-

ность первого и третьего слагаеrщх следует IaK и в TeoPeIe 2, шэ

строгхх Ееравсвств

. d1(xi) >а- g( х7,) , | € L,i. . k.,

d1(l) <а9 (х;)2 k+t<i < j < п,
справедливость которцх очевидна.

Дуга (Х, J(K*r) либо не принадJIеlит G , либо входит в первое
или третье слагаеriое. Teoperr.a дока8ана.

слЕдствиЕ. Количество верцин lIyTп уF(r,ц) не превосходпт ко-
личества ВеРЦИН ПУТП iЦьOrф

Докаэательство тривпальЕо.
Иа следствиi легко в}tдеть, что если все дуги графа иraепт рав-

яуD длиЕу, то дJIина r\ути, вIбираецая оператороr. Л , "" 
превосхо-

дит длинц пути, вшбшраечоft Д . Но при неравнцх ддинах .ryг этого,
конечно,'riоIет и не бrrть. Деltствительво, полоtив в иалоаеiнош вц-
ше причере tr(xb, хrj = Ц, rr(Хо,лт) - г(Х5rХ5) = F(хg,Хz)= |,
получиI

Р(уоU5,х))=3, Р(rr G6,x)) =5. а

Поступила в редакциD 24.7.1969г.
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