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к юпросу ов оптипilАJьной стгуктурЕ oBpATHi{x связвй !,toHoTOHHo стА-
Б}lлизировАнной ишхулъснOй систЕ[шл

И.Е.3убер /Ленпнграь/

В ишпульсноfi систеше регулирования
|п.l=Дхо*Rцп, цп=S*хп, /I/

;эадаtrцматрипн4,Р,
ЕЕводятся необходиlдlе и достаточнце условия того,что существу-

€т такая шатрица 5 = 9(О) ,что пара t!атриц R. и ý обеслечива9т }io-
нотонЕое убшвавие эаданноit полоаительно опредэленноfr квадратичноit
Форш @(х) на любом решении системы /Т/. Длtя шАтриrщ R l удовлс-
творяющеfi полученнш!r условияrr, определяется обчп,tlt вид парной ей

ш9триlдц S Й оптиrrальlшfi вид паряоlt шатрицш ýО , обеспечi,tваюцеft

liаксиtiшьнуD скорость убшвания Форrлr Q (д) . Те re условия опреде-
ляDтся дJtя матриrlл S и находится обцрtlt вид парноfi ей матричш

р. ft(S)

ý I. Рассшотриlд линеfiнуш импульсНуD систеrry регулирования,
описцвае}ryD уравненияrrи :

' хпч - Ахъ + Rцп, ца= 9*хо. /,!,.I/
гдеХ - k- мерншfi векторсостояния систе!{ц, А -."да"ваяftх/<
матрица с постоянншми коаФоиhиенташи,(1 - Р - шернцil вектор управ-
ления, S -веществэннаяДхр матрица обратнцх связеl't; д - вещест-
венаая ft х Р матрица, характериэующея расгределение управляюrrlего
воздеfiствия в объек?е.

, Пусть 8(х) - ааданная, полоцlдтельно определенная квадратичная
Форма от вектора состояния систешц /1.1/|

Qft) = х*Нх. /l.Z/
Согласно[ l ] Оуле,l говоритьrчто crtcтe,Ma /'..i/ - /l.e/ шонотонно ста-
билиаировава или что пара иатрич S n R моаотоЕно стабилиэирует
систеLry /|.l/ отвосптельно форшл ,/I.Z/, если аначени.я Форrш /1.2/
монотонно убшвают на лrобом решениr,r системц /1.1/.

Пусть Р - минимальная раэмерность вектора управления, при ко-
Topolt систеша /l,i/ - /|.2/ Mor,eт быть монотонно стабип"""ро"""".*'/
Согласно [ Е] , Оуо"r, наэшвать зад9ннJпо k , Р шатриllу распределения
управле:rия R допустиl,tоft, если существует такая ( х р матрица об-
ратнцх связеfi S , что пар9 матриц S и Р моновоано стабилиаирует
систе!rу /!.V относительво Форшш /|.2/. lilатрица S= S(R) наэцвается
парноГt матрицеlr допустимоft матрицш R . Аналогично определяется до-

"Р гrj"2]" 
неотрицательнцх собственнцх анаqениl,t матричшС =/|НА_ н

/с



пустимость r.aTpllllд обрагншх свяэеft S !1 парность матриrrц Р
З [ а ] "оrодrп""ь 

некоторше нэобходимше условия допустимости
матриц S и Р, и необход,лмые и достаточнце условия допJrстишости
векторэв ý иГ, соответствуацихrrатрицаrr S пР, дJtяслучая

Р = I, там 8е определялся частваit вид отвечаDщtх иra п9рня116 ggк_

торов /'(ý) и s(|,'
iJ :rастоящеft стgтье Форlryлир5rэтся необходицце и достаточЕ{е ус-

ловия дспустимости rrатриц R u 9 , определяется общдlt вид соот-
ветствуюд!4х парншх матриц S(A) и P(S) и оптиriальнцtt вид парноfi

матрицы S(R.) , обеспечиваюцрtft ,/при ааданвоlt допустишоft шатрltцеР, /
максимальную скорость убшвания квsлратичноlt Сюршl /I.Z/.

Введем векоторые обоаначения. Обозвачим череэ С rдатриtiу,опре-

деляеlý/ю равенство!{
с=д*нд- н. /I.4/

Обозначим через Р матрицу оператор9 проектшрованt4я Еа нуль-про-
странство rrатрицы H'hP. .

p=J- н'!'р(R*нр)''р*нФ. /1.5/
тогде имеют место следуDuще тесрешц, докааательства которшх приве-
деЕШ в прилоаении.

l ТЕOРВ[А I- lhя того чтобцlхР матрица распределения управлепия
lP бцла догrустимоlt, необходиtiiо и достаточно, чтобш вцполнялось

! 
""no"n",l"-"---- н_ д*нфрнфАrо, /1.6/

ТаОРЕШД 2. Пусть kxP матрица R доrтустима. Тогда общrlt вид
парвсй ftхР матрицы ý эя,lается форlryлоfi:

S- -А*нр(о *н р|'* Ll(p*HRT'la, /I.?/
где U - произвольная ft хр [rатрица, удоцдетворяDllая неравенству:

С + цtJ*- А*н.'|'рнkА ,0. / L.B/
TEOPEIiA З. týrcTb detC * 0 Для того чтоош k хР ь!атрица

обратrтrх свяэей.ý бцла допустиrrоft, веобходиrrо и достаточно,чтобц
вшполнялось условие

s*c4S7O. /;.g/
ТЕOРtslДА 4. Пусть k rР матрица обратных.связеl-t S допустима.Тог-

де общlft вид парнсfi etI метрицш Д.(S) задается paвeнcтBolr

p=(y+iSs** sU)-'(H'lzDH''l2-A)(ls * u), /I.!o/
где .,| - число, удовдетворяющее HepgBeHcTsyr}2z./o такоtцl что

-C+trOgS*> 0i /I.ч/
|.j - произвольная ft r Р матриц9, удовлетворяцхцвя неравеЕству

,с + loss*- ;, UUr> 0,, /i.Il/
Р - проиввольная ортогональная РrI' матрица.

С;rщеетвование числа l0 l удовл€гворяrсцего неравенству /|.Il/ rеслч
ицеет rrecтo нер8вевство /1.9/, пок8а8но 

" I 
r] .

введеrr пснятие оптимальности парноft матрицд. Как бrrло покааано



К вопоос_ч об оптишшьноf, cTpyKT.vpe обрАтнцх свяэеfr ?5

" [а ], допусти}rость lrатриltlд распределения управления РО o"*.ua"r,
qто матричное неравенство

X(o,s)= -с- gр*нд- дfнрs*- sp,ri},g* >о*> il.B/
ишеет решение S(P') при Р = RО .

Обозначиш l!ношество таких решениi череэ f
г(ео1= {s, кtпО,s) z0 }. /I.I4/

Булем говорить, чтоýОбГ(ЕО)оптимальна, если для JDбого векторsх
из простравства состояний вцполняется условие

х*к (RО, ýО)х < х*к(рО, S)x .

ТЕOРЕ!ЛА 5. Пусть fi х р l.атрица распределенпя управления РО до-
rгустиIа. Тогда оптиr.альвая lrатрица обратнrrх свяаеfi So(Po) аадается
форryлоlt:

Sо= -А*ндоцро*цро)-J, /l.L5/
ЗАl[ЕЧД{ИЕ. Дпя случаяР-/ реаультатш теореш I - 4, ааписанЕце

в специальном бааисе, совпадал)т с реsультатаI}t, рабопr Ia ] .

ý 2. Примерш

Пришер I. Рsссlrатривается одноконтурная схеца /рuс.l/,

описцваеuая уревнеЕияraи

Рис

тrчt'\сrЕi@l = ?|*', L=1,2,..,n

т 2

2l=lg, , Qz=Чl ,

Предполоrиш, что систеri^а /Z.l/ - /2.?/ не яшяется Iонотонно стаби-
лиэированноf, относительно квадратичноlr tфршr вцходнцх переценнцх

^У-Iч:. /z.э/lcl
3адачs Форtryлируется следп)щ,rrr обрааоrr: шоано ли сделеть clrcтerry
/Z.l7 - /2.g/ шонотонно стабилиэированноlt введениеш обрвтноi свяаи

/рuс.2/

К - rrатррча квадратичноfi Форшш ДQ=Q(Х.)- Q(X,".r). "о" Q(x) - ООР-

,
z,id

a

{, l.}, Qэ:r t

це, определяешая сdотношениеу /|.2/.
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Рис. 2

следующёго вида:

|.t=Ча, 'Z"=}|q,'j|\", /2,4s/
илu

Q, =9'iЗ, - !| В^ . /2,46/
Форшулtл /Z.4/ показцвают, что уревнен}tя систеw /2,i/ и /2.3/ оста-
ются неиэменнцliи, !rэriеняется только одно из уравнениlt входов /Z.2/.
Перепиiлем Gистему /Z.:i 2.З; 2.4/ в матричном виде:

Xa*l= f,хп l /?.5/

0(х1 = х*нх. /2.6/
Уравнение искошой MoHoToHHoit стабилиэированноfi систешц получается
ааrrеноlt в уравнении /2.5/ матриrrш Д на trатриDJ 8,Д*,Q,S*

.Условия совпадёния одного из уравнениfi входов /Z.2/ с нсвц},l

уравнениеrr входов /2.4а/ пли /2.46/ сводится к совппцению одноlt из
сгрок у матрич Д и ý ; riатрица Вý* ишеет одну нулевуtс. строку, и,
следовательно, ее ранг не превосходит единиt\у.

Такиrд обраэоlr, поставленная аадача свеrась к а9даче с допусти-

liссти вектора В*, lt Ol м, MoHoToHHolr стабилиаацпи систешl ,/2.I;
?.З; 2.4а/ или допустимости вектора P'tlO tl дJIя riонотонной ста-
бttлиэации е!tстешш /?.l; 2.Э; Z.46/

Обратимся к теореме I и вцпидем мsтрицy l1=7- ДrРДr где Р
- матрица оператора проектиров9ния на нуль-пространство 

""*rop"P'=||l

,-4
т
dl

р= fi=
I

0
о
о t

0(r

т
|-

Сог,тае:+о лешме 5 статьи [r ]лля'поrrо*"r"п"ноfi определенности r,rатри-
цы Г1 необходимо и достаточно внполнения двух условиЛ: ,

о(|{- т 70,
i2.7 /

,l

т



Ш, вопросу об оптишшьноr{ с обоатнцх свяа'еfi 2?

r +-(|,i.t,- #Т}о
/z.8/

Условие /2.7/ вцполняется в сиJry ограничениft на парашетрн систеrдц

/z.l/.
Рассшотриrr, какие ограничения следует налоаить на парашетрш

системн /Z.l/, чтобц вцполнялосh условие /2.8/, т.е. чтобц вектор

Р'= l Yl бrrл допустпш. Очевидво, веРавен ство /2,В/ аквивалентно Ее-

о'"":"'"'- 
т2 , -2Ti - t- а| ? О. /2.g/

Следовательноr.дJtя того, чтобц систеша /2.|/ rrогла бцть lдоно-

тонно стабилttаирована обратноfi свяэьD впда /2.46,/, необходиtlо и дос-
таточно, чтобш параrrетры систецш удовлетворяли неравенству;

TI'-,l, n'r. /2.1o/
Аналогично, дJtя того, чтобtt систеша шогла бшть lloHoToHHo стаби-

лизировава обратноlt свяаью вuда /2.4а/, необходиliо и достаточно,
чтобш парашетрц систешц удовлетворяли неравенству:

Ti -t7 ф'о-
Пусть условие /2.1O/ вцполнено. определиш коэtDфициерrц

В силу теореrш I

s*=lt- r?i |i l

определяется соотноtпениеш

}', " }i.
/2. ll/

Ёо

ý=- A*,Q =

l
TL

*,s
т2

Откуда слепrетf Q)
l t+ !' Та'

ь("| -- + .Jl 12

вшполнено условие /Z.Il/, коэффициентш обратноfi свяэи

'',f 2

Если
l)

определяDтся аналогично..
Пример 2. Рассмотрим систеDry регулиров9нuя /рис.3/,

ýз

Рис. 3



Списшв9е!rую рgэностнцми уравненияriи

где

|r, |, dt> !, dr
Предполошим, что система /2.12/ -,

цY'! '?, 
,

EI'o= ?",
-(п+05з =7Zэо

?t = dtEl'' * о, Б
TZ, = !,1'il,
t, = У"ЕТ',

- }',
/z.

d

0

0
о Н= Jз =

,/2.I?/

tlr)
з,

/2.,З/
< l. /z.iL/

I4/ асимптотически ycToit-
чива, нс не монотонно стабилиаиров9на относительно квадратичноlt

Форшл выходных переменнцх

з
v= Е Е;q /z.l5/

Очевидно, сделанвое предполо"Jil" ве противоречит услоьuо/2.14/.
Определиlr обратнне свяэи, монотонно стабилизl.tруDцц|е систеlry от-

носительно форшц /Z.l5/.
Перепишем систеrry /Z.l2/ - /Z.$/ в riатричноri виде, поло8ив

-=l;i 
[ 
, 

^ 
=|

0 о(,

9,0
0to

l00
0t0
0 01

е

.,

Хцrl = Дх rо У= х+Jэ х .

ЕЕпищем матршцуС.,4h-Jз. В силу ограничениft на параD.етрц сис-
тешл,/2.I4./, llатрица ý }tцеет 2 полоrительнцх собственнцх аначения.
Следовательно, llатрица распределения упрввления В долtЕе ишеть

ранг не riеньше qец 2.
Ьтрпца

Р=

является доrryстишоit, согласно теореце , т9к как шатрица

I

0
0

о
I

0

J- А*DА =

I0 0
о l-f] о
о0 I

д.J-всtртh-= l : : : l

|о о ,l
Определим лля матрицш ft оптишаль}tу, nJo"ro шатриtlу S'(P) . Соглас-
но теореше 5,



К вопросу об оптишаллноit cTpvKTvPe обDатнrrх свяэеfi 29.

sо=-А*R" l;;tl
Пришер 3. Пусть иD{пульсная лdчеfiная систеца регулировеЕля з8п}t-

сана в матричноl'l виде

хlаазДI(р, /2.16/

где
Xl

1,
|п+9а матрица | ишеет вид:

ъ,Ё,& }
!rO О О

Ак!
/2.I?/

|э

0

f,
0

,

В:
о[=

rз А."

Ак.

Аlз , Аlц
числЬ d; и

нц.
Рассrатривается сшстеца

|Е*1 = ДХо t P-tIo ,
' tL2=ýtxp, , /2,IB/

где шатрица Д определена paвeнeтBori /Z.l?/ r. rл ставится задача оп-

ределения rrатриц R, и S , обеспечиваDцрtх rroнoтoнHoe убtrвание квsд-

ратrчноl форцr V=хi+хi*д2, "" JfiDбоlt реЕеши систеlщ /z.lт/.
С.7едует отчетить, что в отличие от всех преддддDtх прицеров

8десь рассrrатривается sадача шонотонноil стабили8ации систешц отно-
сительно вцроtденвоfi квадратичноlt Форшц Q(x)- ХltД* 3

- проиавольнцеkх3 и kxk штрицлl соотqетствевн6,

/; чоо*"творяDт соотноrценllо /2.I4/, fc " бi пропэволь-

t{=

I9 0...0
о
о0

/z.19/

Обовначиrr череэ ff ш9триt(у, определяецrD соотнодrениеш:

в=д+ д5*. /2.2о/
Как бцло покааапо в [ lJ прш лэбоrr внборе цатриц 0 , ý Iатрица

D-8*H8-H , херактерtrаJrDцая yбrrBaHrre Форш а(х) , .вiжопереr.ен_
ве.

3апипеrr rатриrцr |, В, ý, 8 в 0лэчвоr виде, отвеч9Dцец
раабпевип /Z.19/

Acg Аr*

aa

А

s

А

s
s ,

д

в

P,l
P,nl,
Взз Вrr

0Kr Вхл

гДе
foз,= Азr + R'g'*,
8зк = Аgr + ['s'f .

l) t

{

/?.2т/



тогда соответствJrюцие блоqное раэбиение матричш } имеет вид:

l 8r1 8rз - 7, Bri 8rл l
г= l l' l Bi в,. Bi* вr* l

0чевидно, необходиrшrr условиеш того, что матриrrа Р полоаительна,
являегся вшполнение равенства Sr.=P , что в силJ /2.Zi/ оэначает

Аr.=- п'S"*. /z.zz/
Предполовим, что мarр"чr, ,0' " S" выбраны так, что ишеет место

/Z.22/. Тогда матриuа ) квааидиагональна, и требование монотонно-

гс убывания форш у(д) на лпбом рещении сисгешш /2.1B/ сводrlтся к

требованию

8r|8r, - :, < 0. /?,.zз/
Распишем подробнее последнее неравенство

Л|rаrr- l * S'R.'Аfз *АiзР's'lg'L'rL's'*,о, /2,z4/
Ранг r,tатрицц Дзк равен 2.

Равенство /2.2?,/ определяет матрицу Д' ранга 2 вида

б

гдеб - 2х2 проriзвольная невыро8денная магрица.
Очевидно, что вшбор матриltц d не влияет н. допустимость lrатри-

,ro С'относительrо "ёр""""ства 
/2.24/. СоглЕсно примеру 2, матрица

Е' допусrима для неравенства /2.24/ и efi отвечает парная оптимsль-
ная матрица

Эз-
с}.
d.1 с
d,g 0

Матр::ца S " определяется равенством:

l, Уд...t'*
616д...6*

IV,aTplrua [l| :роиэвольна.
Стметим, что рассматрив9емая система после введения управления

р9зб:.вается на 2 ;:зол;iровенriые системц /слl. рлс. 4/:,

р
0
i
0

I

0

приd=| 

;,' l

(П+ а)
?., , \'{*"= |, , fr.B'{r'L z,

(ь|

ч t

ч? 0; |,,=0a |, 2
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?.j о е (а.a'
)t

Рис. 4

Прилошение. Докаэатедьства теорем I - 5

Докаэательстве теорешr I и теоре!{ц 2 проводиll одноврешенно.
Перепишем неравенство /|.lЗ/ в виде:

-с-(srr{+гlt/)(sп{*гл-t'l** Fi'F*zo, /l/
гДе

л = Р*нР, F+iнL - /2/
Необходишость. lýlcTb неравеЕство /l/ вшполвено, тогда в силу

/ 2/. спрведJIиво соотнощецде

- с+ F 

^-'F*>0.Последнее неравенство с учетош обоэвачениП /Z/ шо8ет бцть записаЕо
в виде

н_ tн|0_ нtр(п*нр,)-'п*нIlнtдr0, /з/
что эквивалентно ЕеравеЕстЕJr /l.B/. .

Покаlеш, чтоР= тнtП(tнРГ'tНt есть/ матрица оператора проек-
тирования на нуль-пространство шатриц1 ДlIД . Вводя обоэначение
l

Н'Р = Z, рассмотриr, k, ft шатрицу M=Z(Z*Z)2* р"Е"", очевидно,рав-
ного Р . Непосредственноft проверкоfi убеrдаеrсся, что матриша /{
ишеет Р собственнtлх эвачениfi, равнЕх един}rце, которшм отвечаDт
собственнше векторЕ вuдаZЬ , где D - проиэвольншft Р -мерншtt век-
тор,остшьнше k-P собственнцх аначениit шатрицц N равrш нулю.Сле-

доввтель_но, равенство U-N)х =х иuеет uесто тогда и,только тог-
да, когда х принадJIеrит нуль-прастранству шатричл Z

Достаточность. tIусть kx р lrатршцаР уловлетворяет условию/I.6,/.
В силу правоfi части неравенства /|/, шатрица Р удовлетворяет нера-

венству /l/, если вцполнено соотношени"SЛf* Гit = U , где U удов-
летворяет неравенству /I.B/. Воэвраlцgясь к исходвцш обоаначенияш,по-
лучаем форrrулу / I.?/ .

Такиш обрааои, теорешц I и 2 докааанш.
tокааательство теорешr 3 и теореЕa 4 проводим одноврешеЕцо.

!{еобходиrrость. lýrcTb ишеет lrecтo неревенство /I.1З/. Тогда необ-
ходишо вцполняется условие

п п



_с _sF*_FS*zy. /4/
Как показа*о "[ 3] , л;rя вцполнения неравенства /а/ необходимо и

достаточно, чтобц }tмело место условие

s*c's > о. /5/
достАтсЧНоСТЬ. Как покааqно 

" I i ] взаимно одно8начное соответ-
ствие меtдr парой шgтр"ц (S, &) ', у-оо"rr"r"оряDппrх яеравевству

/I.1З/, и пароfi r.атриц (ýr, Пr) l удовлетворяDшц4х неравенству:

C rSt Р,* * Р, S,* (0, /6/

. Рt=-}sr+ц, /9/
где услови" "а ч"спо ,l, и шатриry (/ сфорlryлированц теорешоfi 4.

В силу равенства /7/ ьы'полнение неравевства /5/ яsляется доста-
точнцl, условиеri дJtя доrтустимости шатрицц ý . Подставляя вцрааение

для матрицн Р. 1 иа равепстgа /9/ в равенство /8/, поJryчаеш общrt
зцд парноfi матриtlц Р. , совпадаDцеf, с Форrryлоil /1.IO/.

аадаетсЕ следrDшиши равенствами:

5=St,
Р - (J + s, р,*)-'(,ц'tDн{-д*)р,.

Следовательно, матрица 9, удовлетворяет неравенству SrC'lq?O ,

парная eir матрица Р1 иrrеет ви.щ:

/в/
в

ДОКАЗАТЕ.ПЪСТЮ ТЕОРЕШ' 5.,týcTb СО - лопустицая ftxP uатрича и

S€ Г(П,е). Перепишеш неравенство /l/ в виде:

к (R,, ý)= _с-(sл{* F Тillsл 1* г Ол' {f, p6'poi 9 .
Пусть So удовлетворяет условиD ýО=- FОД''
Тогдg К (&', ý9=- С* FoitFb*z K@i$ для всех 5€ г (р")

Постхriтила в редакциD 23.6. 1969г.

Литерату-ра

I. И.Е.фбер, О rroHoToвHofi стабилиэеllии линейнцх хшпульснцх
систец реryлировения,.Автоlатика и Телеlrеханика, Е З, 1968.

2. И.Е.3убер, 0 cTPyElT/Pe обретшIх свяэеl цоttотоцЕо стабилиэш-
poBaHнoft иurryльсвоlt систецц, АвтоЕтl'lке и Телеrцеханшка, Е 2, 1969.

З. И.Е.3убер, Е.Д.Якуёович, об одноl gатеlrатхqескоl вадече .rи,-
HefiHoit теорплt управдения. l[атечатические аацетвтl 1969 /в печsтп/

4. Ф.Р.Гантшахер, Теория liатриц. Иад-во '.Н8ука", I9ь.

работа долоIева ва ElcecoDaBoft ковrфревцпи по теоретическоft кш-
бернетике,/Новосибирск, 1969,/.


