
Управляеl.tые сltстоNlы, }l.\l сО Ан ссср, rg89 г., вып. 29

РЕШЕНИЕ ОДНОЙ ЗАДДЧИ О РАНЦЕ
А.И.Ерзин

t 1. Постановка задачи

Рассматрlrвается следуюlлая задача

к
CKi IK _+ mаL

lzцl

удк 519.854.з

(1)

(2)

mLп I
L= i7 K=l

кI NK rк L Q
K=l

IкёZ:, к=ГК,, (з)

где 9к, 0, CKL )0, К=В, i= П; QrO,КеZrrПеZ*,
Очевидво, что рассматриваемая.эадача является /VР-тр,улноП, так как в

частном случае, когда, напрrtмер, C(l= Crz, K = П , она является эадачеfi

о ранце, которая принадлежит классу NР-rрудrьlх проОлем [r].
Преллагается подход к реlцению поставленноR эадачи, позвоlrпощиfi ф-

фектшвно находl|ть прrrближеняое решение с оценкоfi погрешности в наихуддем

случае. Пэп Nr= ! , К=ТТ , предrrох(ен полиномиальньй алгорштм, строя-

цrий решение с относительной погр€rлностью, не пр€восходящеП l/ ГQ1 ( Гql -
целая часть *n.n" Q ), т.е. аJrгоритм асимптотпчески точныfi прil н€ограничен-

ном росте Q . В общем сrrучае удается псевлоффективно построить допустпмое

решение с оценкоП абсолютноf, погрешности, равноR

с= mаэ с
к= 1,К

L=П

KL,

и а}фективно - с оценкой, равноП 2С .
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9 2. Своf,ства эадачи

Обозначим *"р*, l4/(tr) значенше целево* фнкчии (ЦФ) на допуqтпмом

реrленип t =(Xt, ...2ац) , а череэ W* - оптимаJьное значение ЦФ.

Рассмотрпм наряду с эадачеf, (1)-(З) задачу

ф(t) = т:* En 
л, I'tr) ;

il*,l 2= t;

пli >.0,

(I)

эадачи

,
где

а

о={ 7,=(atl.,.,tK
к

)/Е
' к=!

к

h]IKLQlIK"z:,K=Tj,},

tLt х CKLXKrX,C9.
K=t

Справелrrlва

Л е м м а l. Имеет место следующее неравен"о", Ф(.l) >W@) ,

еý , т... Ф(l) _ верхляя граница ЕГ)шrя ft/t.
Доказатбльств о. Пусть П(Л) -решенпезадачш(r) прп

|"

r)

л,IL (л.tD) >

t

некогоро}l фrкспрвашшОм векторе | , а I* - оптпмаьяое решешше
(1)_(з). Тогдд

2 2z
i=t Er^rI'G*) 

>

.z
> lпLtъ I'(a\, Z ,\; =L=П Г:t 9

- tttLtl Ir(x*) = W*.
L =77

Лемма доt(аЕtаltа.

Пусть в ддrънеfiцrем

it= i, Дl,= t-Д, Де[о,t] ;

ок: CKt l бк= CKz, К = ТR; С = mа& Скь i
K=7R.
L= Т7



Реlленше одноlt задачи о ранце 4з

ф(,l) = mаL {l t'trl +(t- D lLtall , (.l)zе9
Halr понадобllтся

Л е bl br а 2. Пусть J()) - решенllе задачtr ({) прtr фrtксltрован_

"on, 
r\ . Положlлм )'= Д+Е , -ДЗ Е 1t-Л. Тогда еслl, *epex.f/

обqэначить ре]ление задачlr (-l) с z\ = Лl , то справедjlltвы с.lедуюцше yтBep}i-

денltя:

l ) если ё >- 0 , "о r'("') ,I'@) u I2(x') clz(x) 1

2)ecдr €1о,"о r/@')cll(r) n I2(х')>-I2(л).
Д о к а з а т е л ь с т в о. l,llreebt

AI',jс,) * (!- D I'(x') ь л I|(x) +(1- 
^) 

I2(x)

" 
, 

^ 

* e)I|@) +(t- л- e)Iz(x) с(А + e)I'@') +(1- )- e)IL(l'l . (5)

Следовательно,

^I|@,)+ 
(t-DIL(xl) L

э )It(r')+(r- l) I2(л5 + е lt(t') - EiL(r) -ёIrа) t ет2а) .

Пусть t > 0 . Тогда иэ предыдушего норавенства получим, что

It(л') + I2@) >- It(x) + IL(tl). (с1

Нужно покаэать, что I1 (r') >. I| (Х) . ПрлположиN| протllвное. т. е.

I|@') < l! (r) . тогда иэ (G) вытекает, у'о I2(л) > I'@' . Сле-

довательно. используя (5), получаем lt(r) С It (t) , что протllворечItт

предлолох(ению.3начит, в случае, *огла f >О , I'(Л') >I|B).
Аналогttчно докаэьrваются другlrе утверх(денltя лемt\tы.

В заключение этого параграфа отметим

С в о й с т в о 1 . Пусть -t(l) - решение эадачи ( r) при HelioтoF)bl

l е t0l] . То.лч ."n" I|@(^)) =Il(x(t)) , .о .Т (i) _ оптпlttдльное

решенше задпчи (r )-(3).
Действительно,

W*b ф(l) = ,l Itлr,ll) +0- 
^)IL(лr,l)) 

=rt(r(t)) = 121xtD),

Следовательн", .I (r\) -т.о. ВГ совпадает со значением ЦФ на утом р€шешип

оптимальное рсшоние.
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пvсть !,л =!rК=lrК ," N=[0 l .перепичlемэадбчуввиде:

ý 3. Метод решJения в однороднопi сrryчае

к

,х к
mLfu lД о- лк) 

E.L^I*} -* \X?yi
(7)

(8)Z r*=д/;
K=l

r*е ZI , к= !,К ; (9)

Очевилно, что в этом случае задача остается I{ Р -rw*ой, так как ее можно

переписать в а(вивалентном виде как двумерную эаддчу о ранце.

обозначшм
к

s2' = |а = (at, .,, rх)/ Z,л*= N, t*, ZI, к= ЦК|,' K=t

t| рассмотрим задачу

r I'rдl + (t- Д)IL(t) + rnar, ) ) е[о, tJ . (1о)
л,egl

Из леммы l следует, что

ф(^) = fnol, ( )цIltr) + 0- l)I2(z))
ае SLl -

является ВГ дrrя оптимального зfiачения ЦФ при любом ) е[О, tJ . 3начltт,

д,lя поrrучения наименьшей ВГ целесообраэно мпнllмllэировать ф (Л) по

Д С [|rt] . Так как ф(Л) _ выпуклая, то дrlя ее м,.вllмиэаtlпп можllо вос_

польэоваться, напрпмер, методамll дпхотомии или эолотого се"ения f2]. Если

D > О - точность. с которой мы хсliтим наRтш точку минимума бу"*оrп ф(rl) i

то за 0(og, t /t) ц!агов алгорlтм длхотомши иJrп золотого сеченпя наR_

лет искомое J .

Спецrrфика задачн поэволяет наfiти mLru ф(Л) ", lC (KL) арф-
) e[O,tJ

метпческих операчrrf,. Деfiствительно, нетрудlо эаметlrть, что, р€lлая эадачу
(rO) для фrrксированного | , "r", наr(одим

Даr+(l-,\) бg = mщ t Да*+ (t- D бкI
К= l,K

иполагаем 11= N, а tK= 0, К# е .

Уравнешиям != Дак+(t-l) бкl К= lrК , cooTBeTcTBytoT на плоскостп
(ЛrУ) прямые линии. При рещенип эадачп (rO) шя каждого фrrксированного



Покажеьt это. Для ?того достаточно заýtетllть, что две соседнllе точкlr

ltэлома мах(оранты не могут находнться на расстоянlltl .,le'buJeýl 1l С'. [l1cTb

,\ u ,\'- *" соседнrrе точкlt lrзлоNrа :\l8хiоранты. Прltчелl АaД',6rtбС[r,
aL1 а L Qt ll пересеченltе пря]tlых Аа+Н-Л) В ,, Аа"+(l-Д)6l

проllсходllт в точке ), а пряttь,х )а +(t - il В u Аil1 +1t - Д) 61

.'rо**е .l' .

Оценим снllзу раэносr. ,\'- i . 3u.,".un,."ro ДП + U- D В = ДОz+

+(1-il бz n l'0, +U- )')6 = д'аt + (!, л') бt . отсюлlа

Решение одной задачl! о ранце {ý

,\ Оулет выбрrн тот Hollep ( , которыJl cooTBeTcTBv(rT cab,oil "высФ}iоrt" пря-

мой. Следовgтельно, д.lя наrtождонllя N|llнll:\tvýra фl,нкчltlt Ф (r) достаточно

Hajlтll r.tltнItl,lyьi rita)riopaнTы celteйcтBa пря\lых ,,оr"о.r,, ( на отре:]ке [О, 'J.
Это lrоltно сделать 

"" 
()(KZ) арltфltетttческllх операцltп.

Еслlt х<е воспользоваться обtцllми Nleтoдa]vlll однопtерной оптltýlltэацltll, то

[= tr2, tlo)t(Ho HaГtтll

операц]lil.

в случае целочltсленнь,* CKi , К = trK ,
пLru Ф rll за lcK cOlL С )

Д е [QrJ

r' tt - 6
^ 

=тjтЕ;--з:

#-#>о
Откуаа Дr8r>Д16"+ 1 .3начит,

)= бz- 8
а- aL+62-8

Учитывая целочпсленность С*1 , К= i3, , L=T|} , получаеNl

л'- rl

гд. Д
Аr+

6-tt 6"-6 Дt А2=тптт:тт-йт=m- т;а,
t= 6-6', дz= бl.-6, бr=Q,-al,Dl,= a,t - а При это\l

Д,L С " 
', 

+ фСС. Так как Л'-Л >0, .о

л'-л> t

м
t_

t
т,

Следовательно, в сrIучае целочисленнь,* CKi трудоеNtкость нахо}(дфния

mLrL ф (r) равпа 0(К пLп{К,Иgо- С| .

re[O,rJ
Пусть в длlльнейшем i+ ."*о*, "rо Ф(,l-) 4 ф(i) , Д < f0,1J . Иr..

с:tr<lЙстDа l слt:Дует

С в о й с т в о 2. Еслш ,\* 
"" 

единственнu. T.ti. Nrllнllr't},M tvtllжopirн-

T1,1 достlrг.lстся lta отреiзке. сооп}етствуlощелt, Hanplt'(,p, пряьlойl ! = Да, +



rG

к, ,0, ,

Пlrll ътс;лл ВГ равна

Ф(l) = }((л/- D а, + La1) 41-1Х(л,- 0 а,+ е6), С=ф
В ,|,,!.,T'|.)a:Ttl,

ф(i) = N( дц+(r-i) 6,) = N (lar+ (1-I) бъ) .

Заметиьr, чтсl

I'0Ч =(лl- L)а,+ (4"
yбt,ll,rrrr.T с txrcпonи е | а

ILGЧ =(N- L)6,+ g6,

Br,::[r.'t(jтaeт с ростоМ Р . Сllел,rчательно, MorKH.J найтИ е , "* 
K(rтopor\.l

(N-а)аt+Zо": (N-С) 8, + 06" илш

N(а,- 61) = (а,- Ql+ Ц- €t)e .

И:, (l l ) c:,,,lr.лvt,Tr,tтr,

Д(еt-Ll)= 0-л)(вL_вt)
И ] (at- еъ+ al.- бt) = 8"- 6, .

А.И.Ерзин

* (1- 
^)8е,гз,, 

О2= 82 , r. x=(It,.,.,,aK), ас= N , о ак =О ,

К # е , яtr.lя(,тся (}llTIlIlil.,lыlhlrl p(,цl(,llll..\l J.lдllllll ( 7 )_(t' ).

('tr. ii с т lJ (, ;i. Пусть )r= 0 (А*= !) u != )ac+O-t)|c-
с.,)с,г;|l).lяklч|ilя \lil;tr()JЕlllты, ll|,ll(,с(tБпк|lllilяся с (}cl,KJ ) = 0 (l' = t) . ТОa"" Р"-

:;:]:'',,*'_ lj:i".:;?r]:,;,. 
iе=N, ^ ,"K= о , к{ С, ^"n""""

flclKa;K,lri Jт(,;l.,lя Д*= 0 . }lllt.olr tz(il>W*.1,1o так как |{=@,
тсl 0,g ) бе, u, с.lод{,,}itт€.llll|{), I1(El > ILtil > W*. Св<rйство il()Ka-

:talHl r.

[|vl:Tt, 0 < л* 1 t lt притоNl (,динственно. Слсдс,вате;lыlо, точкой ми-

Hll\t)\i.l \taiк()lriillтtn яl}.,|яст(:я T(J.1Ka пер(.сеltенllя по краЙней мере двух пряNtых,

т.с. llpll ,\ = .lt лrп nn,,"nn'yrl д.е веJlичltны rl:J {д*а*+ (t- л*) В к ,

N = ГК } l|Nt(lK)T ()линаковые (NlOксrlNtальные) эначения. Пусть К1 u К7 -

H(,l|c|.lil, lt/l h(rт(,рых llpltHltIlaKJT \taкcltt\taJbнoe :}llачение во,,lичлtны Д* Qr+ ( t-

- 7*) tц, к= Т3 i,' Ot-- aKt, tt= 8кr, ol|.Qr",.67=,.6yz .

Так K,rK ) + - олrt".тl}он.rая точка пер(,с(.)чения пряNlьl , А* О1 T('l- Д*) бt
n д'аr_+ (l- л\ б L и Ar е [о, t] , то можно с|lитать Qt> oz
u бl ' 81 . Нuлч опyстим зв€.зд(rчку у i * 

.

,,""r.,"o''ou''"ll(r, 

r|TO подNtножеств()t, ро]чений задачtl ( lO) при таком 

^ 

ЯВ-

{rе = 1о, N_е0 ,o,!!.0,,..to),e=Til}

(1r)

(r2)

( r3)

(r4)

(r5)

t
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иэ (1а) п последвего равенства попуtвем

N(ц- t,) = G2- 6)Е7l = (а,- a2)E/rt- п

7 _ il(Q- 8t) lу-- tr- 6,
Таккак a,>8t,.o Е>0

С = ,V . то"о. Il fttt) > I2@N) =
моJDно€ решевае.

N@,-Ei(-^)( (16)

положt{ть

,{ - оПТП-

Ot- аъ
в"- E>Il/ ,тФ можно

6rN > ф (Д) 3вачпт, .f

Пусть 0 < С a N PaccMoTprпl rа реrленпя:

It=(0t...,0, N-rП,0,,,,,о,ГЕ1 ,0r,..,0) , (17)

\KL
LО=(0t,..tOrN.-lеГ,0,...,0rlСГ,01,,,,0) t (ls)

К1 KL

где ГП (1ТГ ) - мевьшее (боъшее) бrrпlоfiшее целое число * |
обоша,rп,r t- е-Гil . иэ (11)-(13) и (16) шмеем

It(r')= Nц-(а,-аl)G_ff) = фа)+ t(at-a) ;

1zlлt) = N 8t + Gl- бt)G- il = ф0) - 0(3L- 0,) ;

Il(ril) = N ot- @t- а)(е+ (1-0)) = фtll - 0 - t) {а,- ai ;

IL(лч = N бt + Gz- Ц)(Тt (.t - il) = ф0l + 0- ilGz- 8) .

Пусть i - наалучще€ вэ рэщеншl Il " tl . Его оtносштеIъЕуtо погрецt-

носrъ ЕGl-(W*-W|аD7W* ,о*"о оцецшlъ св€рIу слэдtrlючrеf, цепочкоR

неравенGlъ:

ф(,0 - mаtr {q (^ ) - E(6z'6 ф(п-0- E)h, -а ,)1),t@) + z-

t ф(,l)
( пLtъ еtl

I

ф(i)

(l-il at
Ф (л) }

a

+mlп{&,Жr=#,i"{ft,+}
Макспмум по } последl€го внрах(ешшя достIгается np" l = l- Г. СЛе-

довательно. е(О Э t/ n ,

Доrазаяо слеryTощес

шш
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утверх(дение l. Пусть Л такое,чпо фШ4Ф(Л') D

)lle fO,tf . тоЁда для i _ 
"а"rrу.*его 

пз рещеняfi Il " &' ; опр€д€л€rr-

ных выраrкеншmдr (17 ). (18)r-справедлпва оцеш(а

e(-r)l t/N.
Опшшем алгорптм no""po.""" ! по шJагам.

Алгорптм Л1

'ДеЕl, 
Находим Mxншrvfyм ф(rl), Д е [О, t ),

жоранты ce'efic'Ba прямых tlrar+ а: 
^)6к 

, К ='Т3
[О, '] 

. Пусть

ф (l{) = mLп ф(^) .
Л е [o,tJ

ЩЩ. Есш J*= 0 "лч )Х= 7, u* .i* не единственно, то оптtl-

Martbнoe решение находвтся с пспользованпем своПств 2 в 3. Иначе нахошм l

" Ll, хо, 1.
Шаг 3- Стоп.

Оценпм тр}.доемкость оппсанного алгорятма. Очевпдяо, что самым трудф

емким Фляgгся rлаг 1 _ нахо)rцение мвпи}4ума мах(ораяты. На ото rryrroto эа-
тратить 0(KL) арrrфметпческЕх опершrиR в общем слуrrае "TKmlfutK ,

tOgz!}) в случае челых Сдi, К= ГrК , L= Гr2 . При этом в

памяти достатоtlно храшить lc (ю чиýел.

0 4. Реlденпе эадаrrх в обцем сJIучае

Булем рассматрЕать эаддчу (1)-(3), когопrD переппtлем в следующем

кк
mLtt {ё, o'*!r, Е16'*!"}* wfri (19)

к

Еr!*{Q; (2о)

т.е. мшrимум ма-

} на отр€зке

t

ввд€:

Y*e{o,.gK,2?K,...I , к= i|K,

ЪL= ar /?к, 6'*= 6*/?*, К= R,
Анаltогччlо, rаr в ý 3, бупом рассматрЕЕеь эаддчу

где

(21)
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ф (,l) = mах, {l l'tyl + (t - D tt ql} ,lея
где к
n = ttr = (!t,..,,! к) / Еп!-LQ, !Kr{0,9Kt29*,,..},

*= I7},
Кк

I'ty) = ё.о'*уr, Iltyl = 

"ё16'*у* 
.

l22l

Выше было покаэано, что решевие задачtl (22) дает ВГ эначенrrя Цф шс_

ходной эаддчи при шобьос ) efOrtl . Решение же задачlf l22l - сложtlая

проблема, так как оша прпнадлеrtит Krraccy Д/ Р _rрrrд""* эадач. В спуrrае х(е

целочисленности LK , К = |-rК , ее можно реrцптъ псевдоэфектrвно с труъ

доемкостью, равной 0Вф , и памятью 0 (Q+ К) мегодом дrяамхчес_

кого программирванвя (IlЛ).

Для поrrученця мпяlдrума Ф(l) , i е [0rtJ , Mo)|olo воспоIъэф

ваться, например. методом эоJIогого сеченпя. Всrп, Лi0 - точпосIъ1 с ,.ого-

рой мы хотЕм яаfiти 
^* 

такое, что

ф (7*) = пLчФttr) , ,... l 
^* 

- 11 с t' ,лсLO,tJ

то эа 19 (hOfrz t l 6') шагов аrrгорхтrtа зопотого с€ч€пЕя мы ваlдgм ФtТl .

Если учесть, что на ка)шом щаге ошомероfi оптпrиrзапшr по .} прпr(одхтся

реrдаiъ эадачу о ршцIе, то cylrмaprryto тру,до€мкость построенIя ВГ Moloro оце_

нитъ велвчиноf, 0ВqСОg2 t/l').
Eclшr Q боrъшое, то иногда челесообраэно получаrъ ВГ решенпем соот_

ветствуюцrей матрпчrlо* шгры плll прибллжевньш р€tцевrем эадtчr о раrrде.

Что касается приблпжевного рещенпя. то его Mo)lolo пост.рохть. хспоJtьэуя

уъержденпя леммы 2. Налрrмерr rтусъ 
У 

(Л') - реrленх€ эаддrп l22l п

I'tY). ILCYI . тогда, увеJrцчпв i' , т.е. поrtо'Ф 
^'= 

I+!, f >О ,

моrrяо реrлпть эqдачу (22) прш новом .l . Прп этоlr в сRrtу лемt\iш 2 эцачецше

J' ,no*., тоJIы(о воэрастп, 
^ IL - уraеtъцlпъся. Ec:ru сохрашяется неравенсr

когорое i' .." протЕном сJIучае выпоrttlяется ЕерФевсIъо It{Y'l >IL1Y\ ,

у'= l(,l/) . (всш I| q') = I'(Y') , то, по cBolcTBy 1, !' у-
тималтьно.) Тогла слелует уменьчJпть 7| . напрrмер, аа !/L. Прш этом I&
мохет тоrько воэрастll, , r' - }мецыдrтъся, п т.д. В рэзуrътате поrrучIr.

Д е fO, tJ , прх котором дtя некоторого f > 0 вцлоrвЕтся шеравовсгва
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I'Q (,l - 6,)) . I2q(^- 6)), I'(yh+ il)>IL(уtl+f)) .

обозначям Yl = ! 11_+ 0) , У'= У(А- Л) . оr""r*о, "rо ф1})4
Э mLr"lr {y'i, t qr)l . для построения прибллженяого решения

испоJIюуем

А л г о р n r u !х

такое, что W9' ryq'
Шаг 1. Пусть Се V

L= t

), L= t,2
Ta*oer что С Ь К, КеV . Положлм

! . е"лч СеV1 ;

2 , если СеV2;

!r=!ft, к=ГЕ;
lc=|ct9ei
ý=0,

Шаг 2. Найдем m еV7 , дJIя которог" |L*+ Дt > | о , гдс

L t
1 , .сли

2 , еспп

L=2
L= t

Если твкого ill, не сушествует, то полаг8ем tl = f * ! и перехс},

дим на rлаг 2. Иначе переходим на tлаг 3.

JЦдt_g. Полагаем

l* = !*- F?* i
дL= ALr |?л- ?е .

no,,"."jjn" 
tfLLlL |T'tyl , tLtlll < mLn {l'tyl , t2 tyll , То

l*=!*, К=ry,
Пересчитыва.. VlrV; "У.Если V= Ф, топереходимнаlлаг4

иначе полагаем
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|i.=le;
lh= !*

и переходим на lлаг l.

Щ!. Стоп.

Очевидно, 
"rо 

para"no fr , построенное по описанному выше алгоритN.rу,

не хуже ееwенпП !! n У2. 
0

У т в е р ж д е н и е 2. Справелливо следуюцее неравенство:

W--W(T)< С. (2з)

Д о к'а за т е л ь ст в о. На каждом lцаге перехода от одного речJе-

ния l7L' * оруrоrу ..r,""""" f' иэменяется на число, ограниченное по моду-

лю !-ае-1 q, /еm Г anll , . Itr - на чпсло, ограниченное

lбе -1 q, / 9- S бm l .3аметим, что для trt/} спра"епrrиво со-

""*)"r'lr' 
(уr), т" tynl| + W 

* с mLn{z' (y'l, 12 tyzfi .

Следовательно, с учетом Ne L 0* поJtучаем, ,rrо -" ! справедлива оценка

W+-Wqr' 
ff,?:t 

пах, {lar- аml , lBc- 6,,LlI , с .

Утвержление доказано.

Оценим трудоемкость поrryчения решения } . Опr"r"aaцп" no ,l в этом

случае хоть и желательна, но не обязатеrъна. Достаточно решить задачу l22l
при Д = 0 n .l = l . В случае, если выполнится хотя бы одно иэ нера-

венств

I'(Tt,.D , t'(y (oD, ILq (t)) >tttуtФ,

то оптпмаJrьное реlление эадачи (19)-(21) построено. В протtlвном случае име-

.^'_I',ty to,1)11L,Q,toD , . . т.е. уr = у@ ^ 
'L(T 

0) <

,I'(y (1)) ,..". !' = y(t) .

Трулоемкост, пЙ""""" -речlениЯ 
Цt " llL в случае челочисленных f . ,

к = I7 t равна |J(O,K) npu n"l,.n tl".Дrк) .в алгоритме Дr";;-
доемкость tllага О равна tC &0Og" К) (упорялочива"п. 1rк. К = i|К, l,
а шаг 1 может повторяться не Оолее Q раз. Учитывая, что его трудое]9lкость

равна 0 R) , можно заключпть, что трудоемкость построенпя 

' 
равна

0(К а + КhrL К ) при памяти, равноfi t9K+ Q) . пр,' этоьr аб-

солютная погрешность посiроенного решения не превосходит максимального

элемента матрицы ilCKbl, К= Т!,, L=|T .
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3 а м е ч а н и е 1. В сrтучае нецелочисленных N*,К=fr,,е_
тод ДП неприменим для речJения задачи о ранце. С лругоfi стороны, при цело-

численных 9к , "о 
боrъших 0 , ,arоо ДП может оказаться нереализуем из-

эа большоfi трудоемкости и памяти. В этом сJIучае челесообраэно pertlaтb эадд-

чу (22) приближенно. Например, следуюrлим способом.

Если в задаче (22) откаэаться от требования шскретности переменных

(21), то решение эадачи

Т(h) = i2ч |l,t'tyl + 0- Dltrpl I Q4)

где к
R ={ ! =(!,,,..l!x)/ Zt!кз Q, !ц>- 0, к=ТДJ,

также дает ВГ для W+ (r"* *"* 9С ý ). Реrлить же эадачу (24) проще.

Достаточно при фиксированном Л найти максимаJьное иэ чисел Д а.'* +

* (!- 
^) 

в'к , к = i7 , и положить соответствующую переменную

равноЛ Q .

Минимиэация же r (D по л е LO, lJ совпадает с реrцением

(2 Х К) -матричноfi игры, которое свяэано с нахокдением минимума мажоран-

Tbl семейства прямых (см. ý 3).

Если |* - точка минимума { (Л) совпадает с О, 1 плп нёедин-

cTBeHHat то в качестве приближенного решения задачи (19)-(21) можно взять

! - (!,,,.,,Ук) , "о, !р j Га/Хr,lNр; !у?,0, К #Р .., а

Р,.*о., что ){ olp+(l-)')6'pr- )rаL+а-Л*)6'*, К= l,K
В этом сrryчае W*- W0) 4 (. Покажем зто, вапример, для ,,\*= 0.

пу"., r2 QOD ='В; Q,, I| UlO) = Q|Q в коч€ст-

вс допустимого (в смысле ограничения (21)) решения можно вэять

'l 
= (!t,.,.,!K), !r.= ГQ/?21q"; !к= 0, к+ L. тогда

wl- W (!) L
L mаr,РJk- Г *1), в,(+,- Г+l )} . с .

Пусть теперь 0 L \* Z t и притом еtшнственно. Тогда MolKHo про-

д(?лать l}lllкла[хп1 аналогичные проведенным в ý 3 (у .Л* звеэдочку опустим),

ьзяв вмс€то ф (Л) функцию f /l) , а вместо Qtr 8t, а2,67 после-

д(rьатсJll,ност" О'|, 6! , а'r, 6'2 . При этом нетрудяо убедиться. что

: a@i - Bll0- ll
ai- q!.

,

с Q (a| -B|lx
6;- бi
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Опрелелим допустимые рещения:

т' = (0,,.,,0, 
t,|, 

о,,.., 0, t:, о, ...,0),

!О = (0,...,0, С|, 0, .,,r0, (l, 0,...,0),
Kt К,

где е, - Олrr<адшее к Z слева кратное ?2 u.nn число, т.е. 0'l,= Р9,
( Р - целое поrtожительное числоt дrlя которого выполняется соотношение

igrnIC(Pt,t)N1 l Ьа| _ближаяrчеек f справакратное gzu.-
лое чисJlо, т.е. Ci = 1 Р + !) ?* .

Тогда в качестве е; можно взять

=геt

(,

l
t

а- eL

9t г"fэl|t= ful
а в качестве

l
t величвrrу

-г а- ci l "-lTl?t= Г 0-(p+t)9r1lTl
Очевядно, что 

|' " У' удовлетворяlот ограяшчению (21) и, сл€дов6-

теJIьно, являются допустшмымп решеншями задачи (19)_(21). Пусть 6-е-С!.
Тогда L'r= Е- t, С!,= Е * ?r- t , 0, 6 .0l, При этом

I'tу\ = clai + Llra! - о,Г*lr ,!t ,
2 a',Q- at-@i- ai)L'z= Ttll- Qt+Gi-a)t> TtD-C ;

I"ty'l = с', Bi + cLB; , Bia- бt * ( s; - B'rl е', :

= T0)-Bt-G;- Bi)6 > т(^)- C(I-*r) ,

In {у') = ei dt * e'i d, > alrQ - at - @',- а' (C,+qL- л) =

=Tа)-ot- @i- aDQz- il>ra)-c(t+T),
ILtуО) = Lot6',- L:6; >. т(^)- Щ + (6L- Bil tQг il >

с 9t.

>- т(л, - с .
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W*-Wq)LCmLn{t+

*c(t-hr)b2cl

Следовательно,

где у
_ наилучшее из решениП

+,,ft#},

у
ll

у
У тв ерх(ден и е З. Описаннымвыrлеметодом с трудоемкостью,

равной 0R2) (а в случае целочисленных CKL " Q", к=Г,К,. L=П,
трудоемкостью 0(КmLп{К,(СохrС+ hlralp, "rponr"" р"r.""" Т , -"
которого абсолютная погрешность

wr-wq)з 2С. (25)

Д о к а з а т е л ь с т в о. OueHKy для абсолtотноft погрешностll мыпо-

лучили. Что касается тwдоемкости, то oнad как и прежде, определяется трудо-

емкостью нахождения минимума мах(оранты. В сrryчае перебора точек изJrома

маrкоранты потребуется (' К2) арифметическях операциf,. Если же воспоrь-

эоваться обtлими мегодами одномерной оптимllзации, то в случае целочисленньtх

С rL' 9", К = ф, L = ТЭ, тр_удоемкость !lахожденш" l* равна

0$ Йьi{к,(hУzс + Colza )}) Для докаэатеьства ?го_

го достатсrчно покбэать, что две соседние точки иэлома маr(оранты ,\ " Д/ 
"a

м(rгут находиться ,la расстоячии меньшJе ".u ! / ( QЗ С\ .

пусть,|/) 
^ " а', . Е' a 6'r,'0| < а' < а', Кроме

того Aa'+(t- 
^)t,'= 

ial*(!,Xi t'r*" )'а' + (!- А')6'=
= 

^'a't 
+ (t- D Bi . Следовательно,

t'- 6't BL- в'
,\'- i = q:т;т':q - 

-d'- 
а|*6;- в'

пусть Дt = 6'- 6| , Лr= 6!,- 6', бt = Q':aL, 6r= a't- а' ,

Тогда, учитываяt "rо |/- ) > 0, Дt+ Дzl Сr6t+t"ЭС " 'l*rCrL,К= t3 , t=Ф ,целые,получаем

tr , Дl Az t

^-^=ф ф)6tr,
1

- QJ (с-ь"+0)(с+а;62)

Утвержпенше докаэано.

3 а м е ч а н и е 2. Если ье. несvотря на больчrую вычислитеJrьную

сложя(rсть. требуется [€шtlть залачу (l9)-(2l ) как моlкяо точнее, то следует

{

l
и
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воспоJlьзоваться либо методом ветвей и границ, либо (в случае цеjlочисленных

|, к " ац nn" t *, К = В l следуюшим методом.

Пусть аля определенности ? *, 6", к = I3, - целые по.',ожи-

теJьные числа. Рассмотрим следующую эадач/;

к
Е OKfrK 

-
mаtr
{XKlK=t

к

д 9*Ек 4 Q (27)
к= t

: 6* I* > l"| ; (28 )

К= !,

cJ

(26)

к

хкеZI , к=ГТ.. (2ij)

Это лвулrерная задача о ранце, которую можно ре]лить двухлараметриче-

ским Дl1 с трудоемкостью, 5ввной |С В а М) Очевидно, что при [Vt =

= М* = WX решение эадачи (26)-(29) будет и решенriем эадачи (19)-(21)
Ес.ти значени" Mr заранее не известllо| ,го его можяо }laiiти с достато.tliой

точllостью с помоlьrо дr.t*оrоr"п no М Действитеrъно, пусть сначала
к

М- mа&ZВ"frк=В.
reE2 K=l

Если при этом решение эадачи (26)-(29 ) Х,(М) окажется так.{м, что

I| (r(М)) > В - r 2(Х(М)), то I(M) и есть оптимальное решенltе

нашеf, задачи. В про.тпвном сJIучае поJIожим М: = $ f 2 п решим задачу

(26)-(29). Если для нового реlцения Х(М) выпоJrняется cooTHolJJeHиe

I'(r (М)) > М , то по,шlгаем М: = rvr+ ВlЧ . в противном слу-

чае полагаем М: = М-В,/Ч . P.,u..M задачу (26)-(29) с новым М и

т.л. В случае уменьч,ения [rt область доIryстимости эадачи (26)-(29) рас-

,np""r"" n f { может ToJ,ьKo возрасти. В сrryчае *. y."**""n" М возра-

"."., J2, . I l может только уменьшиться.

В результате такоft процедуры мы получнм некоторое М 
*, при Koтop*l

X(l"1|) булет оптимаJIьным решением задачи (19)-(21).
Так как t r - ц€лы€r то для построения М I до.r.rочно р€шать за-

дачу (26)-(29) не более 0 Кюg, В) раз. Трудоемкость поJIучения perue-

,"" f,,(М) равна 0(KQM).'Cn.ooBaTeJ,"Ho, построение 
'L# 

потребует

выпопнения (r(к а В to|zB) ар"фr.rических опера,чий при памяти поряд-

ка кOВ.

I



3а м ечание 3. Залачу (26)-(29) необяэательнорецJатьточяо.

llля построения прпбллженного решJения можяо воспоJьэоваться работами С.ЕJво-
зпева(см.fЗ-4J).ТогдавсJryчае, когда 

'к=| 
, К.=Г3,g CKL,

к=Г-lК , !.:ф,целые,"rруооЬr*о.rrо, 0(KCcigrt) , где

t - mаЛ {CrQ } . ,о*"о построить допуст,.мое p.r.r"J f4] с оченксй

для относительной погрешности, равной

С / (a,mLtL ска ) ., _ K=TL
L=П

Несложно получить оценку, равную II (|l - 1). "jчае же произвоrьных

целочисленных ?к " CKi, К= ГrК, L= t,2 , с трудоемкостью,

равной 0 (КlлХiL ) . строится приближенное решецие [З], л.rrя которого

абсолютная погреltlность не превосход._т 2 С .

В слу,169 яецелочисленных j* " Скi подход С.Е.Гвоэдева дJIя реше-
ния рассматриваемой задачи мох(ет окаэаться весьма трудоемким.
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