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ГРАФЫ, МАТРИЦЫ И ПРОСТЕЙШАЯ ЗАJЦЧА РАЗМЕЩЕНИЯ

АДАгеев

ý l. Необходимые определения ш tфpMyrBrpoBKa результатов

Простеf,чrая задача размещевия (П3Р) в обьнноfi формулировке имеет сле_

дующий вид:

Д,;"i*ё }rr,i"rjnmln,

Er"rj=!, jeJ,

"LjrxL,LeI,jet,
ъL, rlj с {o,t|, ie I, j 

" 
t ,

где I = {1. , ,. ,п} - множество воэмох.'ых пупктов размеrления поставlли-

ков, 1 = |i, |rrcJ - мноr(ество потребителей, cl > о - стоимость

размещения поставцlика в пункте gб J , 
'r,j'О 

_lTollMoctb доставкl|

едrrнпцы однородвого продукта от i -го постЬшrrка к j -}"{у потребителю.

Xopoulo иэвестно, что в обlлеfi постановке П3Р |r/P -трl,лна. Это стимl,лирует

поиск поrlпномиально разрешимых частных сJIучаев задачй, порождаемых допол_

нительными условпями на исходные данные. Ошо из такях условий - связность

матрllцы (Cti) относительно некоторого графа.

Пусть '6 = (JrE) - н€орпентированный граф беэ петель и кратных

ребер (в дальнеfitлем рассматрпваются ToJrbKo такпе граrфы) с мнох(еством вер-

lлин J и мвожеством ребер Е .

Бупем говорштьr что ,

еслп для n,oO",, L 1 , L, е I ,"RдJс" !rазбиение (7t 
, !L) множе-

ства 1 такое, что подграфы "р"6" ý . пороrцекные множествамш вершин

J| , 72 . СВВ3ВЫ П, КРОМе ТОгОr

Cr, j L CL"j дrtя всех j , t, ,

Ci,rj L Ctrj lия всех j 
'7r.,

Булем говорtlть, что Maтplпla (С bi) свяэна огносительно масса графов

Ql , *м в эгом Krracce паRдется граф, относнтеrъно которого она свяэна.
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tlycTb fl, _ шекоторыf, класс свяэных грфов. Условие 'матрппа (С11)

связна отtlосптельно заланшого граф G е ! ' определяет полэалачу П3Р,

пороr(даемую классом ?. Цar," настоящеf, работы - иэучение классов связных

гра{,ов, порожцlющtlх полпномяально раэреrлшмые подэадачи Пзр.

Ясно, что любая матрш" (CLj) связна относительно полного грфа,

так что имеет смысл рассматриватъ лпlль те классы свяi}шых графов, которые

не содержат в себе класс всех norrнbD( графов. Первые глубокие результаты в

этом направленши принадлежат Э.Гимали п В.Бересневу. Ими устаяовлена поJIи-

tlомиальная разрешимость подэадач П3Р, порожлаемых простеfiшпми классами

гр{lов: цепями [r, ZJ, чиклами [Z] " a.p..""rиn [3J (с опенками трудоеN,tко-

ст,. в последfiих двух сл}rчаях 0@П') n ()(tL x1,) соответственно). Связ_

ность матрпцы относительно класса цепеЛ (циклов) эквивалентна рассматривае-

мому D f2] сво*ству 1-связllости (2-свяэности). Понятие свяэности мдтрицы

oтllocиTe:lt'нo грфlа лrrя сJIучая деревьев впервые введено ЭJимади . [3].
Формулировке основных результатов настояцrеЛ работы предлоlдJIем нес-

колько (rпределениЛ.

граф называкrт планарнымr если его моr(яо уложить на п,поскости Takt

.tтобы ltикакие два его ребр не пересекалпсь. Плоский гр;rd, - :lто граф, уже

уложснllый на плоскости укаэаннr,tм обрэом. ПлоскиЙ г[)il]i Fцr:)Г)tilt.lcт плоскостъ

!|а (:вя:t|.ы0 сf)ластп, llttзываемые гранями. Планарный граф назьвается tlнeuJtle!

пJtаналlrым, если его Mox(llo уложить так, чтобы все его вершины tlринадлежали

одrarrй грани.

Вскrду ниiкс,, где рассматривaiется задача. содерх(аtлая в исходных данных

,aс(rJrиоlaти]кrваltllый граф. прсдполага€lтся, что этот грф задан списками смеж-

,,n,"" f7J.
Т с. <r р l, м а 1. П3Р с матршчей (C;.l ) , с,вязяой относитсrlьно

:i!паппоrо (;t}я.,l|tого вllrrшllоllrlанарногсr графа G , п-"r,оrяаJlьно разреtшима с

т[rуд.r(:мкостLк, 0 (m ПL) .

Т е о р а м а 2. rr) Есrlи матрица (Ci;) qlя:rtlа отllоситеJrыlо

с||rril|кrr(, ьfi(jrull(|llлilrl{rrrfiогlr гра|м G , ,о olla свя:,|aа отtlоситGльно некоторого

ЦИКJ|.'l;

6| ,lTctT rtltхл моiх(.т frl,tтb llайдсн поr]llномиальным блгоритмом с трудоем-

K.JcTblo 0 tП)
Т ео ре м а jJ. Пустьсttя:lllый граф G не яDrlяетсявнешtlепла-

Harrнblм. Тогда найдr,т(:я мltтJra|чб (Ctj ) t сDяэная (rтl|оситLrrlыlо G и l|e

сl)я:rl|ая (rт|l(хjит(ljlLt|., KJi{lc(j;l llик,'l(л.

о

a

D

l Т (j о р (| м ,l 4. tl3P с: маr.Jrичсй (CU) , съязной относителыlо

Irl.,l;tll;rJrllcrгr: 
грт{м, N Р _"руr,^.

'|'r_.rrJx..Ma l lll;,гrlкас,l, rt:J т({)рсмы 2 и п<rлrrномиаrlьной ра:lречlимости П3Р
(: л|;t,t[rиllсй (C'jl . с.trя.,rlltrй отш(rcитолыlо чrrкла [ZJ. Krtacc внечrнепланарtrых
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графов вкJrючает в себя цепи, циклы и деревья1 и тем самым теорема 1 в оп-

ределенноrч, смысле обобчrает полученные ранее результаты. Своfiство внешне_

планарности может быть проверено алгоритмом с линеfiноR оценкоfi трудоемко-

"rп [э, о].
Из теоремы 2 слелует, что задача П3Р с матричей (Сij) , связной

tlтноситольно внешнепланарного грфа, сводится к эадаче П3Р с матрпчей (Сц) l
связной относительно чикла. Теорема 3 утверlкдает, что класс внешнепшнарных

графов - моксимаJIьный, для которого это пмеет место

Теорема 4 показьвает, что при естественном расlцирении KJtacca вн€lUн€_

пJlанарньlх графв до класса плаларlllпх графов полиномиаrrьная раэрец|и.,jость э8-

дачш П3Р стаяовtlтся весьма проблематпчной.

ý 2. ДокаэатеJьство теоремы 2

Прп обосновании утверждений теоремы 2 мы буаем опираться на рял фак-

тов из теории внешнепланарных графов (см. fa,5]; не определяемыенrrжетер-

мины и обозначения можно найти в [4]). Важнеfiшие сведения формулируются в

виде лемм 1 -3.
Л е м м а 1 [4]. Граф внечlнепланарен тогда и только тогда, когда

ках(дый ег блок внечrнепланарен.

Граф К ,| с выброчrенным ребром е обозначим через Кч- е .

Лемма Z Lq7. Грф,отличвыйот Кч-е lвнец:непланарентог-

да и только тогда, когда он не содержит поагрфов, гомеомофнь,* К* nnn Кrrr.
В частности, всякиЛ полграф внецJнепланарного графа внеrлнепланарен.

Иэ леммы 2 и того факта, что всякий нераэделrrмый внеlднепланарный

граф имеет единстъенный гамиJIьтонов чим [S], вытекает
' Л е м м а З. Неразделимыfi грф внешнепланарен tогла п ToJlbKo тог-

да, когда он представляет собой гамильтонов цикл с попарно_непересекаюlлимися

хордами.

Из лемм 1, 3 слелует, что каlкдый блок съяэного внечJнеплаяарного графа

есть либо ребро, либо цикл с попарtrо-непересекаюцlимися хордами.

Л е м м а 4. Всякий свяsный внешнепланарныfi грф С = (J, Е) ,

имеющиfi точки сочлененшя1 может быть дополнен ребрами ло нераэделиrllого

внешнепланарного грфа С = (1, Е) , Е. Е .

Д о к аэа т е ль с т в о. Справеллшвость леммыбулетустановлена,

еслл мы покажем, что к грфу ý , "о"r**ему 
иэ Р > t блоков, не нару-

rлая свойства внешнепJиtнарности, Moltнo добавить ребро е' таким обрзом,

что количесtъо блоков в новом графе е' уменьшптся на едпницу.

Дейстъительно, пусть граф Q = Р, Е) состоит ". Р, Р ) {, бло-

ков G1=(Jl,Er)r.,., Gр =Qp, Ер) , причем блоки G, " Gъ

5

а
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имеют обшryю точку соrrл€неrшя jo , 7t П Jf tio|. ПУсть L= tjo, j:,
. ., j:r}, L = !,2 t где поспедов;,;;** Uп,j{, |,iir],,
опрелеляёт гамильтол|ов цttкл блока Gt ,ФI К1 >r2.. ПorrolorM e'.=(jlrj|)
и рассмотршм грф 6=(.JrЕ') , где E'=EU le'l . Грф Ё .о"r"",

". (Р- 
') 

блокв Н , Gg ,,.., Gp r где H=(hll 1L, E|U
v_E,V {e'I) . Блок Н представляеГ собоf, цrrкЛ (jir,,.rj|,,r,io ,jt,, ..., jf ) с попарrфнепересекающимпся хорддмш rr, такй обраэом,

по ieMr.,re 3 внеlлнеплдrареlr. По лемме 1 отсюдд вштекаег внешнепланарность

граба ý' . Лемма докаэФrа.

3а м еч ан lle l. Последватеlьностъоперацrrfi добавленшя реб_

ра, описаtlная в до(азатеrъеtъе леммы 4, преобраэует грф G в гамшльтонов

граф С и может быть выпоrтrева с трудоемкостью @(El) no" услФllп.
что заданы раэложенпе грфа G на блокrr и гамиrlьтонов цикл какдого нетрш-

виа,lьного (lJtl > 3) блока.

Л е м м а 5. Всякая матрtоlа, связtlая огносительно нераэделпмого

внешяеплаяарного графа с чllслом BepцJrrл не менее трех, связна огноснтеrьно

его гамиJrьтонова цllкла.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть MaTprrua (Cil связна огносt|-

теrьно нераздешмого внец,,.9плбпарного грфа G = (Х r() . 
".пrr*тоновым

циклом (t, .,, ,rЪ) . Выберем разл".lшые L, , L"e I . По условию

наfiдется разбяенrrе ( R, S ) мяожества ,"рr"" J такое. что пошрфы

геаба ý . порожденные подмнохествамll R " ý . .r"""ы п. кроме того,

CLtj с CLa,j дTя всех j , R,
Lirj L CLlj д,rя всех j е S.

Очевидно, что_лемма булет доltаэана, если мы пока)ýем, что по крайшей

мере одfiо "" '."о**о [ , S есть целочпсленныfi сегмент.

Прэплоложим протпвное. Тогаа яаfiryтся al , L"e R " S', S'e $,
для которь]х:

либо ъ' < S' a L'a S' ,
либо S' < z' < S'< а' .

Боз <rгроничешия обцности мох(но счптать. что имеет. место перыfi случай. По-

ск.r|ьку полгрф. поtrожденныf, мяоl*aarво*a р , свяa}ен, то сушествует простая

uспь( ZorZ|r,.,rLp), Gоедхняющая ас= Z' . Lp=L", прпчем

lieR д,tявсех Le|O,tr,..rPI.TaKKaK Toei1 [s'rS"J .

Lp е fS', 
'_"J 

, ,:." |""." {!o,...,Zp) _ 1"яо."." чвw (7,y,1.y+i
такое. что 7.н a r\ ts; S"J . Zpt е [s', s"J . Это о<rначает, что

l

t

D

шмGет мсст(, одl|о иэ двух

ли6<r Ztn ' 5l < ly+t. S',
Sl 1 Ly+!, a S'. L| .лrrбо

(1)
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Прелполоlким, что справедJrиво соогношение (1) (второП сJrучаfi рассматрlвается
аналогично). Снова поскоlъку подrр"ф б . порождевный }"оlожестъом, S -съяэ-
ный' существуег простая чепь (5j tSl, .., rS9) " 5о = S/, 59= S',
все вершины котороЙ принадлежат ý. В 

"nr.y 
(1i, s0 е LZl , Ъц'+tJ )

тогда как Sqe J\LЧчrZу+t7 r ш. следовательно, в чепи (S9, ,.,r59)
наfiлется ребро (S7, 5g11 ) такое, что S,ц е fZу , | |*t7 , '.
1trtё Jx[zy, Z7+! J . Н" 9то оэначает, что ребра (Lу, Z1+!,),
(5t, 5t+1 ) явлпотся пересекающямися хордами гамrrльтонова цикла

(1, .. . rrЪ) , что по лемме 3 противоречит внеlцнеплаварностп грфа $ "
тем самьм докаэьвает лемму.

Д о к а за т е л ь с тв о теоремы 2. По лемме 4 вспсая матрица,

связная относптельно внецrнепланарного грфа, связна относитепьно некоторого

неразделшмого графа и на основании леммы 5 съяэна относитеJIьно его гамиль

тонова цикла. Это рассухцеяие доказьвает утверхценпе "а' теоремы 2.
Для докаэатеJIьства утверждения "б" достаточно шмегь лпнейныfi аrго_

prtтM Л ь 
отысканl|я гамяrьтонова цикJrа в нераэделимом внещнеппrяарном

грфе. В качеетъе такого аJIгорптма ttспоJlьзуем аJIгорптм распоaiнав€lния своfi_

ства внеrднепJrаяарности в классе нераэделимых внешнеплatнарных графов, опи_

слныR . Е6]. Этm алгоритм в ходе работы помечает все хорды гамиJIьтонова

цIкJIа, оставrlяя непомеченными его ребра. В обшrем сrrучае свяэпого вн€lлнёпла-

нарного графа G лшнейный аJIгоритм огыскания цllхла. oTHocпTeJrbHo которого

связна матршrа (Cajl , выглядlт слеryющrrм обраэом. Испоrп,эуя JIинейный

алгорптм выделения блоков в пpot{.lвoJrbнoM графе f7], нахолим блоки и точкш

сочленения гр+а б . С помоlrью .-ор"r".. 11, опредеJrяем гамиJtьтонов

цпхJr каждого нетрlвхального блока. а затем. применяя процедуруr опliсанкую в

доказатепьстъе леммы 4 (см. эамечанпе l ), доподrяем ребрами грф G до

неразделшмого внещвепJutнарного графа ý . Резчrьтатом рабmы этоR процеду_

ры булет таIже lr искомыf, гамильтонов чнкл грфа ф .

Теорема доказана.

3амечани е 2. Моlсlопоказать.чтовсrтгlаеr*о"о" G -де-
рево, требуемый цикл определяегся такrке аJIгоритмом построенпя сегменткой

нумерапшш [З].

ý 3. Доказатеrп,Ьо теоремы 3

Д о к а з а т е л ь с т в о опирается на трп леммы.

Л е м м а 6. Прелrrолоlкrм, что имеются свяэньй граф ( =(JrE) п

неrтуегые подмножества верщця Х, Y C J . Х П Y = Ф, порождающше связ-

ные полграфы $ . Тогл. наf,дется раэбиенпе (XrY) мнох<ества J т6-

кое, что мцожеqtъа вершин Х , Y порождают связные подгра,фы С, и

?
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Х. Х Yc Y
Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим полгрф @ , пороr-"нньй r"otb

жеством вершпн J\ Y . Опрелеrпrм Х как мноr(есIъо верцrин тоП коDпонешты

связности этого полгрфа, которая содержит мноrкесIъо верцrпн Х , " поrrожхм

Y= Jt Х .Тогда Ya V инетryшrовндеть, чтополгрф, пороI.oенньfr

! , """"., ввиду связности исходного гр+а G . Лемма докаэана.

е 1) - транспонпрованная матрица шrцпден-

Лемма 1. Матрпча

докаэательство
но по две едrrницы в кахцоП строке. Выберем произвоJIьно ще строкп L ! ,

Lr, F . полоlким X=!jc,l: aLtj, ацjl, Y=U е7: oiri <..
< a,rrj I . Поскоrъку Х Л Y = Ф " 

пЙр"6",, пороlкленн",е -,о*."Й'.*. )(,
Y , связны (либо верчrияа, либо ребро), то по лемме б найдется разбиенпе _(Х, Y ) ,"о*""r"" J ,"*о", что полграфы, порожденные мноr(еств.лrп !, f,
связны и, кроме того,

пусть (а.ь) (L е Е, i
цпfi съязного граба- G =(JrE)

оt, j < aLrj

ацj < ai,j

\ij) свяэна относптельно граОа d. .

. Матрrпrа (abj) булева ш содер)оlт ров-

для всех

дrrя всех

@',jl связва отпоситеьно граОа G , что tl

G внешнепланарен тогда и только тогда, когда

i

j'X,
j.Y.

a

Но это оэначает, что матр}lца

требовалось доказатъ.

Лемма 8. Граф

матрица @ij) связна относитеJьно цикла.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ecrm греф С внешнепланарен, то свяэ-

ность матрицы (atjl относптельно цикла вытекаgг tlэ леммы 7 п Teoper"m 2.
Пусть матриtiа (atj) связна oтHocnтeJrbнo цикла (1 , ..., П ). Это

эквивалентно тому, что для'rто6"rх двух несме).ных рбер (L', s'), Qi s')
грфа С отрезки fL', S'7 , fx", S"J _ либо не пересекаются, лпоо

один и.э них влох(ен в другой. Построим грф G =0rЕ) , ЕС Е,допоrчrяя

"раф G недостаюцимв ребрами иэ множеств, l(j, j+ t)' j = !r..,rп-tlu
U |(t, п)' (если Е содерх."т это мнох(ество, то полагаем f = f ).

Легко видеть, ,lTo грф G предегавпяет собоf, гамильтонов цикл (1, ...
,.., fL ) с попарно-непересекаюlлпмися хордамп, огкуда по лемме 3 вцтекает

его вttеllJнепланарность и тем самьlм внешнепланарfiость 
"р"6a d . Лемма до-

t

Ka:}a!la.

доказательство
ся вrlешrlепланарным. Тогла матрича

теореr,rы 3. Пусть граф G н€ вляет-

Gtj) , булучи связноП огносительно

графа & по лемме 7, не Еляется съязной относитеJьно кмсса циклов по

:tcMMc 8, что и требуется.
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ý 4. Доказатеrъсtъо теоремы 4

Сведем к paccмaтpt|EaeMon задаче NР _трудrую эадачу о верцrпшном по_

Kpьlтшrr связного кубического планарного грфа [SJ.
Пусть G = (I ,r) - сэяэныR кубическшй плаtlарныR грф, с мпо!(ёст+

вом верlлин I= lt,... ,П} п мяожеством ребер 7 = {!,.,, rП}
Пусть (@;;) _ матрпца шшrилекчшf, грфа С . Рассмотрим задачу П3Р с

псходными данными вt|да:

ci = l , Le ! ,

cLj =

О, есш Orj= t,
ф, *- olj=O,

"д. Ф > tTL ,3адача П3Р с такшми исходlьпrlх даншьпiш э|вtвалевтна эадаче о

вершинном покрытttп граф G (см. [r, ЭJ), п по9тому NР -rру*". Ос_

таgгся показаlъ, что Maтplltla (Ct| свяэна относштепьно некоторого плrr-

варного графа.

Деfiствительно, рассмотрпм реберlыfi грф
Грф е связпый ш плаяарнМ [а]. Возьмем

Е = 0,Е) "рф. d

ложllм:

раэJIt{чные L1 , L2 и по-

ПОспlппrв в р€д.-tlзд. огдел

2 февраля 1989 г.

1'= {j cl,j . Сцj} ,

1'= tj ' CLl,j . cr,jl .

Легко видеrъ, что множесIъ^ J' , ln поро'Фают связные полгрфы грфа

е (rrпбо ребро, лrбо треугольнrrк) и, кроме того, J'П J'= 6 . Следо-

ватеJIьно, по лемме б существует раэбиенпе (\ , Jr) -,о*.*. J
тако€, что мltожестъа J| , 7l, пороrкддt.rг свlзные полгрфы 

"раРа ý , nprr-

чем J'C Xt , Jo a J2 . Но эго и оэначаег соглбспо определению, что

матрDlца dtil связна огносште,ьно планарвого 
"р"ф" 

g .
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