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О ЗАМКНУТОСТИ МНОЖЕСТВА ИЗМЕРИМЫХ СЕЛЕКТОРОВ

С.И.Суслов

Пусть Т = fO,'!,f С В, Х - сепарабе.цьное банахово пространство,

СбСШ)- множество выпуклых эамкнутых ограниченных подмножесr. fi . С.-
лектором функчии F 'Т - СtС(Х) назьrвается такая функчия l:f + | ,

что Jta е F(il, teT . I\tножество измеримых селекторов функции F.
обоэна.tается llерез S(D . множество ! , F = lIrt, t, ýППL,(r,ЮI
называется 

"""u.p.nono Р "" Е. Функчия F:T * СбС(Х) называется

измеримой, есjlи найдется последовательность U о} a S Н такая, что

Fft):ССUп6|, tC Т , и интегра.пьно ограниченной,если сущест-

вует такая qу,*чия hc Ll(T, R) , "'..о 'UP{lIl: 
r€ Fft)}|hft)

no,rr" ..оду 
"о 

Т.
В [r] фактически доказано, что множест.. 5 (F) измеримых селекто-

ров измериr'ой интегрально ограlIиченной функции F : Т * СбС (Х) замк-
нутов Lt(T,X) втопологии бLLt(lX)rL*(T,X*)J=O при ус_
ловии, что найдется счетное мноr(ество {Xil < Х*, строго отделяющее точки

пространства Х от множеств Fft), t eTrS, дп"некоторогоподмноже-

"r"" ý< f нулевоймеры.

Цель настоящей эаметки - получить в аналогичных терминах необходи-

мое условие б -замкнутости 5 (F) и описать функчии F с этим свойст_

вом в частном случае, когда их значения F ft), t е Т, имеют непустую

вкутренность.

В дальнейшем испоJIьзуются следуюlцие обоэначения:

d,(Д,Ы= LпJ{lХ-цl: rеД, ! < В} -эаэор,.*у,4 , ВсХ l

IAJ € = {ХС Х-: d(ft,Д) . € }" -замкнутая f,-оболочка Дс Xl
Н(Д,Ы= ф{l>О: Дс[В]^, В € til^} - расстояние хаусдорфа

'"е*дуД,ВСХi
/ - мера Лебега.

Теорема 1. Пустьфункчия F:Т-С8СШ) измеримаи

интегрально ограничена. Если множество S (F) 0 _замкнуто, то существуют

счетноемнох(ество lLi]. a Х* иподмножества 5r'Т нулевойме-

рытакие,чтодrlяrтобых Х.е X)teT r ýr, такихrчто.ТеFft),
найдется такое lz€ /V , что tцР {<х';.,у> : у е Fft)}<Gi, Х),
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть {Za} - множество рацr{онаJьных

*,.T.".1'.:J"-;;"::"::::::;" j"J,:;:ъ",:'fТ";;::::-
ми концами. Если MHolKecr"" f.t *J' О " I J, * F J' : не пересек_аются,

то строго разделflощий их функчионал обозначим череэ Iknr
чозьмем некоторый х е Х и положим

I 
^n*={t 

е Т : 5uр {G|rn*,! )

J={t<T,rZFft)}, J=rr
у< F0} < <хkп*, х)} ,

!'

UI
m,tL,K е N

mпк .

Мяо:кества L ] mпк g, следоватеJьно, *"о*""r.о J измеримы [Z]. Пр.л-

поло)<им,что /1>@.Таккак 5О б -.чr*rуrопоусловию, то

найдетсятакая 9'L-(Т,Xr) 1 что

мр U/! (il,у(t)>, ! с SG) } < Jl<9 til, l.S .

Отсюда следует, что найдутся такие Е a 1, Х{< Х* , "rо
зuр {J c(лr, !ё)): !, S(il} < I сG', I) .

Этоозначает,чтофункчионал jt# 
"rро"ораэделяет J, F n tgr,r.".

d (! е F, !, I)= € >@. Возьмем такие Ш,ftrк € N , что

H(Ic F, !rrF) а zп, с l5 " lэс*- lr I!, zo1 ёl5.
Тогда

J, F. [! r*FJ'", J, " 
< [л*J'О, [! r*FJ'" п [х-]",= Ф.

Следовательно, фнк:,lионал Lkпк строго разделяет !rF,"!rа.Отсю-
да лоrгучаем. что найдется такое Д С Е < J ,что fД>0

(*rl
sчр l(Irппк, t ), у с F(ill < (I;ппк, I), Vte Д,

Получzли противоречие.Следовательно, f7 = 0 " 1 мохновыбратьвlса-
честве S , .

Теорема 2. Пустьфункчlrя F:Т-СбС(Х) иэмери-
ме, интеграЛьно ограничена и приниМает значениЯ с непустой внутренностью. Для
того чтобы S rГt бьшо ý -замкнуто, необходимо и достаточно, чтобы су-
rцествоаали счетное множестБо {ri1 с Х и подмножество S С Т ну-
левоfi меры такие, чтодля любых Zе Х, tc Tr S та{/rх,что Ха FФ,
найдется такое 716 [/ ,'lто JцР t<x|,!>, Уе FtilJ<Qil I).

д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточность фактичсскя докаэана 9

I t].

и



О замкrrутости множества измеримых селекторов бз

Необходимостъ. По опрелелению иэмерпмости найдется такая последова-

тельность ll"}c S(F) , что Fft)= ClIlnft)r, LeT .Очевид-

но, что фунщия

! = Z 2'п, !п
ttc N

иэмерима " t ft) е Lnt F (L), t. е Т . так как множество S rГl
ý _эамкнуто тогда и ToJ,"Ko тогда, когда ý -замкнуто множество S(il - t ,

томоrкяосчитать, что Ое inLFft), LCT , гле @ -ноJьпрост-
p"r"rru f, .

нарялу с Р рас.rотрим на f функчии F п' t - (t* ) п) F ft),
где последоватеJьность {) ") 

плотна . R+. Так как S Gful =U+ 
^п)SG),то множеств" S(Fil, пс N, 6 - замкнуты. Следовательно, для

функчий F п , п с N, "no"""oro-a 
теорема 1. Пусть tLio, пе Nr< х'

" SLnat'' пеN, гдепоследовательность {лоI плотнаrх,
- множества, существование которых для фнкчпи F L , t е N; _горанти-
рует эта теорема, причем без ограничения обцщости считаем, "r" lr,,[ol = 7,
L,пе N.

покажем, что .тогда множества {ri"| n 5 = 
цY, м 

S i n
удовлетворяют условиям нашей теоремы. ДействитеJьно, rrycтb t е Т t ý
хё Fft).Поусловиюне'.ийr,,ар [OJ', t>O ,содержится "F(il.

следовательно, F (L) + [@]6' Д П € Fn{L) 
- 

"

5uр{<r*,у>, уе F&)l+Л.^д,!а*! с

< ruрl<ri у> , у е Fnft)J, пе N , xte Х| .

Выберем теперь таIие m,rL, К е N , что I, аtоё Fп rlIл- rl4
А а.Лltr, и Фнкчионал IiK строго огделяет Хп * Fпrc). Тогда

lФLr, Хm- r>| < 6, А п и, следоватеJIьно,

мр |(riK l !): ! с F ft)} L tup {GXK,y> | ! , Forc)} -
- ý. An < GLr, х*) - ý.iп 1 <х.|r*, ") ,

Поступила в ред"-изд. отдел

23 марта 1988 г.

что и требовалось докаэать.
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