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однА тЕорЕдlА типА "Бэнг-Бэнг"
ДЛЯ ДИООВРЕНЦИАЛЬНЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ
С.И.Сус.пов

в этой заNrетке изучаются множества речJений дифференчиа;ъньtх включе-

ний

ieF(L,I),I(Ф=g, (r)

ie бd F(t,r)l х(0) - 0, (2)

в банаховоlrt пространстве Х .3д""" дJlя всех (LIa) е Т Х Х N{ножества

F(ёrr) С Х замккуты, выгryклы, ограничены и имеют непустук) внутрен-

ность, а б d F ft, r) обоэначает граяшrу множества F (L, Х,) .

В [t] показано, что, если f рфлексlвно, а Р непрерьвна в метрике

Хауслофа, то ( 2 ) иN.tеет хотя бы одно локаJьное решение. Более того, множе-

ство решений (2) плотно во множестве речlений (1).

Лlы показьтваем, что этот реэуJIьтат остается верен, есJrи вместо рефлек-

cl{Bнocтtl требовать, чтобы )( обладало свойством Радона-Никодима (f, Д)
Свойством R ДI , кроме рфлексlвных пространств, обладаlог, в частности, се-

ларабельные сопряженные пространства, пространствч е,t(П . (Более подробно

об этол.r см. в [Z].)
}1етод докаэательства такой же, как и в [r]: множество решений (2)

представляется как счетное пересечение открытьlх tlлотньtх подмножеств ( непу-

стого) Nrножества рсшений (1), а затем испоJьзуется теорема Бэра о катего-

рttях. От.,tltчие заключается в Toltt, что для доказатеJьства замккутости подмно-

*.сr, /6 ( см. ниже лемьту 2 ) речrений ( 1 ) используется не теорема Маэура

(лля применения которой, в конечно\,t счете l| нул<на рефлексивность f ), а не-

которое се обобщени€ _ л€мма l - для специаJlьного вида выпукпых множеств в

br(RrX) , пол)паеI\rое так же, как и алалогичное утверждение в [:]].Свойст-
во RN же lтужно для лоrтучения поJIноты множества решений (1), необходимой

в TeopeNle Бэра. Конкретно оно используется дJlя доказатеJъства того, что рав_

номерный предел траекторий есть траектория (см. лемрry 2).
Основная теорема работы, теорема 2, дополняет недавно поrryченные в

[а, SJ результаты по "бэнг_бэнг" принциIry. В [+, S] в правой части системы
(2) стоит не граница множества F(trr) , а замьrкание его крайних точек, но

J
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одна теорема типа "бэнг-бэнг" Ё,

требуется Jмпlлшtевость (локальная) функции Fftr.) и компактность ее зНаЧ€-

ний. Подробную библиогрфию по этоtчfу вопросу см. . [4J.

ý 1. ПрелваритеJIьные сведения

В работе испоrтьзуются следуюцие обоэначения:

dД , бdД , *а) - 38мык8нио, граница и борелевскаяý-аrгеб-

Fа множества ,{ , соответственно;

R - числовая прямая;

У - мера Лебега;

Х - банахово простр€rнство с нормоR | . l ;

d(^Х,Д)=Lп!{l"-У! : УеД} -расстоянtlе отrдо Д<Хi

дс = {х< Х : d(r,л 1 ё J - замкнутая f -оболочка д < Х э

.P(A,ri)= Сп!{^r0: дZВ^, ВсД^t - расстояние хаус-

дорфа ме,r<ду Д,В С | ;
0 (Х) _ множ€ство выпукльIJ( замкЕутьц ограtlиченньц подмножеств ! ,

имеющих непустую внутренность;

L(il = 5uР {^ )о : 1хе Д d,(r,6d,Д) > 

^} 
-внутренний

радrус множества Д е t9 Ш) ;

SG,F) =lJ с LtG, Ю: !(il е Frc), t u J} -множество
интегрируемьш селекторов функции F : I + 0 u),

Ie !tR); JtГ = {tz{, {'SU,F)I - интеграл Аумана фрrкчии Р
на IC'tr(R) ,

Пречполагается, что функчия F: R Х Х*(!(Х) непрерь]внав метри-

ке хауслоф^, уцpltyl,y. F ft,п)} З М для всех (t,а) с RхХ
и некоторого М >0, а пространство Х обладает съойствомRN,,.е. каж-

дая абсолютно непрерьrвная функчия Л : ft + | почти всюду лифференчируе-

ма и восстанавливается по своей производной [ZJ: Х.ft) - ХВ)= t! irSr1 .

Под решением (траекторией) системы (1) на отрезке rC R булем по-

нимать абсолютно непрерьвную функчию L : I + Х, удовлетворяющую поч-

ти всюлу на J соотношениям ( 1 ). Множество траекторий системы ( 1 ) на от-

рез*" J булем обозначать череэ r G, F) .

Нам понадобятся следующие реэуJьтаты из [1], которые эдесь форьrули-

руются как

Теорема 1 . Суrчествует такой отрезок Т = fОrt] < К, что

I0,F) + Р .Болоетого,

тO,il= сt|I,е yff,il'Jrd.(i(0,6dF(t,dt))), Е}, Ve > о ,

где замыкание берется в простраяств" С(Т, Х) ,
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ý 2. Основной резуrьтат

Л е м м а 1. Пусть F: J * 0U), Ie ttff) непрерьв_

на в N,етрике Хауслофа, /е ý (I , F) , а oLe Lt GrR) такова, что

фft) < Z(FrcD, t€ r Опреаеrшмфнкчию Fe:I*(1a)
следующим образом:

Feft) - |r, F (t): d(r, бd F(tD > фft)| .

Тогда для того, чтобы | С S0, Fa) , достаточно, чтобы

trl.r[IrFn,VBeY,(D.
Д о к а з а т е л ь с тв о. По теоремеЛуэшlа, существуют такие

Еое t 0), что 
.,11,1(I 

\ Еп) 4 П'1, а функчии d " | непрерывны на

каждом E7g, п е N . Причем, можно считать, что для пtобого 7? € /V все

точки множества Е2 явпяrогся его точками nnor"o".n f6, с.2SбJ.
Предположим, что l ё S0, Fa) . Тогда найдутся ,"*"" Ёо € J ,

пое N , что |ftol е Fа Фо), toe Епо . пусть d\(to),
F,dftо))=3Е_. В сиrry непрерывности фнкшrп F, d " | на Е2о сущест-

вуеттакое Л>О ,что

FdH с[_Fп(tо)J€ : U, ltТetlttrllc : V t Vt е А,

"о" /4 = fLo- t, to* tJ п Епо . так как to _ rо**" плогносги мно_

жества fпо,то ! Д )Р. Остается заметить, что, поскоlьку (/П V= Ф ,

то некоторый функчионал r* е Х* отделяет множества U n V LZ, с.а52]
и, следоватеr*"о, ,о"*у .,;[; / и множество t л Fn . Таким образом,

t о t е d t l F n . Поrrучиrшr протtlворечие.

Л е м м а 2. Множество

t6@ = lI е t(F) , J, d (itLl, бd гlt, х,о)) > ЛJ

замкнуто " СffrХ) дпя ,rобого Л) 0 . (Пустое множество считаем замкtlу-

тьтм.)

Д о к а з а т е ль с тв о. Пусть послеловатеJьность lлпIпеNС
С Тt tГl сходится к Heкoтopoм)r L е Cff,X) . Нетрлно видеть, что,

поскоrъку 
'uр{lУl:Уе 

F(L,r)r(t,r)еТrХ}< М ,то х абсолютно

непрерьвна. Следоватеrьно,

z(L) = !!*, vt rT,

ý

,



Олна теорема типа "бэнг-бэнг" 59

так как l обладает (ff -свойством.
Положим

6,t -- F(t, t(il), Gп; t * F(t, Lfl.ft)) ,

dп,t-*d(ift),Еd Gпft)), п€ N.

Функчилl OL11 uэмерuмы в сиrry непрерьtо,ности фучкчий L* бd Gпft),
ПеN.Поскоrькупоусловию фп(ilLМ ,VПеN, f,€f ,то пос-

ледоватеJIьно"rь {olnl пб лl относительно слабо компактна в Ь{Т, R)
и можно считать, выбирая, есJIи кужно, подпоследоватеJьность, что она сходит-

ся к HeKoTopolvfy d, С L, (Т, R) Ll , .. Зld. По теореме irlазура f l,
с. Чэ lJ, сущестауст последоаате.fьность

l.po = tr^i no,, {rА' = t, l|,0, fli2,п, icKoI п,N,

силыlо сходя!цаяся к бg . Причем можно считать, выбирая, есJIи }fужно, подпо-

Ll, ".16d .следоватеJьность, что !п(t) -. d-(t) почти всюду на Т
По тесреме Егорова [_Z, ". 

r66J 
"у*."твуют 

такие компакты f
JU 

(Т r Ек) L K-t lf пl пс м равномерно сходится к d,
к, что

на ках(дом

Ек ,

и

и!!{се!!.t

и, следовательно,

упft) е [GcJooft) д,tя почти всех

для почти всех

1аЕко,Yп>?tо,

LеЕко,Yп>по

и

и TaKI{e Ko,ILoe N , *.о Дr-l 4€

ljnttl, d,Фl с Е, f (G"G), GФ)l е, Vп > tto, t е Ецо

3aveTrtbl, что

intt'l е [GE]n"ft) д.пя почти всех L е Еко, Vп > По

х * d@r 6dД) вог}rута наПоскоrьку, по лемме S.Z f rJ, функция

лrобом Д е tC (Х) , то для

К1

!о= F,.\Т 
iot

yruo с IGtJra_ilft)
Отсюла в свою очередь поIryчаем, что

Jri= есrrь lg!оё с[l6[G€Jц_е), Vб е$,(Еу,)
п->со
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Тогда по лемме 1 поIýrчаем

сиrry произвоJrьности €, даa,

i l Е*ое ý (EKol IG€J са- u ) что, в

i е S0) CJ. Остается эаметить, что

trao > t.J, а = СLrrъ
п +оо

теорема 2. Г(il=фr6dП впространств. CF,X).
Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 1 имеем ТG)= С[[rСГlХ

Тп-t (flJ , а по лемме 2 лшожества r(F) , Тп-t (F) замкfiуты в

СO,Ю . Теперь наше утверIщенше следует из теоремы Бэра [Z, с. 31],
ПОСКОJЬКУ

ТGаil 2 П [Тrпl Тп-а(F)]
п€N

Посгупила в ред.-изд. отдеп

12 февраrrя 1987 г.
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