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ЗАДАЧА КОММИВОЯЖЕРА НА ЛЕНТОЧНЫХ ГРАФАХ

В.B.Сервах

Пусть эалан fiL -вершинный Qриентированный граф ý " "r"о*.".rо, дуг

I,J .3анумеруем вершины числами t,Lr,..)П . Дугу из U будем эадавать

упорядоченной парой номеров вершин (L,j) . Каждой лчге (L,j) e|J при-

пишем неотрицательный вес С;: е Z+ . Требуется в графе G построить,J
гамильтонов контур минимаJьного веса.

Эта задача, известная как эадача коммивояжера, |{Р -полна в сиrьном

смысле. В" N Р -полнота установлена во многих llастных случаях. Например, в

[t] показано, что она остается Д/Р -полной, если коммивояrкеру на каждом lла-

ге необходимо посетить одну иэ двух э€lранее заданных вершин. Учитьвая труд-

ность речJения эадачи коммивояжера, важным направлением в ее исследованиях

является поиск полиномиаJтьно разрешимых частньlх сJIучаев. Такие исследования

проводились в работах [' - OJ и лр. Этому же посвяrлена предлагаемая статья.

3афиксируем HaтypaJrьнoe ,u"по L'L rc . Грчф G наэывается ленточным

(с лентой ,ирп"", {, ), если существует такая нумерация его вершин числами

112r,,,rП , что для любой луги tLrj) е U имеет место нера-

венство lL- jl С L . Соответствуюtцую нумерацпю вершин булем считать

заданной. В настопlrей работе показано, что при любом фиксированном эначении

"l, 
J:: " 

:"; ;::"""* жfi ;- :#" ;J ": .::; ."^"- 
';;::нff

схема метода дипамического программирования, отличаюlлаяся от предложенной

" [5J. Трулоемкость построенного алгоритма расте1, линейно с ростом TL ч со-

ставляет не более 0 (Пtl) операций.

ý 1. Обrлая схема аJIгоритма

Пусть @ - ленточный граф. Вылелим в нем полграф G р .о следуюlци-

ми свойстъами:

1) множеством верlшин G Р ""n""r"" { 1, 2 r...rhl
2) полграф Gp ". содержит контуров;

3 ) в кажпую вершину входит не более одной дуги;

4) иэ каждой верчJшяы выходит не более одrоfi дуги.

,ro.i,LrL,
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такой подгрrф G k назовем частичным обхсдом верч:ин графа G (или

|u -o1*ooo-). Вес |u -**oou определим как суммарный вес входяlцих в него

луг. Кажлая компонента связности G1 оп""r"я либо простым путем, либо

иэолированной верtлиной. Пусть TlL _ число простых путей некоторо"о h, -обхо-

ла. Занумеруем зти пути числамп t, 2 , , ,, , fu и сформируем два упорядо-

ченных множества .r1 = {ar,d,2,...rd,a} п h = {,.Fn, "Fr,..,,,Fпl ,

где da - ".""r,ьная, 
а f 1 - ко".rная вершинь, L -"о пути. Обозначим че-

рез У = { \JtrVz,,,,rVzl совокупность вllутренних вершин путеи. Набор ( f,,
ШrДrВrV > назовем состоянием обхода верцин граба ( , или просто

состоянием. 3аметим, что в информационном наборе ( fr., rП, Л, 13 rV > не

указьвается, каким путям принадлежат вершины из V . Поэтому состояние

(h, furЛ, BrV > может достигаться при различньr* L -ф*оо^*. Тот

иэ них, вес которого минимален, назовем оптимапьным. Соответствующий вес

обозначим через S < hrШ, Л, brv > .

суть праллагаемого для решения задачи алгоритма заключается в после-

довательном достраивании частич}tых обхолов графа G до гамильтонова кон-

тура, причем достраивается не каждый fr- **оо, а только оптимальные. Вве-

дем особое состояние ( ?L,Ol g, 9, {1, L, .,.,Пl) , ноз"ваемое ко-

llечным и соответствующее гамильтонову обхолу вершин графа. Нам необходимо

вычислить S <П,0, Ф, Р, {tr2,.,,rП} ) Это может быть сдела-

но методом диtrамического программирования, в котором значение S ( П, 0 ,

Ф, Ф, {,t, L, ...,ru}) вычисляется рекуррентно через S < /с, rП,
Л, h rV > Вывод соответствуюrrrих формул приведен в следующем параг-

раф.
Хорошlей иллюстрачией применения метода динамического програмIчlирова-

ния для поиска минимального по весу гамильтонова контура является работа

Беллмана [SJ. В ней рассматриваlотся состояния . L = П ч тП =l Л/tно-

*"a""a ,(| n -fr "ол"р*ат 
только по одному элементу. Тем самым состояние

(fu, 1, {фI ' {fI ,v > может быть эадано в более простом виде как

<d,frV) , где OL - начальная, .;Е - конечная вершины единственного

пути, а \/ - множество внутренних верlцин. Поиск оптимального реltJения осу-

lцествляется и}tдуктивно по моlцности множества \,r . Очевипно, что S 1d,.F,
g ) = Сер . оптимум для состояни" (d,.F, {tr, \lt,..., tъ} > .",-

числяется по рекуррентной фрмуле

-

S (а, f ,V )= ,Tgtcu, р+ S(cl-,vi,yr {uj}>}.
t= |rL JJ

Длина оптимального гамильтонова контура равна

S<о,0,{t,L,,,.,fьl) =
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=.mщ {с njt 5<j,ru,t|,2,.,.,п}х tj,п}>} .

J= 1rfu

Calt контур восстанавливается на втором этапе метода динамического програм-

мирования. Пусть минимум в последней формуле достигается на некоторой вер-

шине jo . Тогда оу." (П, j g) включается в оптимаJrьное решение. Сле-

дующая дуга определяется иэ условия достижения значения S arо,п,{!,
2, ,, , ,пl х {j о, п}) . дналогично действуем далее, пока оптимальный

контур не будет восстаfiовлен.

ý 2. Основные соотношения для ленточных графов

Пусть ý - ленточный граф с лентой ширины f . По"r""пм ему в соот-

ветствие грsф G* " r.n же множеством вершин { |, 2r,.., П} " множе-

ствомдуг U*=l(Lr|llL-.1l +t},доопределяя Ci; =ф ,если
(L, j) е U*l U . Очевидtо, что если оптимум "" 6*J не ограничен, то

в ý нет допустимого решения. Ниже булем иметь дело Torrbкo с графом G* ,

Рассмотрим простейшпе сrryчаи. Прп t = t ленточный граф гамиrьтонова

контура не содержит. EcrB,r t = 2 , то достаточно сравнить только два реше-
ния:

,7,5,3) ,(!,2,ч,6,

, 6,ч,2) ,(t,3,5,1,

Однако уже при t > 3 количество гамильтоновых контуров . ý* р."r", .*._
поненциально с ростом ?! .

Наэовем Grt) _обходом f, -d,*оа, еспи вершины 1,2 , ,,. , ft- t
являются внутренними. Сам &ril -обход воэникает тогда, когда из гбмl{Jlь-

тонова конryра графа ý# yo"nro, вершины fr,* !, l,* 2r.,,, rL и смеж-

ные с ними луги. А так как граф G 
# ленточный и, следоватеJrьно, междI вер_

lлинами множеств

нет, то tt,2,
состояние

ли l|,,|,,,,,
ft,ct

Т е о р е м а 1. Для вычисления оптимаrьного решения эадачи комми-

вояжера на ленточном "рф" G* достаточно энать оптимумы S < LrlftrЛ,
$,V ) м" 1fr,f,) -состояни* (i"= !,L,.,,,n-t).

Д о к аэ а т е л ь с тв о. Необходимовычислить S 4ПrО79,
9 , {1r 2,,, ,rпI > . Любоfi гамильтоноВ контуР состоит из дЕух Ilуг, смеж-

ньш с верцJиной || , п (П-1)-обхода. Сушественно, что в ленточном графе

{!,2,,..,l,-t 3 " {fr"+!,ft+2,.,.,foJ дуг

...,lL-tl<V.
( fr,, m, Л, 13, V > наэовем (h,t) .tостоян}l€м,€с_

rt,-t|cV .3десь tt,2,,,.,,k-t}= Р при
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выделенной частью гамильтонова контура булет (П- t , L) -обход. Прпчем

для оптимаJIьности эадачи коммивояжера (П-l)t) юбход должен быть опти-

маJIьным. Это обычный принцип оптим8льности Беллмана. Перебирая возможные

варианты расположения дуг, смежньrх с вершrной lL , поJryчаем следуюrцую ре_

куррентную формуrry:

S < п,0,9, Ф, {|,2,,,,,п}) = с
= llLLfL mLп
Lе{п-t,.. .,п- tl
j е{п-t, ..,,п-t!

j+i

{rin+ спL+ $ <п-!, !, {L|, {j},

tt,2, , /t}. tL, jl>' .

. есJIи

Ilалее. для fr. = П- !, fl- 2, ..,rl, ,.ор.r" докаэьвается индуктивно.

При вычисленпи S < fi,+1rшrЛr'В,V > вqэможные (fr,+trt) -об-
холы рэбиваем на дЕе части: дуги, смежные с l,+! ("* MolKeT быть 2,L uлп

Ol, п |-обход, который в ленточном графе является (flrО -обходом. И снь
ва в соответствии с прtlнципом Беллмана дrrя достижения оптиlчfуrr{" ý < L' !,
ШrЛ, ЛrV ) d,rL) -обход долх(ен быть оптимаrrьным. Теорема дока_

зана.

Прlвелем некоторые обозначения и предпоJrожения. Пусть

{h-t+t, fr,-t+2,.

tt,2,..., LI
J

В сиrrу теоремы 1 будем рассматривать тоrько &,L) -состоФlия

{ L,тп,Л, !5,V >
путеR лех(ат в мноr(естве

Л = {nr, dL, , р:

Без ограничения обшяости rryти можно занумеровать таким образом, что в мно-

Перейлем к описанпю алгоритма. Первоначаlъно имеем:

510,0,9,9,p)=0t
S<z,0,9,Фr9)=о,
$<z,t,Uy,{2y,p)=Ct2,
$<z,t,l2l,ltl,Ф)= сu.

о,'= t
lL

Р!, Л - {,F,, lr,.,.,"F^|<

, если L>t ,
ft,+L.

, и. следоватеJъно, все начаrьные и конечные вершины

pt , ,.".

.,oL*I<
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Далее,рассматриваясостояние (|",m,ЛrЬ)V > tlри 3<|< rЪ

считаем, что определены все значения S < t', И', Д', !3', V' > д.-.я

(rt/,il -состояний при ft' С fr, . Вычислиьt ,"n.* 5 <'L, rП,,fl.,1!,V>
Пусть [ = Р .Это возможяо только при L Д L Иэ-за отсутствtlя

внутренних вершин nyr" пз d.i можно пропести только непосредственrrо в f . ,

L = t7, . Следовательно, 
fTL

S<h,ш,Л,h,Ф)= Lrnrn,t,- l,

При V + Ф рассNlотрим следующие возN{ожные сл},,lаtr.

Слччайl.Пусть tёЛUЛUV ,".".""orn"o Ё }lзо.l]tрована и

но выходит ни в один путь. Тогда

S < lo, ш, 1, Л,V> - ý < L- t,ш,Х,Л,V ) .

Слччай 2. Пу"r" Pu С В , ,.". rt, является концоlчl нек()торого п},ти.

|lоложим fi. ="Ft .Прп 7r|= ! путь из {,1 " L прох()дит через все

верlлины \tножества У . Та* как V f Q , то вершине fr. должна предц!ест-

вовать вершина из У . 3начит, оптимальный путь из d,, " f, .u."o", llз дчгtt

Ъ"а^ (LГ, rt) и оптимального пути из ol t в (/ , проходяшего чер€з вер-

шины множества У a. {И} . Для полноты необходиьtо paccbloтpeтr, все возr\tож-

ные эначени" И . _В данном сJтучае это такие I,I1V , дJtя которы* lt'Lltt,
т.е. ll е V П Р ft- t . Поrгучаем

S< k,1,{dу,|l!,V) =

= mLrL., tcnL+ ý < L- t, t,tф},tl)l,Vr{И})J.
lle Vп р!-,

Пусть теперь m > 2. Тогда ,.orn". Ё может предшеств()вать кдк

вершина 1I е VП P!-n, так и непосредственно_вершина o|L .В последнеNt

варианте лучшее р.r."-". пол'учаем из дуги (oLi , lri и oll.иtv{ylvla для сос-

тояния (Ё- t, m- l, .4 r tai, j6, {,Ёi} , V ) , r,де

Л, {aJ = toL,, dL,,,,, di-t,фi*!,,.,,фm},
15,{Ll = l.F,, .Рr,.,,, "F i-l, fi,+t,,.,, .Р п! .

В совокупности имеем

S<tr,m,Л,Ь,V)=
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,,tiХ р r- rt' u, l + S < l,- !, m, -fl , В u {t} \ {L|,V, U} *,
t

,"rLr S < L- !, fl, Х, {atl, Лr{LI,y) .

3десь

bu {и}. {Ё} = l"F', 13l,...,,Fi-', t, J\irt,...,F* },
Это щначает, что .FL = f, ".r""""о 

новым fL=tr, так как *o"uor't i-"o
пути теперь является верчlина (/ .

Слччай 3. Пу.r" ke Л r т.е. L является началом некоторого пути

Множество f, упорядочено по воэрастанию. Поэтому l, = оlп. Рассуждая

= lпLп

как и в предыдущем сrryчае, получаем следующие рекуррентные соотношения:

ЕслиП=',то

aa

S<L,l,{L1,1.9i,V) =

= 
чýhЪу-,|'опr 

ý < k -,l,, t,tty | {,F,l,yr {иJ >},

Еспu lП22,то

SrL,fu,Л,13,V>=,

p*-,tcfr,t+ ý <l- !,п,Л',1',У. {и} >},mLtL
ч€ yn

=tnLn

3десь

,}

chf*+ $ < lr- t, rп- !, A",tLI,8r ffr}, V> .

l . { LI = {rL,, oLr, . ..,ОLm-t} ,

3, |F-l = If,,.pr,..,, Fл-tl

М"о*".r.о .[,/ nonyr."o n. ,t заменой значения d*= L HobbtM о|л=1|.
Причем новую последоввтельност" (ОЦ rоLlr,.,, dm_t rIl ) необхопимо упо-

рядочить по воэрастаншю. Если / ,"*о"о, "rо de < lI 1 oLg+1 , ТО

Л' = toL,, oLl,t,., rdc, t, dcrt, .,., d*_t }
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t3' "рr, fz,.,., "Fе,.F*, JТcrt,,.,,JLr-, } .

l,СV , r.rr. h - внутренняя Bepr:.lrtHa. Онп Nlож(,т

путей. Опишем четыре tjо:}lrожные сllтуации, выде.,lяя дlJе

дуги, смежные с вершиной fr, , ",о (l"-1rL) -состояние, которое tlоэнtlкпст

пос}I(r удаления этих дуг:

1) 1a;rfi), (!-r,Р) . По.пу.tенliое состоян'е <k - t , m- ! ,
Л- lei|, 3 , {f ;}, V r{Ё}) обозкачttлt д..lя краткости через < ,()

2) (dL,ft), t'fi,rФ . состояние < ft- t, ш,ХЦ{tr},!7;},Х,
V-|fr,,lt|> обозначим через (*, *). Здесь ьtноже.""о ,4 U ttt] t {.y';}

нсобходzрlо доупорядочить по неубыванию HoNlepoв BepulпH и cooтBeтcтeнllo llз\:(,-

"r'ru $ .

З) (V,lС) , G", j;) . состояние < L- t, ш,l,ВU tlrl - {.,3.},

V - {V, |"l > обозначим через (*, Х , *)
ц\ (|r,L), (L,ut) ,гдс, |,rеV " tieV здесь <|t-t,

m+!, "0"u{tlrl,|5utlr}, Уr {Ц lrI,LI) = (rx х*) .( ситуачrrя,

в которой путей при удаленли дуг стало боль:че, ь предыдуlцях случаях Her встре,-

чалась. )

окончателаао }ttrleeNl

SrL,m,Л,В,V)=

иl следовательно,

Слччай 4. Пусть

вхо:ить в лrобой l:з /}d

=rпLrumLп
i=Г1

t

CnrL + С fr,f ;т ý (*) ,

С"rь - .!!ifo!_,, inllc bn* S (*, D},

'tr, 
* ,,ti{pr_, ,{h!{СчL, 

5 (*, * , *)} 
,

mLп rfL
чеч п р!

|Cul,r СЁаf S(r,*,t, *>},

шечпе!-|,1Ъ1
w*ч

Все слччаи при !, 
' 

П олi{сан1,1. СrtучаГt !, = rc разоtiрсrr в Ttloptl:.lt,

l. дл' восстачовления самого контура всюду t} lrроцессе вычислений необходltьt<l

фиксироDать дугу (нли луги), на которых дсrcтигается значение S<ft ,flrП,
h, V > По этим дугам на втором этапе метода динеý{ического проt,-

раммирования БосстанЕвпяваем оптямаJьное рец,оние.

L,lL
_, -{Ё}
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ý З. Трулоемкость аrгоритма

".n"",1 :;:::: :ж;; ffffт:"";;"r;" }:,":;:н,,
::::J:":::ж"-';;;.ж.т:l"iт::::::;::#;"тж;;:",:::
шеN, случае имеет место следуюlлая

Т е о р е м а 2. Для получения описанным алгоритмом оптимаJIьного

решенrrя задачи коммивояжера на левточном графе S* ,рaбу"r"я не более

Q 1пt!) арифметических операций.

Д о к а э а т е ль с т в о. В прочессе работы алгоритма вычисляются зн8чения

S^< fr,, Ш, Л, лrV ) для всех {lПrtl -состояний. Посчитаем количество

(hril -состояний лрlл фиксированном k >t . Вершины !,2r...,L-L -
внутренние. Верчlины множества Р: = {h-t+ t, ft-tt2r..,, L} рас-
пределены следуюlлим образом. Некоторое количество из них, пчсть 

Р , явля-

ются внутренними, l?L - начальньtмu, lfL - конечньlми, а остаJIьные - изолиро-

ванными. 3десь О L Р L t-L, 1 С tЪ' L+J. Внутренние вершины

выбираем Ci способами. Остается t - Р вершин. Множестъо -4 упоря-

дочено, }l поэтому его формируем C'i'-p способами. При постре"пп -fr *о"-

цоN, перого пути может стать любая из L- Р-m оставlлихся в€ршин, кон-

цоr*.r второй - любая иэ L- Р-m- t вершин и т.д. Всего имеем

m-L

}

ПоG- р, тп- D =

вариантов.

Получаем, что общее число

Dавно, 
г L-P1L-z LTJ

k- р- rd!
(L-p- 2^)!

(ft,rt) -состояний при фиксированяом

Zс t Zс tъ

L,р
р

Р=0 tn= t

t-2

(L, р -п)!
(L, р - 2п)!

L-L tl
йZ Z m!(L

ft- p)l ft-p-rd!
-р-m)! (t-р-2п)!

Р=о И=t

г+]

гL-р1LzJ
Z 1

=t! Z
Р=о

t

т tп=t
nLl (t-Р-Zm)!

l
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0 (пttрt tlz)
,о, .nr"".. { 4,

Для вычисления S < Ё,fr, Х, %,V )

Z
zL
ff' 2(+t

требуется не более

операчий. Таким образом, трудоемкость аrrгоритма с уче_

t "|=n р"""^

Так как
ф

Z=0
то

.'Е'#,2ttt
Tll= t

,

,,:t,+. (z е t t) = ( 2 2+ 1) ( 
_r=,# 

r'Д,+ r E,i)
< ( ze*t)[Qert) t 2(tt t) r lJ = (2е+ t) (ýcr з) = сопвt .

vL= 1

следоватеrьно

Окончательно получ8ем

t-t п-|
т = 0(Д tt - I t! + L(L- l)) = 7fut!) .

lc=!. k=t

L

,
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Теорема доказана.

С л е д с т в и е. При фиксированном t описанный алгоритм имеет

линейную трудоемкость в зависимости от числа верцJин. Тем самым задача ком_

мивояжера в этом сJryчае принадле)rлт nr,.""y Р полиномиально раэрешимьtх

задач.

Сделаем несколько замечаний относительно па!чtяти, используемой при оа-

боте алгоритма. Для восстановления оптимаJьного контура требуется хранить

информачию об элементахl на которых достигается S<irШrхrвrv >
При этом объем памяти составит 0(Пt!) Если же необходимо знать To,тb-

ко вес оптим8льного контура, то достаточно 0 ft!) ячеек памяти, Tali как

9

lrри вычислении S <fr., ш, А, Л,V > ИСПОJ']ЬЗУЮТСЯ ТОЛЬКО ОПТИtvfУlv!Ы

о", (ft- 1, t) -состояний.

ý 4. Приближенный алгоритм решения задачl{ коNrмивояжера

В этом параграфе описана реализация приближенного алгоритма решенt{я

; 
j"" J"' "#';";.,,, #::.:"Ж;::": j:::", Ж" T;:J" ; J,"-

6.rlлженные решения на ленточных графах больцих размерностей. Трулоемкость

получения ошого гамильтонова контура с дугами и. (./* не преэыцае,0(Пt)
операций. Причем чем меньше ширина ленты графа @#,,., быстрее и точнее

работает а.rlгоритý,t.

Первоначально формируется контур (rr2) иэ двух первых верцин. На

каждоI\, llrаге аrrгорrlтма к построенному контуру буде:чt подключать очередную

вершину. После завершения tlJага fr, на N:ножестве вершин {t, L,, ... rL}
обраэуется *":]ур (!t, Y2,...r{L) "еса ýД . *оо*. того, и.rвостномно-

жество дуг U*_=t(YL,YLrt)} , для которых выпоJ!нены неравенства

ll"-V;l'-t , IL-Ylrll < t, .Опицелt ,u" l+! lHaKoTo-
ром к контуру подключается верцин , |u + !. ,

1 . Генеоиоование оешений на множестве { t, L, . , . ,hrl,*!} . Всего

строится l Ut l решений пJ-тем эамены в контуре дуги (f L, YLr1) < Ufr,

на две дуги ('ii,l,+ t) " (l+ t, Ytr1) . К"*л"lй раэ вычисляем но-

вый вес:
,]L "l5k,= bfr,- CцlLrtr Сц,fl,rl + Cl.+t,Y;r,

Необходимо отметить, что новь!е дуги всегда допустимы в силу выбора множе-

ства U, .
fu

2. Выбор лччч:его решенвя. И" lU h,| печlениЛ выбираем контур ( /1,
ttl.,.,YLo,Qc+t, YLоr! t...llb) с н.qименьrлим веСО^'
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5xrt= mLru
(tL, y;r,l6ц 

u

Алгоритм заверш8ет свою рботу через l|, шагов. TpyaoebrKocTb

O(lubl) . так как lUpl Э L

sL

Его булем использовать как начальttый на следующем шаге.

3. Фоомиоование множества U Lrt . Вкrточшм " Uftц дуги ( yi''
h+ t) , (fr,+ !, Yto+ t ) и все дуги Uд . П*п" ""о"о исключиtu

дуги, смежные с верч.tиной ft+l-L, и дугу (YLo, Y;o+t) На

*о, *о" fi, заканчивается.

i"
]лага

ал-равна , то трудоеNlкость всего

горитма не превосходш, Q(nt) операций. В эаключение необходttьtо отNlе-

тить, что описанная схема допускает множество различньtх вариантов реализа-

ции и очень зфектttвно показала себя на практике.

Поступила в ред. _rlзд. отдел

23 аекабря 1987 г.
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