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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ

3АдАчИ оптимАJIЬного УпРАВлЕНИя ПРоЦЕССозr1

В ХИМИЧЕСКОМ РЕАКТОРЕ
Кý.Лlусабеков

ý 1. Постановка эадачи

Рассмотрим эадачу управления неадиабатическltьt труб.ttr,гыtt [i\a..lкT.)l,()\t,

испольэуемьlм в хи:\lической технологиIt. Лtателtатllrlескtlя :\lодель роirкт()рёl ilo;1.1-

ется системой пифференчиальных уравнений:

а ш(L,х)L_n.at -Ч,

Тth(t,il _ g.
aL

аLй(L, r) dtt(L, х) -с tt.{ttt),0lL
aLtz(L,r)

0х
0llz(t,r)

Ох2 0х + lL,ц.tttt; +

+ 9.(tt ft)- tt (L,r)),

(l)

(з)

с гранич}lымlt условиями

а

и начальными условиями:

ёthft., D _
0r 0

lhrc,r)= tto(I),IlL@lI): х2о@), tз(0): tзо , (:,l)

.ou J 0t)= е!,Р[- Гf |rLft,r)) l а констант,о О,,6,С,Г, u,!,d,E,
t}з9 - положитеJIьные параметры системы; U&) - упрilt}.пяkllltrlя 1[r1 11ццllq (1It-

равление); 1Ц (t, Х), ttz&rr)| lrэ(L) - функчttlt Koнu(rнTpiltl]tl. p(,ilгltp}K)|ll('ii

смеси'темпеРатУрыреактора'теrllператУрыохлашlте..lяс(х)твttтствtrнll().

В настояrцеft работе рассматривается задачGЧ MиHliNtllзall}l]l фуllкuи()ltiulil

т
10l)=tt,tt,t)d.t*Д JIФоt)d,rdL, (l)

0а
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т

J tt.,tt,t) dt
0

- cyN,lt\,lapнoe a. aр"",, l количество непроре€rгировавше-

,4 - по.rо*ная величина ( штрфной коффшчи-го IJешества на выходе реактора,

ент ),

О, 1t2 L tL| ,

(1r; - tr)', tr, ti ,

q ={rt, r): о 4 t 1т, 0€ I4 tI.
Управ,rение ll ft) удовлетворяет ограничениям

0 1 u(t) 1uо = CoTL5t. (5)

fl.rя функчиональных пространств, испольэуемых в работе, введем следу-

кlцие обозначения:

СО'П(q) - банахово пространство функчий, заданных в области Q " ""-
прерывllых по Гельдt,ру, с покаэателем (, по переменной .t, и с показателем

dl2 по леременноИ t , с нормой

где

г.fе

Ф ttrl : Ut; - ,t"J| :

lt}lqa = lt}l

O<d"L!,t=(T.),ltlL=

НdOЛ=iiРоffi

о,о+ Ha(ll) ,

ф * t!, ltl о,о= оtр ltllx,Ol ,

t/z

, d(P, R) =lt- tl + lx-tl| ,

Р ft,х), RG,p е 8 ;
2.d,

С ' (а) - бо"u*о.о пространство функчий, эаданных в обllасти 0 " оО-

.lil,]ilк)l|tttx непр(lрlltвныIlи по гLlльдсру с показатепе"t d производнымll до вто-

р()г(, п()рядка llo х и первого порядка n" f . Норма в -JT()M пространстве оп-

Р('ДО.lЯ(iТ('Я paBoH(:TBoI\{ 
2

!t! ,,n= Zоl 
D} tl o,n* lD1 tl р,а ;

W [0,TJ - банахово простр8нство абсолютно непрер[,вных функчий,эа-

даннlпх на [0, Т] с нор,",ой 
т

lltllff w : JTttTlt}ft)I 
- 
IIffl О* ,

W!''rcl - банахово пространство функций tft,r)е LrG|, имею-

цltx обобшенные производные Юt tl, 9" t, 9: rt е L 2(0) с нормой
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2

;2= JalLtg'",tt +lЦ|tl' *l,yl'7dxotL 
;llux t,2

W| |О,Т) _ банахово пространство функчий 1У(Ь € LrГ_О,ТJ , ,"-
данных ,. [0, Т] , пr.оrих квадратично суммируемые обобцrенные про!rзвод-

ные первого порядка. Норма в этом пространстве опредеrЕrется равенством

,'
iltll'r, = tLtol2 + luttt12] at ;,2 

о

Ua = {ttёl:0 L Il(L) L Uо=СOIUL,И{t)_ 
".,"римая функчи^,0ltLТ!.

в [rJ для системы (1)-(3) была докаэана теорема существова}lия i!

едлнственности реrцевия l}r(L,r), llr(t,, r)e C2'n(O), tg(il е W (0 rТ) ne"

произвольной функчии ?L (il е Up.
В [Z] пп" эадачи (1)-(5) получено необходимое условие оптимаJыiости

в rфрме принципа максимума Л.СЛонтрягина.

в настояцей работе будет,рассмотрен вопрос нахождения оптиl.ла.пьного

управления в эадаче (1)-(5). Поиск оптимального управления булет проволить_

ся методом последовательных приближений.

Введем новую функчию Ut (t) по формуле

L t

д.I
0

(t=t
0

ft)1'ч W, ,t) + ti- цJ: dxJac, rtoo) = 0, ltчF) = 7(u) . tBl

Теперь задача (1)-(4) принимает вил:

* =" Э#-#-с.ц!(tl),

*=в *-**u ц!ttt")+g Фr-vх),

# = d" iоtl"(t,r) оlr - tt ) + u, (Е, tt l ,

# = чft,,t) 
- д iго:- t1| оr,

айft,o)
0п

а

t?)

п
б

tfi)

l
l
l

t

{

.J
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ý 2. Прирачrение фнкчиоuала

В си,rу [rJ кажпому tC(OCUu соответствует решение Х, ft,r) t

tL(L, х) е с2,ф(Q), t\(t)eW[o,T], tщtl с cl[o,T] системы (7 )-(9).
Подставляя найденные фунщии 0r(t, Х), t}"(L,r), tj(0, ф61" выражение

J(d = llч0) , найдем значение функпионала 1(u) . Таким образом, функ-

цrtонал 1(u) опредеJlен на множеств. i[a С LrfO,Т] . По*"*.r, что

функчионал J (ф лифференчируем по Фреше в точке U(il eUrC LrfO,TJ .

Пусть uft)| l1,(0 + дlLG) с Ua . Обоэначирl череэ ф,02,tj,ltt1,
tl, + btt , tz+ дllz , t, + дlh, ltч + ьItч соответствующие этим управ_

лениям решения системы (7)-(9). Тогда Фнкции Дah I A'tL, Дt}з , Ьltq
являются решением системы лифференчиальных уравнений:

Щ(O,L) = 1lro(L)r07(0, r) = tl"o(x), lt (0) = l}gg , Оц(0) = 0 .

j (tl,) = 1thff) = ъLTL, u.Ua

# = " *Р - + -с. !(ц). Ач - r,ц #.At +

+ L. Altl. G ot l - !Qr"+ bt")) + с, Ц. ^ц 
(# - ! у"О),

#=в +Р t+к,!0,L),Ац+^ ц Чff',Аl}r+

+ 
з. @ tз - AlrL) + к. ьц. (f тlL+ ь ta) - t uri) + к ц. А tz (Iф ) -' !? l,

# = а t iro tt"(L, r) d.r - ь tt ) - (tl t дц) . Ащ + ( е - tt ). ач,

(9)

( 1о)

(r1)

ý

dвtУч
d,t ft,i+ 

^ i#,Аt*(t,r) d,П+

[on"t.l +f ,ыt (t,q d.r

=АЦ
I

r д,J
0

с граничными условиями:
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о. аЬ!]!t,d 
-Ащ(t,Ф=0,

dr, - ДltL(t,0) = 0l

ад (L, t)
аr =0t

,.

и llачаrlьными условиями

где

а дtL(t, t)
ar

Чэ,

=Q

(12)

(15)

^Ч(O,L) 
= 0, Alt20, L) = 0, ДtзО) = 0, Дlrч(0) = 0 l (13)

attор=lWdt,Фо,o=lffо,
При эгом бункчионал J(И) получает приращение

Д7=Jfu+д1l)-1fu)= лltчff). (14)

введем фунщии Чr(L,r) , Чх(t,r) , W!'аl,ч(а, qч(Ll с Wf [о,т1 как

решение вспомогателыlой системы

+--a#-#r
ff=_в#-*+рч,

,l

лиффренчиальных у равнений :

(с,Чt- к.Ч).l(Ц),

- к. v),ц, # n ! v":!.. 
^qр 

-
- _А a99"l чЧl

dЧз

-:-
dt
dЧц -п_-L,

dt

0V,(t,0) _ л
T-ut
аЧz(L,О) - 0.аr, ,

! I Ч"rc,r) оlr +(d+ tl,)
0

с краевыми условиями

q. 0Чз&,О t ч,,(t,!) =- !,

В. UY{L,0 + чr(t,|) : 0
(16)

и конечными условиями

\уl(т,п) = 0, vL(T,r) = 0l чп : 0 t Чч(т) = - t, (17)

Очевидltо' последнее уравнение системЫ (15) имееr решение Vr(t)=-t ,
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л е мм t. Если lt(t,r),t"(t,r)eТo'ntl),u(tlеlJа , .rо
задача (15)_(1?) имеет единственное рещение Yr(L,r), VL(L,11 е W2"K),
Vз(t) a Wl LO,TJ и справедливы оценки:

llVitr,z; zL сt,(tД #ilr; t), (L: ti2), (1s)

llvrl|c с сz.шо u:*' 
ilr,* l;,

где константы Q, Сь эависят лиlль ог данных задачи.

Доказательство леммы следует из [Z].
Для вычисления производноfi фнкшионала 1@) нужно, испольэуя сис-

тему (11)_(13), в формуле (14) перейти от Дtч(Т) к выражениюr завися_

щему от ЛUft). С этой целью умножим ураввения системы (15) соответст-

венно на ДЩ, Дl}2 l ДltjrДtц и проиятегрируем по Q . В р""у*rrr.
попучим

т
д7 = дlrч(т) =- l чrН.(г- t ttl). дlt(L)dt t 0Uц дu), ( 19)

t

0

где т

0

0(att, дч1= J vrttl. дtэ(t)дuФdt rJ![ttttz+ btl")- J(цlJ х

л [с. 9, - к,ч"J. bt, dr alt + J|Po"al - U#l 
tg 

, Чt-

- к.vrJ.Ац.Аt,оtrdt -t!ч l.[oocl ffJ.^t dxdt,

0

Применяя * Q(ДtrДlL) оценки, поrтгtенные , [2J ,

дt' = (лЩ, дtz, ДVJ, дtt4), .л""t lлтрих означает транспонирова_

ние вектор-столбца Д t}
легко покаэать, что

|o1alt, Ач)lа сз.tАпil'u,, (2о)

где константл Сз ве эависит от пряращений дtt, дtо .

Из формул (19), (2О) следуетl что функчионал 1(U-) шфферэншlrру-

ем в точке U(t) С UбС Lr[OrTJ и его произвоаная (грапиент) в точке [f.
шмеег вид 7ntu) = - |Ц(U.(е - llrft)) , при этом 7пtu) eL![O,T7

ý 3. Принцип максимума Понтрягина

пуст" {uо (t), йо (t, D, tl; G, L) , tэо (Ul , оптима,ън'й процесс в

эадаче (1)-(5). Рассмотрим проиэвоrrьные числrt ý " Le (0rТ), Гсе[оrшоJ ,



Об одном методе реrrtения задачи 27

Обозначим 
"еп.. |tr} множество всех троек

tо,tо*-р,ё . Выберем е tL
для 01Е : е

,Л={Lо, f ,й} . пу"." д

l поставим в со-

е

ответствие тройке

интерваJl мсiжду точками настолько ма.lым,
что Aec(OlT) при 0LeLe

}l функчию
"р

Le[o,TJ\ де l
Le Д,

(2r )

[алее, повторяя рассуждения f2], noлy*.",

о. л1LLtъ "| : - чrО (to). G - lr;ft)). дlл(tо) |.Р| .€,+0 ё
обоэначим

81 : tltп +, НOrэ,u, Vз) = (Е- lrз(t)). uФ. чзФ) .€*0 9

выражение 0 1 : - V!, tС - rto), ЛU.ryl наэовем первой вариацией функчио-
нала J . flля того чтобы управ пенпе ll0 (t) было оптимальныМ, необходимо,

чтобы

6'J:- (E-l)h 9rО о tL, |.рt=(Н(lr:,ш',,у;)-НаrО,а,rl,il),lfl >0.

Отсюда следует

т е о р е м а 1 . (принчип максиtчtума Понтрягина.) Пусть процесс

lt:(L,r), t; G,il е С',П{Q),lt;ft) е lY[O,TJ,uoft) е lJ а (при

(Lril € Q ) является оптимальныlчt. Тогда существук)т такие ненулевые функ-

u"" чitt,L), ч;ft,x,leWrl'2(Ql, Чittl , W:,Lо,Т1 , что:

l ) qункчии ЧrО{t,r), Ч! tt,Л), VэО (t) являются решJением системы
( r5)-( 17);

2 ) почти npn "".х {, n" [0, Т] Фчr*ч"" Н аt ft) , U, V;G)) до-

стигает максимума по ZC при Il : 1L0 (t) ,

Наl;rc),uО(L),%О(0)= !паL Н(t;ft),u,,l!ttl) l22l' Пе[о, uо7

Пршнчип максимума Понтрягина исполюуется в дальнейшем для поиска

оптимаJlьного управления задачи (1 )-(5).

ý 4. Метод посJlедовательных приближений

Идср метода последовательных приближений дrlя з€lдач управления обык-

новенными лифференчиальными ур€lвнениями предложили ИАЛрылов и ФJl.Черно-

у."*о f3 - +]. С целью соверlленствования метода в работах f5 - ZJ пас-

сматривались его далыlейшие модификации.

,
( l1,o (t)

иrrt) = t п
при

при

а
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Оптимальное управление в задаче (1)-(5) буаем искать, слеryя идеям

р.о", [S, О].
Пуст" lll(t) е l!7 - эаданное начаJtьное приближенrrе. Тогда п-яупе.

рация метода состоит в следуюцем (rЪ = tr213, ,,,) :

1О. Интегрируем систему (1)-(3) прп управлении lt: llП(а .В ре-
эультате находим функции 1l1\L, r), 1rtЁ, r) е C2'd(Ql, t{ttl е W [0,TJ.

2О. Интегрируем систему (15)-(17) от момента t=T оо L:0 при

u= u|Ъ(L), tL= t;П (L -- |r2r3),.в резуrьтате поrryчаем функчии

ч| tt,-r1 , i; tt,L) e'W:,'@), чrО (t) е Wr' [о,т1.
ЗО. Опрелеляем новое управление iП rc) "" fO rTf из условия

v{ttl (Е - l}: ft)). (й"ttl - ч|Lrc)) :
= {rit";l['l'r"ttl(E - цlLftD (а - lL,(O)] , (2з)

4о. иa условия максимума

,\П (т) (Е - lto{ToD (ilotTo) - чП{rоу =

= ,?пgl__[чr"tt) (Е - цпG)) (iлъft) - u"(ФJ (2,Il
t, е fO,TJ'

найдем То. Еслп Чrfo {Т n) (Е - ttn{toD ( чОttоl - чП(то)) =@, то управ-
ленlе |,!.fu - Uпft) удовлетворяет принципу максимума, т.е. оно подоэрительно

на оптимальность. l|оrтустим, что V,tL (Т п) (Е - Ц" G oD QLП (T rL' - ufuG oD > О.

5О. об*".*"- arL: mаi{tl,Т-Тпl', Ьr:оъ:ltп- hrТо* |4П
nfO,TJr 0 с |ъ с Сп . из функчиfi ППrc) n u,П(б'Jrр", 4y"*u",o

u|.ttl - ln"rcl 
, Le L"о', , (:s)rL 

|uПctl, t.f0, TJ- L tob .

Параметр fu

=Jfui)
полагаем

, на каждой итерации находим из условия rt

no h. н"ло"нное управление utпft) "J::J: У;У:,';Р:

1lп+l ta = u.f,o{t)

Справел;rива следуюцая

Т е о р е м а 2. Пу."" {llП ft)I - последоватеJIьность управлений,
построенная по схеме 1О-5'. Тч"д"

l ). лоследоватеrыlость |UП 0| сходится слабо в Lr[OrT] к иэме-

римой фнкчии UW) С Ua ;

2 ) соответствующие {UП (ilI последовательности |t," tt, Ol

\

t'

i

tt = lr2, ( 26) i
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futtt,*Y сходятся,к ttf G,х), ЦО(t,L). С''О(Q) по норме С''2(Q),
по€ледовательво.r, {tto(L) } "*оо"r." i^Ц" ttl е W [ОrТ] по норме

СfO,Tf , .о" ttoti, 11, tt!{t,rt, t! til являются решением системы
( r )-( 3 ), соответствуюtцим управлению Uo (0 ;

З) соответствующие последователь"о"rп {Y!lL, r1}, Ч{{t,r)l 
"*r-

дятся к v|(t,r), ry;(t,x1 . Wr"z{а) "; :"о"; WlriФ , а после-

довате,ыtост" {ЧПft)| сходится - LY|O е W; [О,Т1 по норме

Cfo,TJ , "о" v;tt,О, Ч!{t,r1, Ц' ttl Jror." решением системы
( l 5 )-( 17 ), cooTBe."rryorn, управлению UО(L) е Uб и функчиям lr| rc, D ,

II;(L,r) е C\n(Q),lr:o с W[о,т] ;
4) выполляется принцил максимума Понтрягина

ч! ttl ( с - lt! rcl) шО ft) = 
uTrt ta[vrttl 

(Е - tto ttt) . uJ .

д о к а э а т е л ь с т в о. Рассмотрим функчию

1П(h) = 10.Lr"), lt е fo, IпJ 
,

при каждом фиксированном fL . Покажем, что фунщия 1Пh) непрерьrвна на

[0,|.oJ. Пу"r, ft,4 - произвольная точка "" l0rе1J.Прпоr". hб при-

p"r""n" Аh . То"д. управление Ut^ поrrучит прирашенпе Аlt=Ut:ьr
- lrt^ . Прирашrени о Д Цfu ynp""n""n"- соответствует решение ДtrП , ДЙrО ,

Дlt{', Дlrtr системы ( r 1 )-( l3 ), уловлетворяющее в силу f2 ] "ер"""ствам:

larri| 1,2; 2 
< сц. llauo!bt, L = !; 2,

llайrОil w < Сц, lДttОl",,, l^ttrilсtзсч,lдttОil",. 
(26)

но [дU"llь,сЧ.ltоаh*о np" дh+Q . следовательно, в сиJry оценок

(26) имеем

д1"(li = J(utоtо)-J{чiо) *0, дh,*0 ,

Функчия J"(lL) rнепрерьвна "^ f1,(,nj .

Теперь покажем, что последовательность управленийr построенная по

схеме 1О-5О , *rr".r." минимиэируюrцеfi. Пусть UПft) С {U"(0|. а функция

uТО построена по формуле (25). тогда, используя форrулу (19) и оцен_

ку (2О). получаем, что7

1 fuil - 1@") = - t ч{tt,, (Е - t:(0) цu|- чfo) dt + о(ьt|uf,- ч\ =

0

=-J чr"k) G- t:(t)) @п(t) - шпftD dt + о(лt}п, ч|- шп) ,
LtnL

о

где Д йП в данном случае есть решенше системы ( 1 1 ){ 1З), соответствующее
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приращению Ut- шО управленDrя,

|о(аtП, uf,- tlL)l, Cs tu;- u"il'r,, с, Ё.
Таким обраэом,

1 0Ц) - 1 @п) + t ч: (L)G- tзЧt))GL"(t), u|Lft))dt+Cr, |r' _ (27 \

L
так как ч"П (t), rc'!*УrcD, @О(il- un(L))> 0, Le[o, TJ , то найдет-

.".""no. "i.no h..7OrZo1 , дtя котороr" 1tф)-1(UП)<Q , uлп от-

сюда 1ttl.i) < Ifun1 .

Очевидtlо, что

7(чft*!) =, ryLlL 1 (u.|)э ,m!ч !@t) < 7 @L). (2s)
hе[O,еfu1 'У lье[о,Ъ] '9

Таким образом, последоватеJь"".r" {UП tt)| является минимизируюtшей.

J}окаэательство первой, второй и третьей частей теореNrы проводится с

использованием работ [r, 'J. 
Остаяовимся на доказательстве четвертой части

теоремы.

Польэуясь идеями иэ[О], можно докаэать, что

т

Jovittl(E- tt"ttl),(ЙПttl - t^cn(tDd.t * 0 прп lL+ ф .l2gl

По определе""о, iП(L), il."tt)elluC LLLО,Т1 . значит, последоватеJIь-

"о"r" {Й*(t)У слабокомпакr*ч, L2fOrТ7 , " io(t) * ilО(L) слабо в

Lr[OrTJ прп П+ф. Учитьвая также слабую сходимость ШПft) *uО(L)
и сиJьную сходимость УзП(t) +'{зО(L),lЦП(t) * tЦО(il по норме С|ОrТ1 ,

имеем
т

Jrv{ ttl G- tra (a'to - цп ft)) dt *
т

* l чrО tt) (Е - lr; (il) @о (0 - tco(Ll) dt ,
0

причем в силу (29)
т

t

l

|ч!rcl 
,G- tltLll . (й"t0 - uо(а) d.t = 0 . (3о)

Поскольку

v:ФG- lrrftDGo"ftl- шl"ft)) r 0, Le|o,T], п= !,L,..,,
то из (29) и (3О) следует, что

a
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vr'rtl (с- ttittll, fu'ttl - u0 ft)) : 0 д.пя rt. Е. t е fo,T] .

l}ift) о Х;Ф,\УJПft)-. Yro(t) по tti>pl-

(:зr )

Очевидltо, из сходиlчrости

N{e С[O,Т] следует сходимость

(Е - t"tt)),vrfutLl *(Е - tto{tD чrО tt)

по норме СLО,Т] ,:

Обозначltм е

€ [о, т]:yзt(t)(Е-
: {t. Io,TJ : ч:нG- ttL.tal , 0} ,.е t =tL :
i(L)) . 0J, ei=|Le[o,TJ, vrltlte - tlrLб) = О} ,

L = 0r!r2r,, , ,fl . Очевидяо, при кажд()м фик""ровrtl,,оп' g .,,rр"r"лп"оо 81f У
U е L V et =|О,Т) .. В спл1, непрерьIвности функtrлtи Vr'{t){E - Ч|Ф," [0rTJ, при всех L= O,t r2r .,,) rL множества еi', еt

открытые, 
" 

n,"o*"""ro е| - заN.tкнутые. Следовате.пьно, Mlloжecт"" е| , е|,,

ei, L= 0rlr2, ',., П 
л, 

явJlяются измеримыми lчlножестВами с Ме-

р"r" mе5 et , Тпе5еi, mез eoi , причем при каждоt\{ 1 nro.,

'rrР5е[. 
+ tТtЦеГ+ m2Ьеi = Т . Теперь установим сходимость послс-

довательност" i"(L) * Eo(L) по llopмe L2[0, TJ прч п+ ф . где

j tL t.t_t luo , чз" ft) (Е- |Ц" ft)) , 0 ,
lL tt/ = 1

[ о, yr" tL) (Е - tt{tt)) L0 .

Рассь:отриьl

n i" ft) - tlo (t) l| 
,=|^ta" 

rc) - ао (t) !' dt =,J ,l 
ilо - t1,ol' dt *

р ei,n е:

,J lч"rtl - il'ttll'at* 1 _!ао(0- й'(t)!'аt* ! l.чпФ-ilО(u|'d,trеiпеi еiпе! е7е!

+J lч\t1-7,6712аt, ! llLnft)_ io(L)l'atr !lй"о-ачtilfur
еiп е; е;п ei е'"п е!

+ t l i"(0 - a"rc)l' at * l ! il"tt) - iottll' dt,
еjп е; einei

в силу определения функчйй чпft) " io(t) в правой части последнего ра-

венства перый, пятый, шесl,ой, восьмой и девятыЙ интегралы обрашаются в HyJIЬ,

ри
+

lL+ф.
L
tз

.,

и в результате получаем

|ч"(0 - a\illu'L": 4, t *t i п ei ) + rпlЕ Gf, п е) +

+ mи(е;п е) t rrцz5rc;П e)l
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поскольку ч:(L)G- t:(il)* Ц'ttl te - lt: ft)) rryп rL+ф по rrop-

*.. С f0 ,Т] 
-, ,о m"оS е; + ?Tt1-5 е| , пzа е; * r,И е; при |L -+ ф .

следователь"", rп-?)(еf, n е;) -> 0, mаr(е! П е!1*0, lП2r(е^|.П е!)--0,
mus rcОпп еР + 0, 7L+ ф, " lil.Пft)-а'Оltz_ о l
rL-> ф .

Очевидно, что формула (23) эквивалентна формуле

чз'(tхЕ- ly:Ф)a"(t) =#ff 
,Уr*rc)G- 

tnФ,йJ , L е fo,T] .

Теперь вычислим предел от обеих частей последней формулы прu fL + ф :

[vr"tt) tE- to Ф D"HJ = !з Ti;"y:oxE- ц\LD. ш],

a

t,Lrп
п+ф

отсюда

ч:(t)(Е-ц'(il) Гоо(il = [чirtлtс- t;G)) uJ .rпаL
uefo,tt 6]

(32)

удовлет-

Иэ формул (31) и (32) поrryчим искомое выражение

v!ttl G, ttittl),uoft) = .r9_r [чr'ttt,tЕ- t ;Ф), ч] .

u€ f0, tI.07

Таким образом, мы показали, что предёJьное управлен". Uo(t)eUa
воряет принципу максимуr!tа. Teopelra 2 доказана.

Поступпла в ред. _изд. отдел

25 апреля 1988 г.
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