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оБ одноttr здддчЕ послЕдоtsдтЕJIьноЙ оптимиздtии
ПРИ ВЫПУКПЫХ ОГРАНИЧЕНИЯХ

Ю.И.Берльшllев, А.Г.Ченчов

Предrагается один из подходов к рецJению задачи о сближении траектории

управляемого объекта с эаданной системой выпуклых множеств при наличпи ог-

раниченпй на траекторию движения. Этот способ основан на испольэовании вой-
cTBeHHbtx конструкчий математического программирования и принципа максимума

Л.С.Понтрягияа [r-a]. Движение объекта описьвается линейной системоП f2] и

рассматривается на конечном промежутке вреlvtени. В заданные моменты времени

измеряются рассогласования управrrяемого движения. Одна часть эт}lх рассогла-

сований фрмирует ограничения на выбор управления, а другая часть минимизи-

руется и трактуется как минимизация максимального отклонения. Для исходrrоil

задачи оптимального управления определяется tlвойственная ей задача мат€мбтli-

ческого программироваяия, доставляющая оптимум исходrой задаче и краевые

условия принципа максимума Л.С.Понтрягина.

ý 1. Постановка эаддчи оптимаrьного управления

Щддемая система. ПрешаритеJrьно введем обозначения, необходимые

для описания упрвляемой системы. При этом будем испоrьзовать кванторы

(VrЗ) , .n,'-on", ( t"l , de| (по опрелелеrпо), 4 (равно по опреде-

пенлюl, Р - пустое множество. Пусть ,/ Д {tr 2, . , .l - множество

всех натураJьных чиселl V К C,il
I,к g{j: jeX, jrK}-

начаrьнМ отрезок натураJrьного ряда с правым концом К ; rR - числовая пря-

,""; УК е Л Д 
* - ( -мерное арифметическое пространство; П G N

эаданное число, определяюшее размерность фаэФого пространства; Х 4 RO,
Vк е Л ае1 сопV (RK) _ семейстъо всех непустьв выпукJъtх колдrак_

,о RK; VК С lrl ?|L*.o- множество ьсех N Х l| матриц. Предполагаются

эаданными:tосR , ЦСR (to<фl lTAfLolOoJ; А:R-И\i
непрерывное матричное отображениеi Z С Л (раэмерность пространства уп-

равленпй); Ре СОПVR1)1В,;R* Шrrо_ непрерывное матричное отФ

бражение; Х,оС Х .
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Пусть движение системы на заданном отрезке ap"ra"n Т опи(:ьIвается

векторным уравнением

i=дft)r+В(t>ll, lleP, (1.1)

с начаJьньм условием L ftо) = Io
l|ля опреtеления решения уравнения (1.1) введем следуюшие обсrзначе-

""", R| -rrо*."rвовсех (|trOC Rx R таких, что L CtI;
Ф'RZ* Щп,о- фундаментаJтьная матрица решений.Ir, .. З7] очнороrноrr

системы Х= Дft)а)
Т/: Т--Р. поп""""l,l

|| - о,tяожество всех пirеримь,х rto Борелкl функчпй

Чч0 а Фft,tо) х,о*

L

J.qtt,r) 8(r) utp d у
Lo

(1.2)

Тогда (1.2) есть 1,I_p"r""n" (1.1), Ччg@чtt)rtосt( Й) - *"*""""
системы (t.t) из позиции (torro) , порожденное управлением U е ll,

Система огоаничений. Пусть: ll, ll - евклидова норма в {; ..n" f
непустое подмножество Х, .r €Х, то

Р(х,Е) А ryLт!ilr-цll-!еЕ 0

евклидово расстояние от точки f ло мяоже"r"" f , V Ке jl , ХеRК,
j a П del ri - j -" координата .f,. Преллолагаются эаданными:

rпс_Лl 
, Tl <Тr..., tm+t € Т - система моментов вреNrени, удоDлетворя_

""';;=;*;;-_t 
= to, Ej*.l. 1 cj, j . m;

r, S - *о непустых подмножеств" m, удовлетворяющие условияt,t

(IuS =ry,) q (Iп3= Ф);
С : S + LOеL - спст€м8 'допусков"; П, , ,J* - система нопустых

подмножеств !-rП . которая при rакдом L е IП определяет некоторое

множество "существенных" координатt именно:

9, Аtr, r€Х, ( Vj е tзъ, Г;, tj = o)I-
подпространсa"о f, 'сушtественных в ,оr.нт ?1 координат. Опертор llpoeк-

тирования Х "" Qi обозначим через Jf1 , т.е.

VLeP,, а€Х del пci@) е ýZ1 :

(Vj . гi,(лLtФDi А ri) &(v je Tfuxfr:(nTi@Dj А 0).

Введем в рассмотрение систему множеств Mt ,,,,rМп таких, чтс)

(Mte сOпv(Х)) а С ML. а;,) ;
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кроме того, определим функчиrо 6;: |-. Р соотноlлением

6;@) А f(лLlф, м;), t с Гзъ.
Если теперь U С lL - некоторое управление-программа, то

6,(чч(tt) l ., .,6*(r|u rc*))
есть система уклонений траектории (Ру о, мно)<еств Mt(em). Далее

булем считать допустимыми лишь те управления U€ [f, , *оrор",. удовлетворя-

ют систеN,rе ограничений

бiKv!T|)-c(j)10, j.ý. (1,э)

Система уклонений {Ci (| v (r |) , j ' t} подлежит минимизации. Ниже

предполагается выпоJIненным

Условие регчляпности (условие Слойтера). Сучrествует допустимое прог-

раммное управление lJ*e 1,1 такое, что

бiNу*G))-сU)<0, J€ S. (1,4)

3адача оптимального чправления

mаt Ч(L|ч(r")) -* mLrL (1.5)
LeI V

при ограничениях (1.3).

Для более удобной эаписи введем обозначения:

yK(U) ! бк (чч{z*)) , к< I ,
trs(U)4бsНчGк))-с(j), s€S, (1,6)

YoU) А ryер f ;(U) .

LeI
Тогда эадача прияимает вид:

f 
'Сu) 

=- rrъLтLl Uc ll, fiЦЛ < 0, .l Ё S . (1,7)

3аьlетим, что задача (1.7) имеет решение. Через /0 обоэначим ее оптимуr,,t

т0 А TrLLrL(ltro<vl: U с tL, (Vjc S: Tj(u) 10)}),
а череэ Mg - множество всех се решсний

Мо 9{Uo,yo а ш,(уO(u)= уо) &(vic ý: )/l (U9 -.0)l .
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a

ý 2. 3адача математического программирования

Введем обозначения:r{ - "r"о*."тво 
всех функчий С( , r -fOr!], on^

Koтopblx

X_c(O:l;
с€ J.

f _ ,ножеСтво всеХ (с Rп С неотрицатеJIЬными коорIЦнатам" tt\c trП),
.{, - ьl"о*ество всех неотрицатеJьньrх вещественнозначных функчий "" ý {"n"-

-""r", uf|n фактически явJIяются векторами, имеюrцими размерность, совпадаю-

щую с коrrичеством "n"r""ro ý ); V lJ < 1,L, Се Л :

!r(l,U t yOU) r.Z e(i)y;(u). (2.1)

J€s - J

С помоrлью лагранжиана (2.1) опрелеJмм нужяую форму теоремы Куна-Таккера.

Пусть V€ Мо

(К Т) [v] 4 {i , д с JL,V (J е l,L : ({*(V, л) <

L X*(U, 
^)) 

< (Vj е ý ,,l Q fi(v) = 0)I . Q.2|

В соответствии с установившейся термннологией элементы (2.2)'назьIв8€м в€к_

торами Куна-Таккера. По теореме Куна_Такк.р" fЭ, c.5Z], множество Q.2\

."нr.. 
ГIри этом VV С Мо , )е(КТ)tV] , С С JL справедливо нера-

У,* (V, U /. YxU, Л) . (2.з)

Таким обраэом, n.p. (У, )) явJIяется седловой точкой функчии/*, ono"o.-

ленной 
"л ll Х.[ . ,u* *rо

Y,*(V, L) 1 Хх(V, Л) 1 t n(I,J, Л) . p.4l

Известно, что всякая седловая ,о"*л tr*ecтb пара минимаксной и максиминной

стратегий в игре

t Y,rW, с,) l
Поэтому VIl0e Мо , ,\е(КТ) [UoJ имеем

Y*0I0,Л) = тар t*(Io, () = YО: mLrL 5uр Х|(JrL) =, t.eJL t|ell (е'Л

= ?TLъ,L Lпt t*0,0) = rпLтъ Y+(U, Л). (2.5)
(.еЛ l]c?t Uel.L

Таким образом, ,\ есть реlление задачи:

mLlL Y*G], е) * mа.а,, е е JL. (2.6)

Uel.L
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ý,3. 3адача взвеtленной оптимиэации

Для реrления эадачи (2.8), (2.9) введем ряд вспомогатеJIьныr( понятий.

Опрелелим функчяи lr)g
шениями:

ll , Дс*R(ес IL) , ao:J|* Р

3аметим, что

Yо(U) : Tzx Zrа-сtl yiU) . {2.1|

Есш d.€ Y " L _ непустое подмноr(еств" m. , то черqэ @tb) обо -
значимслед d. ," L ((oсlt): E*R - функшия, эначевпя которой на t

совпадают со значекиями d, ). Пусть е е JL и

Д, А{а, а€ ю,((фlý) : е) & ((*lI) с д)У .

Подставляя (2.7) в (2.1 ), поrryчаем

m.

y*OJ, L) : тпах- | а-tО YdU). (2.е,
ot < Де L=t

Соотношение (2.8) при каждом ( С tL опредеJIяет на пространсrr"ll эадачу

взвешенной минимизации

{*(Vr()- *LTL, UelL, (2,9)

Для ее реrления в форме, аяалогичной fO,..rЗt], Оуо", испоJIьэовать методы

[s].

a

l1L

ug(IJ,ф) t Е dФ Yi"(U) ,

соотно_

(э.1 )

(3.2 )

L=t

ФOrc) А m LT|,
v еu

Тогда иэ tз.l ), (3.2), (2.8) с ytleтoM известньlr( теорем о,*nr.*." f6,
с.34] получим

Ф0(0 : mеL тпLrL de(tJ,d.), tc lL. (з.з)
ееТе Ucll

Пустьлалее VpCX, УrХ det а'УСR, _скалярноепроизведе_

нuе L п!; УЕ е cOruV(X) . (еХ, полоr,им

irrcl е mе? ('ur .

tllc Е
Обозначим через

LLA{C:e c52t,lLt4t|

У,*(, L)UI



Об одной задаче оптимизац}Iи Lt-

,a

'"роо L l1 ,,,lLtъ . При ках<лоьr 0с tL определим функчию Qg: Цх
Х Дg Х Д- R соотношением

oL

Q g(II, ф , д) 4 Z a<tt [л'tll lt;( ч чtт )) -c=l

бч.И(ф] - f, a-tjl c(j) , (з,l)JML,-. .J j?s
При Фиксиров*""о l х ф функчия (3.4) вогну.ч no Л и лиriейна, а значит,

выпукла 
"о U. Поэтомув силувыпуклости коr4пактовР ,Д, атакжетео-

р"r", f6, с.За] имеем

тiъ \or*nQru, 
ф, л) = т:ft т:тrQr@,ф, 

д). (3.5)

При этом непосредственно из (3.1 ), (3.4) слеryот, что

СОg(lL,ф) = п?аQ QrQl,ф,л), (з,6)
дсЛ 

9

Теперь иэ (3.3)-(3.6) имеем

uО(L) = mар ryu* T:Lry Qr(v,
оLеДg ДеЛ UclL

единичный tцар в подпросrр""r"" ý21 , " 
.r.ро. {

- F",(^Ф)]] - Z atil c(i) +

jeSJJ
9

(Zattl л'tL) лt;(Ф(t,;,I) 8(ý) ч) dý ) .

_ декартово произведение

(з.7 )

(з.s)

d, л ),

J}ейстэуя по аяалогии " [aJ, но с учетом особенностей многоточечной оптимi|-

зационной задачи [S], no"y"nM, что

m.

Yr(а, д) ! тпLrъ QgQJ,a, il=Еd.ID[ЛtLlп;(Ф(т;,tsх) -

,lL YY
+Z J

j=t Т9+

fflLt1/
чеР L=!t

Теперь иэ (3.7) имеем

(з.9)

Таким образом, задачу взвешенной оптимизации (2.9), (2.8) съелл к эадаче

(З.9). Очевидно, их оптпьfумы (см. (3.2), (9.9)) совпаддют. Множестъо реlле-

ниfi эадачи (З.9) при фиксироваяньос элементах VС Мо, Д е(КТ) [VJ
обозначим череэ
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W(V,A) 4{(Со lД): (фо,До)еIrх л,
Yд(осо, д)= 

@,ЪТ%r,дv^(Ф,^)} 
,

ý 4. Двойственность и принцип максимума Л.С.Понтрягина

(з.lо)

{4.2\

Пусть

13 9{f , _F, y, (Фl s) с JL) &@ll) с Dl ;

Y' ВХЛ*R - Фнкция, определяемая соотношением

rym
Y(,р,л) = Z

L=t
F о[д| ol пi(Ф G;, t) r o)J -

mт-у9
)+Z I mLr!(Zytl ,

t=l Tg+! Це Р L=t
-Z frjlcti
J€ý
х дl(L)lтL(Фttr, ? В$) u) dt (4.1 )

Т е о р е м а 4.1. Оптимум задачи оптимаJlьного управления (r.7) со-

впадает с оптиNtумом задачи м8тематического программирования, т.е.

у0: m&I(i,л)е вх л
ч(f,л).

Спрвелrrlвость теоремы следует из соотношения (3.9) и равенства

lо : цаL ФO(U , (4.3)' ее Л

вытекаюшего в свою очередь иэ (2.5), (3.2).

Из (2.6), (З.2), (3.9) следует, что вектор Куна-Таккера находится

как максим}|зируючrий {ло Jf, ) вектор С фу"*цп" ФО (), определяемой фор-

мулами (З.8), (3.9).

PaccMoTprtM теперь принцип максимума Л.С.Понтрягина, в котором кра-

евые условия опредемются посредством оптимаJlьных значений двойственлой

переменной. 3лесь буаем испоJlьэовать тот вытекающий из (2.5) факт, что при

фиксироваяном векторе | е (KT)iY] управление Vе Мо есть решение

задачи

!r{U,^)* ъLTL, UelL.

Исходя из этого факта и испоJlьэуя теорему о минимаксе f';, ".3aJ, а также

соотношJения (3.5), (3.6), можно показать, что для всех У06 Мо , Д С
€ (К Т) LUe 1 справедJIиво равенство

?пФх. 0л(U; ф,Д) : тLtъ . mа&_ _0л(Ч ф,Д),
(&, л)G It, д '\ ' Uc ,tL (фrл)е 4лх z!
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\

,.е. U0- минимаксная стратегия пеtвого игрока в игре

* 
qл(Ч ф, ДLlл, , (4,4)

соотношение (3.1о) в свою очередь определяет множество максиминньlх стра-
тегий (4.4). но тогда при всех UOe Мо, ,\е(КТ) [U'J, (do, До)е
е WР'r)) точка ([Ior(a..o, Д)) является седловой в игре (4.4). След-

ствием этого факта является соотношение

Q л(U', фо, Д) = !уLrL Qд(ц фо, д ) ,' Uеu
из которого вытекает справедJIивость следующего утверждения.

т е о р е м а 4.2. Для оптимального управления tloe Мо при фикси-
poBaHHbD( векторах Д е (KT)[UoJl (фо, До) с W(tJo, Л) l справед,rивы

равенства

jv
Т9+!

9

ZraotL) Д'оtL) лr;(Фfti,9 Býl u?g)) dý =

Tv9
= J mLъ(L
'1*, цсР i=/

фоа) д'оtLlп;lq Gt,ý) Вtуl tl)dý , (4.5 )

ge i,rп
Соотноцlение (4.5) опрелеляет принцип максимума Л.СЛонтрягина. Рас-

смотрим последовательность операций при испольэовании (4.5) для нахождения

оптимаJIьного управлення в исходной эадаче (1.7). Во-первьtх,определяем век-

тор Куна_Та**.р" ,\ 6 7t из рецJения эадаtш фОrc) + rOClX.. Во_вторых,

вьr.lисляем d,oe Д1" Д С ! , которые дост€lвляют максимум функчии

Yд(d, Z1 ) на множеств" Дл Х fi . Tenepb уже оптимаJьное управленп. (/0
в эадаче (1.7) можно найтп иэ соотношения (4.5).

Поступила в р€д.-1{зд.отдел

7 мм 1986 г.
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