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АСИМЛТОТИЧ.ЕСКИ ТСF{НЫЙ АJТОРИТМ ДЛЯ ЗАДАЧИ КОММИВОЯЖЕРА
НА МАКСИМУМ В ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ
А.Иýерлшсов

Обоэначим череэ О множество вешественных квадратllых матриц с неот_

рпцательными элементами. Под эадачеfi коммивояJкера яа максимум (или зк) дrrя

матрицы d = (d,ц)rrrr1 понимается задача отысканllя мrrвимиэпруюшrеf, функчионал

tL

d,co = Е decleьril
L=t

перестаrе*rr ý на мllожестве элементов {!, Zr3r ,..rZ} ("л*. суммирова-

нlrе L+ l берется по молуло fiL ).

Обоэначим ""р." бf опммаьную перестановку дrtя матрпцы d е fl .

Пусть / - некоторый алгоритм, выделпоцшfi перестаповку 6! -r матрицы

d е 9 . Булем говорить, *rо 
"rrгор"rл, 

,r{ обладдет orrerrкof, точностп 2|} на

классе матрщr Ф aФ , еслш

dtоfulаGll > д

для lчобоfi матршы d, е б .

В [r - 5] шrя 3К прешrох<ены поrrиномиаrrьные алгоритмы с определенны-

мп оценками точности на некоторых классах исхошьп матрич. В частности, в

[5] исслелуется структура оптимаJIьного решения 3К в ['с евкruдовоfi нормоft

(на мноlкестъе матриц 9 ={@i) orn/ суrцествует набор точек (at, Lzr...
-.. l Iп) . R,2 , dlj = P,{rlri), tl Lrj 1п , гле Р(,1,)- р..-

стояние между точкамп. п > L)! Там же для последнеfi задачи предлох(ен по-

JIиномиаrtьный алгоритм с оценкоR Toilнocтll Дg(6+Е)lt ,

В настоящеЛ рабoте дrrя 3К . RК. евкrп{довой нормой, К > 2 (при

К = ! эадача тривиаJъна и не представляет пнтереса), преплагается асимпто-

тически точныfi аrrгоритм ( Д + / прн tl+a) с трупоемхостью 0П3)
операциЛ. В эаключение прпводятся оценки тоtlности алгоритма пря любом К )f,.

В дальнейшем под 3К понимаем 3К " ,((, К>2 , с евкrвlдовоЛ нормоП.

Рассмотрим полпыf, f,} -верлинньdl неориентированныfi граф Gо{Ю, вершинами

которого служхт множество Х= Irr/tЭi 42} точек в ((. Полrе"о, d;;
ребра (ri, х1) поншлrается веJIичин" t(|trXj) , где Р(, t ,) (как уже ГО-

-
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ворилось) - расстоявие мех(ду точками. Тогда 3К эквшвалентна эадаче отыска-

нl|я гамильтонова цикла в ý2(Х). имеющего максимаJIьныfi вес. Отметим эле-

меятарные свойства отрезков в RК и введем определения, которые нам поllа-

добятся лрк описан!.lлt и обоснованиlt качества оценок алгоритма дrrя 3К " GпШ).
л е pt :"t а ] . дrtя любой пары отрезков (atr, Xjr) , (Щrrriъ)

llN{eeT \:(,(:1,(, Hepaь(|}lcTBo
l

max.ldr,t,,* dj, jr, dц ,* dirj,}, >

(d;,j,* dцj")I ,
2+ 2сOrd (1)

(3)

'2где d, < r/z - угол между отрез*r-" (X,l,rr1) (Il,r,rjl).
Д о к а э а т е л ь с т в о. Неравенстъо

mаL {dt,tr* dj, j", di,jrr dtrj,} > mar{dL,i,, dirir|

maL{di,tr* dj,j", dirj"* dtrjrl> ry(di,j,tdirjr). (2)

В RK рассмотрим аффинное мяогообраэие f, раэrерностч 2 , содержащее от-

реэок (t,;rr7i).и параллельное отрезкУ (alzrXjl) . Пусть (a!,'rj") -
проеrция отреэка (ILl,rXjr) "" С (в сrrучае g, > (Iiz, Ij) полагаем

(air, rjn) = @i, ri) ). Тогда

Р @!LL, rjr) = f (rir,,Ijr,) ,
! (ri,,I'Lr) +P(xj,, rjr) 4 dl,Lrr dj, jr,,

р @tn, r'j") + f @!2,"j) с di,irr dцi,

и аля доказатеrьстъа (2) достаточно покаэаtь, что

mаа U(rц,хL2) + y(Ij u aj), !@t,,,rjrl + pЪi, aj )} >

очевидно. Покажем, что

2+ 2СO5ф
2 (р t rt,, zi,) t р (rir, li rl)

Считаем, что все крайнпе точки отрезк* (Iir rljr), @!r, xjr) p".n""-
ны (иначе докаэательство (3) очевидно). Верно одно из трех:

а) отрезкИ ( Lц , xj 1) , (п'Lp rjr) являются сторонами выпуклого
четырехугоJrьника (в, этом сц/чае нервенство (3) очевиаrrо);

б) ОТРеЗКИ (ait, Xjt) {Лtr, r'i; пересекаются в точке .f, (точ_
ка tr может совпадать с одной из краfiнпх точек этпх отреэко);

в) продолжение одного отреэка пересекает другоп во внутренней точке -f, .
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В сrrучае"б"обратимся к рис.1.

2
d,,

Рпс.1.

Лб)с.
Ij,

lj L:J]
t

,r/z

о
Рис. 2.

L l

Тогла неравенсIъо (3) слеryет из двух очевшд|цх неравенств:

р (rjr, rj,) > ry [Рrr, t1) +p@,rjrll 
;

! (a;,,l ri) > ry [р в, ti) t}(r, ri)J
(есм d. <'(f2 смежныfi с углом. помеченным на рис. 1. то в последllих не_

равенствах aL, " aj, меняются местами).

В сlryчае'вu беэ огравнченrrя обrдшости попоrfiим. что продоJDкевпе второго

отреэка пересекает перыf, и располох(ешше отрезков в f, соответствует ршс. 2.

rtt

p{rlt,li, ЙЧ* 
[,о<r!r, rj 2) 

+ !(r, rtr1 + !@, rlll
Тогда

шll

) 2+ 2old
2

и неравенство (3) доказано.

Лемма 1 докаэлrа.

p(LL,,rjr) + p(L!r, \r) >

[р ёtr, rjr) * 1tr, 1,1i) t р(л, Ii) t р @!", r;)J >

,\ry, Ро!r, rj) + р(r, rj) + р@, ri,l)J
,}
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В прострнсо. RK р""rrо.р"". спстему llt|, tli 1С, "" е *-

резков.дrrя каlкдоfi парыотрезков lirOj, !1i, jСt, 'ew" d.@;r\)
обозначям угоп между отреэкамх- Полоlqм

ооЦOt|) =,t,rrt rd,(Ii,Oi),' 
& цp = iftr 

oo\Oi)'

Очевшдllо,

dx,e+0 прп С-,ф, (4)

в ддльнеfiшем побоf, паре ребер (I;r,Xjt) , (Л'r,rir) Гефа ба(Х)

поставпм в сооtъgгствrtе одtоl llэ циклов (xitrjt'tri2rLj) , (Хц, xj, ,

Ijz, ILr) с максtlмальншм весом, когорыR cxeMaтlltlяo булем шэображать

в виде

'jl

7,Lc

Еслл при этом нФестно. что

a((ti,,Ij,) l (Iiz, лi)) 4 oLK,c (5)

прн HeKoтopov- 0 > 2 , то соответствующrrй чиш будем назьватъ f, -rrrrклом и

изображать в виде

xjt

.a

лjt

ILz

Ijl,

t,il

Свяэную компоненту

'jt
Tj"

rLt a'cz

пiz

rjl
':,tS- t

rLl tis- t .Eis

услФимся назьвать f -частьlо гра4а @rr(16). Прп этом ребра (Iir r ljr) ,

("LrrI;r) назсвем краf,нимtl ребрами данноl компоненты.

Полоltлм 
'П = [Пlz]. 

paccMoTprrM натуральное е, 2з r rL#J
Оппшем алгоритм Лд п"r.""" 3К в графе GпШ). Алгоритм Лg состоит пэ

пяти этапов.

Певыi этап. Строится паросочетание

, = |{ц,rtrj)l (Lц,rjz)t . . .,(ХLл, rj)I,

?
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пмеющее максимаrъный вес в ёпu), причем ребра а) упорядочrоаются Та_
Kши образом, чтобы

dlrjrr.dtrj,tlStm-е+l<tзпt . (6)

Р"ОР" (d* = {(rirr&jr), 11 S L tп-t+t}паr,осочеталия (о назовем
осllовнымп, остаrъные пз Ц)**= dr сdд_ вспомогатеJънымп.

Втопо* этал состоит из tп- 2С + 2 шагФ. На каждом lлаге рассмбт-
рtваются f основных ребер шэ (д)

i-л'u"" (!,со с tп-2С .2 ) . Переобозначая верщхны основных рф
бер иэ (J (ва первом lшаге переобоэначенrrе не продельвается), счктаем, что

раGсматриваемьпш ребрамп на ддлшом lлаге Еляются

(Ii;, \,),(Ir.,xir), . . ., (tric, xj) (7)

ш пеFвые ва шз нпх удФлетворmот (5) (достаточно чтобы'косннус угrlа ме)хду

перыми дDумя отреэкамя достtlгал максrмаrъноft эелrчины средr| всех пар рас_
сматрпваемых ребер).

РебР (trh,Х1), @i"rХjъ) свяэьваlогся С -ц"*поrr. Еслч L=7n-
- 2С+ 2 , то переходим к третьем}, этаlту. Иэ MHolKecTBa (7) удаJrяются

ребра ,(frLlix1)l (It,Ijъ) . К полученному мноr(еству лобавлпотся ол-

но из Фух краПнпх ребер максимаJъноf, по вшюченню текучrеfi С -части, содеp.

жащеi ребра (trЦl Xjt)l(Li.l,rXj"),, таt(же ошо из ocHoBHbD( ребер паро-

сочеганllя С{) , не рассматрtвавшихся на предыryшпх ltlагаь Перехолrм к (i+ t)-
L{y lлагу.

ЩдцЦ_елдд. Набор основвых ребер вместе с f -частп,.rи, постро€нными

на втором этапе алгоритмаi распадается на /- 1 *o,"no"eнry свяэностll, когф

рые обоэrrачпм череэ

шзображенный на,рис

tr:l1a,t

lL--,

L 0й

51, ýz, ,.,rSi.-t. На третьем этапе строштся граб ý},
з

trjл-ъ

IL--b

аj--з а)опg-2

Л.Lп-l

'Jпrа-с
r-

Ршс. 3.

о7,С
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Изображенные на рис. З связи между С -ЧбСТЯМи (основньми ребраNt}l)

и вспоIчrогательными ребрами из (J оэначают соответствующие связи между

крайними ребрами f -частей (основными ребрами) и вспоltlогат(lльньIми, Более

нагляано граф @+ изображен на рис. 4, где жлрными линиями вьшелены ребра

паросочетания (,(.)

Рис.4.

Четвеmый этш. В грфе @*"rро"r"" четыре гамиJьтоновьIХ ЧИКЛа Д1 r

L;, Lз, Ьq. иэображенных на рвс. 5:
a

a_

а) 7а -четное в) m -нечетное

Рис. 5.

Среш чпклв L, , L l, Ьз, Ьч выби;rается максимальный по весу, ко-

торыf, обозначим череэ Lо (прошrе вначале cpaвHltвaтb Ь1 " Ь2" Lз с Ьц,
а затем из двух поrryченных циклов выбирать максимаJlьшй). Если 7L'четно, то

полагаем Lдr= Ьо и идем на коЕец.

[Lщ!Д__щ ПУсть XL*e х не является концевой вершlиной ребер мно-

жества и) . Цикл Lо раэрьвается по любому ребру. Поrryченная цепь достра-

rвается до гамильтонова цикла Lпе " бп(Х). Идем на коrrец.

Конец. Цикл Lп, объвляется решением 3К в GntЮ,
При оченке трудоемкости рабmы аJtгоритма /g л*r..о*"о заметить,что

на каждом этапе его работы затрачива€|,гся не боrrее 0@'l операrиfi. Докажем

следующую теорему.

т е о р е м а. Имеет место неравенство

+ 2cord к.2

l- aa

l
r

d(Lц) > d@) +
2 0_Щп)d@)

(8)

l
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д ок а з а т е л ь с тв о достаточно провестп для сrryчая, когда lL
четное.

LI LL
. Рассмотрпм муrьтиграф GоtХl, полученныfi путем объедоrения циклов

,
-

На рис. б rrэобр,жеш все ребра _r,суrътигрлфа Сп(Х) вместе с кратностью их

вхождения. Обозначим через С: часть 1ýfульт""р"О. GоtЮ, t 19 Э С- 1,

иэображенного на рис. ?, со всеми кратностями ребер (ребра, изобраrкенные на

рис. пунктирнымtl 4пниями, в 0: ,. входят).

lt

Рис. 6.

Рuс. 1.

Тогда, учитьЕбя (1), поrтучпм

d,Gh 2Q * z 2со3dк,с )d,(аф, !L?Lc-1,2+

Следвательно,

d(b )Д2

l
l

а б

гае 0)9 - множество основньlх ребер. вхоля,-* " 59, Илш, испольэуя(6),

d,Gпф)>цdOlr)+(Ч+2 2+ 2см dK,g) dko) =

= ч dfu))+ 2 t+ 2 cotd1,c . d (а*)> Чdfuit z 2+ 2CO5dK,go-fflaш

аG"tю)
ч

Теорема доказаяа.

С л е д с т в и е .теоремы. Для ЗК " R* " евкллдФой нормоft сушrе-

СТВ},ет асtlмптотшческш точlый алгоритм с трудо€мкостьtо 0 (п') операциfi.

Д о к а э а т е л ь с т в о. Полоlхлм

С= С@) - о(пr+ оо прп П+ ф,

тогдаr воспоrtьзововlцпсь (8), а таIже очевiдяьш перавенством

d.o)>t atb,lu-f,)

2

z
,I

2

+

2

2

lt

2

2

2
\

2

2

(9)

I
l
t
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(эдесЬ череэ !* обоэначенО оптимаrtьное реценпе 3К в G2(X) ), полрlим

dlba,| t12#)тd(L) .
,lтffi

2

дк= лR)>!-fu

a-,#)J .U-|)p- ( 1о)

Теперь, с учетоМ (4), (9), прФаЯ часть неравецства (1о) ст?емцтся к

единице прп П +ф.
Следстъие теоромы докаэаtlо.

В закrпоченше прtведем напrrучrлпе оценкц точностп для алгоритмов Ш3 КлбС-

"^ |Дс| , 2Эе ДtrJ, для роэJIt{чных, К 22. Аля 9того вначале уст(цф

вим, что

(л5 d,Kte > 7- cl/e'|k-l) , (11)

где с е
Итак, в (К р""."rоrрпм систему {0;}, t 1i Ь L l пз С отрезков.

Путем параллельного переносаt сх<атша или растя:кения отреэков лобьемся, чтбы
каждыfi изотреэков 0L, !ёL ё е , вляrlся дl.rаметром едt{нtlчногоr.р". RK
с центром в начале коордпнат. Обозначrш чераз lЛg К _мерrыЯ объем едrшич-

ного lлара " R 
К. 

" *"р". SK_r - (K-t)_rr"p.,Л объэм его повер)Otости. Тогда

?а.\_1.!itъК''t(d;,С) А s x-t uJrш tlnп($) r(fu)2/B-O .

I
к Не ЭаВИСПТ ОТ

Следоввтеrъно.

имеем

сй d,lц,g = !- 2,ii(+) , l - clKf e2ltK'O ,

где CL= Z.Qý-"rf Ur-r'1'{*'O . теперь, учптьDая (r1), (1о) Е поrrагая

е= еk,п1 =fok'olcK*"f ,

,

и величина ск не эавхсит от ?L.

Посryпшла в ред.-изд. отдел

22 аекобря 1986 г.
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