
Управляемые сшст€мы, ИМ СО АН СССР, 1987 г.l вып. 27

удк 519.854.2

ЗМАЧА ПОСТЮЕНИЯ ОСТОВНОГО ДЕРЕВА
мАксимА"лЬНого' ВЕсА с oгPAHl+t EHlfi м PAImycolvt

Д.И.Ерэпн
а

1. Постаllока эадачп

3аддп поrflыfi неорвептшроваrlньfr вэвеtленяыfi грф G=(V,Е),
v={0,!,,,,rпl ,
(L,j) е Е .

Ф 6," с
ве Те Т
задачl|

с неотршцатеrъшьцчttl весаrл рэбер Orj rO ,

Пусть Т = f G) _ мrlоra(еСТво остФllых дер€вь€э гра-

к(Т) -ц€пьrсвяэьваю!цаявердины К€У п 0 вдере-

. Требуется построшть дер€во Т*С 9 , явлJпощееся решевпем

Z
(L, j)cT

l

lCrtTll дR, к:тп, (2)

"au R, 1 tL _ поJlожIтельное целое чшсло, а через l Сл (Т) | обо"r""""о

коrrичество ребер в чепи С к (Т) ,

Назовем чпсло. равнов mаl, lC*{T)l , радtrусом дерева

Те 9 =17п
Тогда заддчу (1)-(2) Morкtlo трактоватъ как задачу построешшя остова мбксп-

маJrьного веса с огранпченпым радпусом. которая прш R ) 2 вляется NР -
трущоft. Покажем последlее. Иэвестно [r], *то задача построенпя о(това MпHl|-

маJtьного веса с огранпченным дшаметром Л/ Р -rр,уд,". Одrако ее нетр}rдrrо

свести х эадаче, аtrалогшчноП рассматршваемоfi.

Пусть lla грфе е с весами ребер ttj > 0, L, j е V ,
буется построить остовшое дерево TD мпнимаJIьного веса с дrlаметром

числом ребер в любоfi чепп, съяэьваtоtлеfi Фе вершпны), не преаосходящllм

го D = 2R. очевидно, что решенпе такоП задачи сэодхтся к реrленпо

(П + t) -R заддчп видд

, Д бi;* mLtL i
(с, j)eT -J т е 9

orj* mаr
ТсТ

(1)

тре-

( т.е.

четно_

(1')

?.
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0
0,

к9с

,т

lС*qст)lgRl к€ч\?, 12' ,

- цепь, свяэывающая верцr]rну К с верликоfi 9 в дереве

, . ,fo , , т.е. в качестве центральноai (выде,ленноlr)

где-

,

вершпны 9 берутся по o,1epelцil все верц!ины графа. Пусть Tg - оптиttаJь-

ное решенпе эаддчl| lL| 1-12'). Тогда дерево наименьшего веса срелI доровьев

т9 , 9= 0r!r,.,rrL , ч естьшскомый минлlllilльныii остов огранll-

ченного дламетра.

3адача же (1')-(2' ) сводятся к эадаче (1)-(2) простои заменой весов

о"в.о 6;i на веса Фij = В - Bij , где 
' 

= ,Trr:rnr' 
О

СледФатеrьно, эадача (1)-(2) является NР -труцrоЛ.

Преллагается пспоfrьзовоть серши приближенных алгорllтмов аля эффектив_

ного (с трудоемкостъю t{ памятью. равнымн 0 (пL) ) построепия решJения с

гарантированноf, оценкой относительноfi погрешностп, в наихудцJе]ýI случае oaвHoii

L/2. В случае выпФrrlенпя дrtя весов ребер неравенства треугольника оценку от-

носительноR погреtлшости удается уrrуччlпть до велпчилы, равноfi

)

t

mаI
{

2. Мgтод реlления

Пустъ

3
5

R+3 R-t t
йl R+l J,

WФ) = Z,
(L,j)e D

аLJl

"д" D с б . Под относПтельноR погрешностьtо € (т) пршблttл<онноГО реш(r_

""" Т € 9 эадач]l (1)-(2) будем понl|мать вел]tчину отношенtrя

61-, _ }У(Т),ll-$l

где }V* = We*) . очевидно, что 0 L с(т) с l on" всех допусти-

л,r",'' Т е f . Прчем чем блпже € (г) к едпшпце. тем точнее реч!еiflе.

обоэначшМ *.р"" Р е 9 остов максl|м.lльного веса в грфе ý , т. 
".

остовноедер€во. IUlякоторого wG) > W0), Тс{. Вобщелr

сJIучае дер€во Р не является допустпмым Решениеrt| россltатрlrвдоt,tой задпчll

a
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(не всегда вьmоrrняется условпе (2)). Нш<е бупет описана процедура (amoprTM

Л1 )по.rро""и"""лер"""Р л.р*rоТ1 € g 
"Т7еF.удовлет-

воряюшш ограншчениrо (2).

Аrгорптм Л1

пусть КСil = lCaP)l , LcV; L= paLKcLl;
L = tlfL

Р*- (v, Ел) , |tl = lrL ; Р=(Ц Ер ), гле Ер - множество

ребер лерева Р .

швго. Полоrким М= П=Е2= Ф; Еr= Ер; Z= R+t .

Еспr f, 4 ( , то переходим ша lлаг 2.

Щgд-!. Есшr Z > t + R r то переходпм на lлаг 2. Наfiдем верlшшrу

i е У t П Ta*yto, что K(L' = Ъ. Еслл такоf, вердины нgгr то по-

ложим Z=l+Rt fl- Ф шпереходпмнаlцаг1.
Пусть J € У такая, что ребро (L, jl е CiP) . Тогда пь

лох(им:

П=Пu{i},
М = М U {LY ,

Е, = E,\{(i,j)},

Ez= Ezu {rt, || .

Pz

-?

Перехолим на lлаг 1.

Ez) Стоп.Шаг 2. Полоя<им

Очевшно. что

U
LeM

Тогда деревья Tr = (У
3начltт,

ч,(P,=(V,E);
Е1 lJ ЕL= Ер. Поrrожпм

Е Е| {cL,oll j El,= Ez 
с!/nt 

"{( 

i,o)l .
1

Er) Т, = (V, E7l являются допустхмыми.

W*c W(П = WPi+W(P),

Wff)=WP)+| aLo,

а

LeM

(3)

t
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.f

W oL) = WPL) +.Z fuLo
с€У\м

Оценим трудоемкость построения леревьев Т, " Tl . Для построения

дерева Р требуется выполнпть 0 @l) арифметических операциП при такоfi

х(е памятп [ZJ. М.rр-" .К насчитьвается с аналогичной эффектlвнdстъю.

Сложлостъ qдного lлага f в алгоритме Л | ограничена величиноfi 0 Ш) .

Суммарное чшсло обрашrениП к шагу 1, очевишо. не превосходит 0 (П) . При

этом объем необходимоfi памяти ограничен дrlхноfi записи псходноfi информачии

( 0 СПZ)) . Следватеrъно, дrlя реалиэации аrrгоритма Л | достаточно выпоJl-

нить 0 @L) арrrфметшческих операчиR, храня в памяти не более 0 (ПL)

чисел.

Обозначим 
""реэ Т наиJIучшее из деревьев Т| и f" , т.е.

W(Т) = mаr/ Wff).
Т =Tr,TL

(4)

Теорема 1.Дляо.ро" Т

s(т) >+.

справедлхво неравенство

Д о к а э а т е л ь с т в о. Из неравенств (З), (4) следует, что

tl

I

W*cWp)twpL|з zw1l ,Irо,оL 2w(П,

откуда вытекает утверждение теоремы.

3 а м еч а н и е.1. Теофму 1 моlоlодокаэать иболее наглядным

способом. например, дерево максимаJtьного веса моr(но раэбить на @а подгра_

Ф Р'С Р " Р"< Р по схеме, иэображенлой на prrcyнKe.

Пусть ребра с пометкоя'1'(т.е. нечетные от вершины 0 ребра в ка,ttдоR

чепи л.р.в. Р ) составлпот полграф Р' , " ребра с пометкоf, '2' , пол-

грф Pn . Е"- полграф с болъtлиМ весом достРоить дО остовногО дерева ра-

дrrуса 2, то, очевидно, для него булет справедTиво утвержденпе теоремы,

Однако для поJrучения оценок относштельноf, погрешности в дальнеПшем

нам понадоб"r"" оaроо Т , поrr]rченrrое с помоlью алгоритм" ,[, ,

a
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мая эаддча осгается

,

2 t

3. Построеllше пршблшхеlrвого решеншя

в случае выпоппешпl неравенства треугоrlыlпrа

Пусгь лля вес<;в ребер lыпоrоlястся шеоавепсIъо Tpe)гortbнllKa, т.е.

oLj, aix > aix . где irj, К е V. Прп этом рассматрrваф

IUP -rpyo,of,, Tai как добаьлеlrrе к в€сам ребэр аоста-

точно большоf, поrrо).оlтеrъноп консглlты свqдпт к атоfi эадаче лобую эадачу

(r)-(2) на проrlФоrъцом вФешешном грфе.

Построшм хз дер€ва Р дер€во Т' , шспоrъэуr слодупtrпfi

Алгорrтм f,д

Пусть В(Т) _ мпоilесlво вшсlчшх вершшl в грфе Тс G ; У1 (Т)
, lСrV/С*ff' < Cc{D| ; Ci; ff) _ цепь "" ".рr,о", t) ,
Bepllrxнy j влереве Те 9 .а lCt;ttl| -коlтrчестворебервэтоf,це-
пп ( lC[с (Т)| , р2 . -'

Шаг О. Испоrrьэуя аrгорrlтм Прrrса [Z], строшм дер€эо Р . ,ашr,"" с вер-

rлпвы 0 .Положшм Р'- (VE'); Е'= Ер i П= М - Ф .

tЩдg_].. Еслш t ( R ( t опредэлешо в аrlгорштме Л1 l, to пероходtlм

llаlлаг2.Наf,дем СеВ(Р)\ П такур.что К(е1 = f,.Еслrтакоfi
верlt!х!|ы нет. то поrtагаем С = t - l ш пэрэходIм ва lцаг 1.

I

t

I
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Пусть верчrпrы L, j, К eV удовлетворяют условиям:

(K,t) е С"(Р')с Cgpl); (L,j) е С{Р')< СкР') " l ciLprl= R-l.

Положим

П=ПUV;(Р'),

Е'= E'r {1i,j;},

М = М U {LY . Переходrrм на rдаг l.

Щаг 2. Полоlкrrм Е' = Е' ,U l( L, O)I . Стоп.
ьсМ

Очевидло, что построriнное дерево Т' = (V, Е') вJtяется допустпмым

lt п(мучено с трудоемкостью и памятью, равньми 0 @l1 . Справешrlва следу_

юlцая

a

Т е о р е м а 2. Еслш лrrя весо ребер

во тр€угольника, то

R-r
R,+t

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покаlкем. что

aLj выпоrrняgгся нераЕенст_

(т€ ')> (5)

(6)w*c wto,1 |*_\

Так как

ъ

W*зW(р)= wpr*W', W'= Z .ali ,' (i,j)c Err Е' J

то для докаэатеrьства веравенства (6) достаточно показат., "rо И'( +'
х WP\ , т.е. с?ммарныП вес исклоченньrх (при построеr"" Pl ) "э Р р.О"р

не пр€восходит йК- t) , W (Р') ) ,

Пчсть (irj) - проПзвоrьНое исключенное llз Р ребро, т.е. (Lrj| е

еЕр, Фrj) #el, jeCiP), " Т; -поддеревотекущегопод-

грфа Р', ставшее не свяэавным (после псключения эеВча (brj) ) " подде-

р€вомr содержаtцхм верлt{ну О. Пусть (аrm) е Ti, Из неравенства тре-

угоrrьнпка имеем acl * qei > ац . Но по своfiстъу л"р."" Р спра-

ведливо неравенство Qцi 1,-а2р_ !- apj L аер, ГДе ВеРШИНа Р е Т;
такая, что С2(il = СрФ i {(еrilУ'. Следовательно,

а
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Orj t 
'аер. 

(?)

Всего в Т; не менее (R - t) ребер. ш для ках(дого справедIt{во неравен-

ство типа (7). Просуммировав их, поJýlчим

at

Есля теперь просуммировать все неравенства (8).для разлшчлых ребер

tLrj1 е Ер\ Е' , rо п-цrчпм нераБенство (6). Что х требоалось.

Обоэrrачил., ".р.. f нашучлJее ". о.ро"". f ш Т'. Следеатель-

но, выпоrlняlотся соотношения:

lL

W*4zwtil-E aLo; (9)
L=1

12Z
(С,Р) е Ti

(R, t) aii ац

wft) > wP') ;

w|<w(p,1 tцl,

W'= Z
tl,jle Ер\ Е'

(8)

( 1о)

(11)

выполняется неравен_

ý

где

Т е о р е м а 3. Если для весов ребер

ство треугоlтьниха, то

aLj .

aLj

t€ (fr) > ,mаtс з
5

R+3 R- t,Е,Е }

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оtrеним [4/' ..ерrу. Иэ неравенства тре-

угоrlьника имеем

orj a Zarc L 2(&ко* Фс), (12)

гле ((, D с Су Р) э Ск(Р) ) Ct(P) . Всего неравенств типа
(r2) д.тrя различньrх ребер (KrU не менее (R - t). Ecrпr rrх просумми-

ровать лля ребер одноfi цепх каждого поддерева Т1 , ,о поrryчим неравенства

n(R-l)W'lq ZЦо. (rз)
i=l

Иэ неравенств (tO), (11) и (13) шеем

о
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о

о

Еrоrо)+}f.- +wff)
Испоrrьэуя шераЕеtrсIъо (9). поrrучаем

(l * -г )w*< (z* т
(-l

)wtit,
плtl

R-,

L

Rt3
R+|

п

wril
Jг>

Тепер довФкем, что еб) > 3|5 . Деlствштеrп,но, шэ (12) шмеем

W'b2Zaro.
i.t

Следвательно9 шспоIIьз}я неравевства (9) ш (1О), попучпм

t"', $w tll п^п +- t(f,),$ ,

3амечанпе 2. Пусть аLj-Ч(Сil Xt0j) .гдеопера-
ция * есть ллбо умноженше, lпtбо слоrкенше, а Ll rc) - неотрицательная

одrlосlначная функшrrя. Тогда деревоqэвеэда

Z =(v, Е2), Ez= {G, Lr/ L =Ф. , ч Gi) = тпуЧ tсi1}
L- 0rа

Еляется (хlтпмаJlьным, т.е.

Очевпдно, что

w
где

€(Z)=t

at;Gl = lааХ at;
" J=ф J

п
* L ёоо, ,

д

В сrrучае, когда

дrtя всех i =

LLj-ч(сL) * !,G.;) , B*.,":}..T1.]:";c.l
ф' моl<но вэять 1,* . Слепоательно, W С We)

Поступrrла в ред.-иэд. отдел

22 ноября t985 г.

rl
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