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ОБОСНОВАНИЕ АПРИОРНЫХ ОЦЕНОt( КАЧЕСТВА
приБлижЕнного PElll Ения зАдАч и стАнIцртизАllи и
ЭJЛшмадп

1. Рассмотршм матемаiическую постановку задачи стандаргизации (разме-

щенпr) в классшческом вrrлеfr]:

L(Хt = Z !i"i* ,F*irr,,ц* *;n i (1)

Lrii=!,jrП i rzl
Lеаф .' -

Ocriibx; ,'e7?L, jrП i (з)

ale{o,t} , ic?TL r (а)

где IП = {t r, , ,, TL} - мно,..ество, соответствующее перечню типов из-

делпП;

!| = |t, ,, . , fu} - множество, соответствующее совокупности в}|-

дов спроса;
ло

'; 

- начальные з8траты на ввод в деf,ствие пзделия ( -го типа Ре ilLli
0;: _ затратыr связанные с обслужшванием спроса j _го вшла с помоllью

".o"nio''i_"o 
rnn" ( Le ttO, j е П) ; Х = ai)B.L| .

3лесь I1 - пtrрсмl.llнl,|t,вьбора (_ввода R действие) иэдеltий LеТП| rlj-
переменные назначенпя изделшй L е llL на соответствующие вltды спро(:а j ё П
(шли доля спроса j -го випа, обслуживаомого иэделиямlr С -го типа).

Через Х* обqзначим оптимаrьное реше]lп(.; Х, - р.rон"е, полученное

в результате работы.r,"ор"r*.. /} с индивидуаJьной эадачей вида (1)-{.r); f
" L, _ сооrветствlrюшше значсния целевой функчиrr L (х) n L(Х1) ,

заддчо (1)_(4) мох<ет быть записана в эквивплентной (oTlto;ltT(rлbнo цеJrе-

воf, фуншrии и переменных выбора) форме:

Д(r) = Е

a

}

a

0

L L
Lc ?п 9 Т, + f, ?пiru Q:: * ?nLrL -jсп ilrr-!ri<?r{'J xf 0 ,
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где под I пончмается булев вептор (r) 2i е |lC , переменньD( выбора.

Поставленная задача является Д/Р -трудноП, поскольку ее частным сrryча-

ем служлт эадача покрытия множествами [Z, З]. Более того, ова остается /VP_

трудной прп отыскании ее реuJения с ограяиченD{ем огноц!енш" Ьл l t ' |"r,
для кФlцоf, конкретноfi эадачи иэ эаданного *n 

".. [З].
цеrъю настоящей статьи вляется применение шдеи построения MaJro-

. трудоемких ( эффектlвньв или статистrrrески эффектlвньц) аrгоритмов с оцен-

ками tд, tл качества решения [а _ OJ, гле f" _ оцевка относитеrьноЯ

величшны погреrлности огыскания значенпя целевой функции, 0rg _ оченка вероят-

ности несрабатьвания алгорштма .[ на KJracce задач, эадаваемых с помоrдью

некоторого случаfiного механизма. При этом укаэанные оценки съязаны между

собой соотношением

рtLl>(t*е)ЁJ(ýл,

"л. 
Р{,} - вероятность соогветствуюlцего события.

Отметим наJrичие очевидноfi связи Ех = Zаrц, t .

В сrryчае ёа, ta- 0 " у".rr""."""м раэмерности эадачи аrгоритм на-

эывают асимптотически точным f4J.
2.Определим клас. |t(ДОоrВОо, аоr6о) эадач

с т а н д а р т и з а ц и и вида (l){a) с элементами вектора qРrL<tПt
И МаТРИцы Qil rLе tП, j'П , принадлех<ашими соответстъенно числовым

отрезкам [ion'rBl1 " Г.апrВfu], ДОfu n Оъ неотрицательны. Прп этом

элементы матриць1 _ неэависимые qдинаково распределенные случаfiные веJrичины

такие, что функчия распрелеления Р величин 
ý ri = (gr,-Oo) f (6о- ао)

удовлетворяет условию F (Р > t, О < t 1 t . J -'l
3. Далее мы опишем малотрудоемкиfi, вообше говоря, приближенныfi алго-

p"ru | для рецjения эадач иэ класса 1t (дLrВооrао16-).Нашея конечной

целью является поJIученпе оценок качества его рботы на некоторьЕ подклассах

задач стандаргиэации, входящих в описанныf, выше Krulcc

lL (ДL, Bon, а.,6l) .

Далее для краткости вмесго нижнего индекса I, " фо;l""чении какого_

либо сиrrвола бупем пспоJrьэовать воrrнФую пометку над этим обоэначением; на-

пример, вместо Li n"r"n f,.
Опишем -"орпrл,, i.
Этап l. Еслч |7| L (Р!2 П , то, перебрав не более l} раэличньц не_

кулевых наборов (I,i,) rL с ?rI, , находпм точное речlение f,l ш заклчпва-
ем работу апгорlлтма. В протrrвном случае переходим на следующий, второй этап.

Этап 2 (сrrучаfi m > h!'lL ).

2.1 . Вычисляем параметры ТП7 п fi, по r}ормулам:

е
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решение

обраэом:

?TL =

mах
i с ttl,

t

mо п(6п- а") l ВОо- ! )

ГПо1 прш 1 > tпо l

тlL
й,

1,если ?=lj,опри LfLj.

{
2.2. Отыскиваем подмноr(ество Й a rП, состояrдее n" Й n.po*] в по_

рялке неубьвания элементов Еектора чР , L е ?tL :

3: 1 tпifu
Lеmхfr,

2.з. Вычисляем вектор наэначения (С7 lL r гдё

L1 = almintlij!Le Й}, jrП.
2.4, В качестъе выходlого реэуJIьтата работы "rr"oo".,n" f принпмаем

i =di&tP

ltъ при m<m
0

!:

. компоненты которого определяются есгественным

}

),j,

1 пршi1 L

L
iч€

1
i
, tприо

Выдачеft р"r"r"" f и значения целевоR фнкчии f, = Ь Cfrl алгоритм

f ..*.""""ает свою работу. _
Оценим трудоемкость алгорптма Л .

Покажем, что трудоемко.r. ,rr"ор"rrr" J ограншчена величинам1l 0 fu2)
при m L lюr2ru " 0 (Й (п + lqrrП)) при тп > Со!Lrъ.

MolxHo покаэатьr что точное решение эадачи ( 1 )_{ 4 ) можно получl|ть за

число деRствиИ порядка П,zfu (см., например, докаэательство леммы 2 ь

IZJ). Сп"ловатеrьно, при ttъ L h92rl мы поrrучаем оценку 0fuL) .

В случае ?п > {rlLrL oul"*" O(ff,(П + h|rП)) следует 1lз

,о"о, "rо fi, перых (в порялке неубывания величинь1 !;О ) "n"r""ro" мно-

жестъа |f| отыскиваются с.трудоемкостью 0(ЙеО9""Ъ) лействиfi, а

вектор назlrдчения (L| ,j е ttT , может бч,ть наRдЁн за O(flУ|_ ^У-
стъиfi. При этом отыскЬние нснулевых компонент решения Х = (r) @i1)
и зпачения целевой функчиrr f. ,о*"о осуществить ,u 0(Й + ф деИЬиВ.

В цолом трудоемкость описанного алгоритма f оra""*"ar"". веrtичиной

0(ПL* ЙrЪ + ЙеОgrП) или, боrlее .руво, 0(|)L) , гпе ! =

= tпаtr(Пrrt) . Прr, весьма правлоподобном предположении m L ZП
оценка имеет порядок величинь1 ф п @ t й) .

4. Далее нам будет улобнее иметь доло с эквивалентшоf, в смысrlе ]юrlу_

l,.емого р"r.""" f эадачоft It@L , бf, , О, t) :

Jrхl=Д с,9r;+| Z с;:Li:+\пLrъ (5)
LeTa. ' ' Lсtп jcT, 'J 'J r

}

J
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при ограниченпях(2)-t4), в котороR осуцествлена н о р м а л lr з а ч ll я

входньlr( данных;

ci=ril(Lo-a), ieтп ;

Crj = Чrj - ail l Gо- ар), ie IlL, j е 7L ;

aL = дL l (8о- а,.,,) i
бL = Воо l (6о- Lo) ,

Понятно, что цел€вая функлия L U) ltсходной задачи съязана с цtл(lвоГl

функчиеfi J(X) задачш с норl{ализованными данныllll с помошью лttнtitного

преобразования

L(x) = паru+ (6n- oru) l(Ю . (ý)

Формула дrlя вычисления параNrетра 7l4 алгорltт.^ Т в этом случае ltbleeт

вид lао = |/ТТТТ- I
5. Далее здймемся оценкамll качества алгорltтlrа Л 

". 
*n.""a Ц

Л е м м д 1 (о верхнс,й оценке для эначенllя целевоfi функчшlt J l. Л"-

"opnr, fr гарант]lрует получение решен]lя r .|адачш ]lз клдсса, Xlair 6'"
0, !) соэначенltемцелевойфункцпlt I ro*un,, 

""о P(i>jlJO
п.рй П +оо, где

)
л

!= йбi*Q+6 (1)
t1,

tL
lfL+ t

(7)

е'||= {Ф*р прrr fL+ю
1.1. Для ]t|aтtrN.toтllrltrcкoгo ожlцдшllя al, дllсп(rрс|tll cJly-

ч,

ПодлемNtа

чайноfi велшчины

гд(l С

,ltrния
ч

о
С.= Z m!,тъ С

J=t 1aLLrq,

; _ незпвlrси].|ыL, сJlучайнь.(r вGчlllчl|нlп с Oдllla.lкoвoll фзlнкчttеtl Frсп|xiд(r_

F q) >. 
|, 0 З F a t, спр.lвtiдлltвt,l слtiдуlоlцlltr оцtrнкli:

FlС*'# , (s)

(t))
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Д о х аэа т е л ь с тв о. Вероятность того, чтодля фиксированного

j, j =. l r.,,, fu , минимум 0r2 ". 7? сrrучаf,ньп, неэависllмых величпн

Ctj, L= lt,,,tt?L , не превыrлаег эначенпя ý , о*_]:

Рп(ý) = PlO-c || = t-U- FGD'П .

отсюда для математического ожиданпя ""rr""*, 9 имеем

t ,1 t

м0*= 
lFао*tF)= ýp-r6r|;- Iрm(F) 

dF = t-
trt

- 
!tr-tt- 

F(F)) -J dF = 
{t-Frp)n 

d.y з ju-ýl'dý = # ,

откуда следует оценка для математического ожпданпя сrtучаfiноfi ,"n""""", С-
п

l4C*= F! (r!r,!!_сч) = пмOfu, # .

Оценим дисперсию случаПноR ""n"""", 0a,

F'оtРл(5) =

t FП-tr,г,s))-] dF =

= 2l Fч- Fц)J^ds с ll sO-ý)* dy =

откуда по.тчlлI\r требуемую оценку дrlя дllсперсип ,on""""", Сrр,

DO*= мо?*- (мOл)Lь tlrlL=

t

= !-2lFр*G)d,g= 1-2

j

l

J
0

t

a

2
@

DC*= пDOm( ffi
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1. Покажем, "rо P{T'?.l*O

прli Zl +ф .Сог,,|8сно выбору р"r"""" ! с помощью алгоритма / "л...,
ап

i = 1cil = Irri_* Iп п,.rrпсL*j 
з Йбi+ с ft, (1о)

где
tL

Imiп с
j-ttскэiй,

Сй= Lц

с
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сrrучайная величина, для математического ожидания и дисперсrlи которой, сог_

ласно подлемме 1.1, справедливь1 оценки вида (8) и (9):

MCa.#lDCncA.

р{I, j}, п{сн>0+ё'ilffi} 
"

. p{l са- мcal, e"J#}, /.о п |L\съ й+t /

=#ыlOЕ#)"#*о

С учетом формулы (7), oueHoK (8)-( 1О) и неравенства Чебышева ltltet,lt

D с m

при п +ф, что и требовалось покаэать.

Л е м м а 2. Длгоритм 7 ou., решOние задачlt JC(aoorLf,rO,t)
с таким значением целевоR функчии f , "aо 

с вероятностью, стреNlяlлоjiся к l
прп п+ ф l справедливы неравенства:

i с tnбi,Q* e'il,) # ?пt! < @| , (rl)

i с (z+ eN)r/;ry mt!),,lй ( l2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Иэ леммы l следует, что с вероятностtlкlr

стремяшrеftся к 1 при rL + &> ,

при

при

iпйбi,+U*с2)#
Следовательно, при tm+ ! a 

't;i$ 
( т.е. прlr la а frLo ) g у,11,1111,1 111-111;1_

начения on" й получим справедлшвость первого утвсрждснltя - ll(ap.lDtr'cTlril

леммы. В случао ?Пt ! >rФЕ (илtt, пругttмll c.,lo.i,rNlll, llpll lП 2lП9 l,
по определению, имеем Й =ГrОо7 -Г ,|ТЙ - l'| lt. Tirx]r.rl tбрзlrlr, убl,ж-

даемся в справедливости утвержденrlя дrlя второго H(ipoв(,llcтBil лtrпlNlы:

i n Г,/"tЕ - il Bi + 0+ еУ ) п | tБffi <

<,lW * р + 6|) у/4 = (2+ e|l й4

Ё
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3 а м е ч а н и е. Иэдоказанныхвышелемм сташовllтся ясным, что

l|исло элементов множеств а йL ь аrгоритме fi kм. п п. 2.2 ,2.3) выбрано

ltз экстремальных соображениЛ, а именно: прш таком выборе параметра Й, *"*

видно иэ формулы (7), верхняя оченка J для цел€воfi функчпrr, получаемоП в

р€зультате работы аJlгоритма, no" 
"r"n"o t[ On""*" к своему Ml|HHMaJtbH(),',y

*""Т:'о 
р е м а 1. Алгоритм.Г о"r"""" эадачп 11И|.,Bf,rOor6o),

an> 0 , асимптотпчесхи точен, если

(6o-a)lao= о(hgrп), (1з)

Bilo"= 0(пlеоgrп). (14)

Доказательство. Таккак прнТТ7 1С0!2ПаJrгоритм i ".-
ходит точное решение. то для доказательства утверждения достаточно покаэ8гь,

что при ТП > hr2tЪ с вероятностью. стремящеfiся к L прч 71+р4 спра-

ведл'во ""o"".*"rli L 
'Qr 

Еа) L* , "о" tр* 0 прп 7L + О .

С учетом преобрзования (6) п очевидного неравенства Lt > Пао

'f, . пап+Gо- ап)i 
= ! + Gп- ап) i.

Lr - f,Lо пап

При m+!<VП| Bi с учетом неравенства (11) леммы 2, имея в вп-

ду интересуюlлую нас обл;lсть значениfi П > hfulL , с вероятностью, стремя-

чrойся к l при П + ОО . получим

L- r1* 6^,У (п6'"*(t-e'i)#), t *
L' -' f,Ltъ

-*р;

< t+(t,C'!|)

hg.п t(t+ с'!lф)
, 8"lОп-t 1' hхztъ /

о
вп Qa,

п | сOr2п

В с.,tучао же lnrt >ffi иэ неравенства (l2) леммы 2 с вероятностью,

стр(.лlяш(!fiся к I при П+ф, следует

ь
L*

, !- t Qt е'i|){пТТ э t+

t 2(1- е'!) Оru Lbtrn п| 2 tъ

dl+(t*e'i')(%rffi

о

ý
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Полоlкtв

Соg"tъ п l COцz|L

имеем неравенство Т < 0* Ео; L* В силу условий (l3)-, l-|) ll того,

-+Р rrptr /Z+ ю
,Т 

" 
,..*,,ях сфtlр-

ао- t

что

Тем самым докаэана асимптотическая точность алгоритма

мулированной теоремы.

JGп

Ео= U- {h( бо * Lil о*
) ,

з

С л ед с тв и е 1. Утвержпение Teopebtb] 1 (:праведлltво ll д.lяli..rас-

са задач стандартиэации, у которых требовани. F(r)>ý для функчtttt рас-

пределения заменено на условие ее вогнутости.

Деfiствительно, можно покаэать. что из вогнутостtl F(F) ". ý, 0 аý< t t
сJrедует, что F(F) > F для всякого F a tq l] . По onpln""o",,*, вогнут()гl

функчии имеем F(ý)> U-d,)F(Frl +аF(ý) прll 0 * F,lF 1 lr' t
п 0 1 ф { !.. Полох<tлв d= F, Fr= 0, Fz= tlполучltr\r

FG)>(t-РFtr.)+Fго> ý.
6. Перейлем к обоснованию оценок качества алгорлrтr,rа на llодклассt, Х'< П

задач стандартиэации с равномернilм распределенlrеNt случаltных велttчtttt

'rj 
= (|Lj а") | ( бп- а) :

F(ý)=ý, O1F<1, (Iг))

и с параметрамч lПrа, аОо , удовл(rтворяк)цllмl] сrlодуюlлlla\l усл()вttяNt:

T.rL= оtп^); (lt;)

aL> ЧоСпLъf п., (t7)

aл" r| - константа, )= !; vfu - рilстущ.lя t\t(aдJlt\Hнtitirll(\Nl rurфуиiiцliя:

Уо*ю прлr п+ф, Чо= o0L).

л 
Нарялу с рсtзультатоltt]|, troJlyrt(rHныlvlll Rыш(. дJlя 9 1, 1l х lt t, ii ()ц(,llкll

I целевой функцllш задачи J{ , "о*, 
понадrr(lятся н(\которы(\ н lt х( н ll (,

оценки целевой qун*чlrи i в задачо Jf,l. Ou.."o*noii сн]lзу дUlя irilдi,l|t

ht'(aLr 6oorOrl) , ,... задачlr (5), (з)-(.|), явlrяt,тся дrrtriiствеltнtrя к tlt.ji

задача со снятием ограничений ( 4 ) rrn ц(rJlоltltсл(rнн()сть ll(DptrrrltiнHыx выбоцr "f,- ,

LcllL:
д |f; - iryzal :,l (V) '

!.

iToTi-ci|r4c:,LeпL,

( l8)
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где обоэна,ttно (tli - Сt, )t mаоФ,Ч-Сi|.
Ус.tовltхtся ]lcкaтb такое допустимое (точнееrдопустимое с вероятностьюD

стlrё\!яшеaiся к l при П+ф) речlение послоднеf, задачи, что {j=,I
0 ( t l t , лur.Tкrбого

обо:rначиьt

j"ш.
QiOD = I 0-cii1+,, jeИL

.f| l. rt rl it .'j . ДJlя :rадirrlll из класса 1t'(аОо, бi, О, t)

|||.| ()|l(.||Kl| л.,lя Jл.]ч(,lltlя уравrll.ния (2J ):

-2u- 
e(f;)) aon Itъ * ц + ,Гm,

Lem.
[il.трrдно ьычис.lltть первые два момента сlтучайноf, всrJlичины 0;(Ф ,

MQittll=tntz,LerП )

Dliw) = t пf (I- + t), i е tlL

Il..p,.:r (/о обсхrна,lим р,цrсlние урtrвн(,ния

MQlQf) + 2 ) Ип DQ10I) = ао
tLt

\ .|{.Tl,\l ( l {' )ra 2О ), ltь.tr,ющего в]tд

пtr'|1,* деппt 0lз-t) =aL

(l{))

(2о)

(2! )

CllPOlll'ДIll{-

(22)

1

ъ

,u, 6(f;) = qVт |USV)'|е - 0 llp]! п + ф,
Д., N al:t it т (.,| ь с т в о.Оцr,нка св(,рху дrlя Й сJlсду(,т ll(,поср(,дст-

llгlllIl, ll:l \Jt;lltн(.ll1!я (-:r ). с ({. llслоjtь:tоtiани(,м и:r тог() ,к(] уравl!(,l]llя иlr(,(,м

ruI;L|L +
3

lrпСпп ( 3|z. >. QL ,
2

п

пt| 1z + ai Тл hп
-3(п 

ъoyl|z
Е

'aL ,

(,Tli\;ljl (, \l|.,T(r\1 \(,.|lлillя ( l7) lt,;lly.lп,,lt

vo> (t-q{Tlt|tvn) q),Lanlrt
п )2

бt.:r уl;.,trлlttя ц(lj|.).|ис.l|сн||()стlI llil ||(,J,(b

(t- Irv

Лr,rtll;t 4.B.KTrlI,QIi)r.i еП ,гдс tj=tIоrjСtЪ 2 <:

lrl .l(,rl'llliX Tl,|(l, .'Т[хll\tяt|l(.jrr,я к l ll|il П+оО, л()llустllt\i t} :tлrli1.1(, ( l8), д..)ai(:т_

lr.,lill(r| к

\i..llll|,tl. xL, Lсlп.
hi' @Оо,6Оо, о, t )l; lдill|.

fl r, K;t ]l i| т (|.t l, (; т в о. lJirдо tllrKa:rtlтb, |lT<;

PtaiOIi L cOL, L = !,..,,ru} + ! llplt lL + ОО

a



Обоснованше апршорньrх оценок ., 
I

С учетом неэависllмостlI случоftных B(r.1]lllllн ai1}), L= !,...,|а,
нсравенств Coir.oL, i=!,, ,fu , , llbl(r(tll:

9эн1
0>нт,

ll

(-.] l )

(:ji )

Pla*tl , ct, L= !,...,m}>Р|аltцlLеL, L= !,.

= (PlOtOr) L а'.})- = (l- P{a,lI) > аОо})^ >

> t- mР {Q,(йl , aL} .

,П} =

TaKtlM образом, для докаэ.rтелютва спр{rв(iдJlltвостtl ),твtrр)+(д(.tlllя jhrl|\lll| .,lrl_

стдточно покаэать, что

mP{0,(t6) > aL} +0 прll П+ф. 1';t)

Для этого воспольэуемся сJlедующlIt\r pti:ryjlbтirтoNl ltit Tt!(lp|llt t)ц(.|lltвilнllя

cy},rм нс:lавllспtltых с.тучаfi нык волllчllн:

Т е о р с, bt а BýJloTpBn fB]. Пусть

слу.lаiiные вt)лllttltны 
" М Цi = 0 rj = l,

j = |,.,.) rL, прlt rtюСrых " t, О,А t L

Met|j , etoit,
Тогд.t !|l.|(rK)T Mtrcтo нерпвсalствч :

..,, п
т,

I r r "', tl п - ||(':],l|ilt(,1l\lыr,

",,:,,::,,:."""'-OT()P.'L\ 

т " hj

j= lr",,rL

о
PlZtj" rL1> 0} з

ец (- 0,5 ollH)
cxPr 0Tl 2)t

прll

llPll

п
гдс н=Zh;j=t а,

Ввt.д.,N, rбtr:llatl,|tHltя пJtя c.;|\,.ldriilllns lrr.jtl|.ttlll fl, =,J

j = 
' 
, ,.., ll, , |'дtl ll(r:цllrl|(,1tt\llnrt (,jt}.tttiiHtlt, Ir(t.lltIl1ll|lrl

р
,J = l),..,,rL

0Lý 1 ; (r= |rбф
ttr-3>'- vfu

6 ,

1|t,lilкlт фуllБцr|к! lлl(,llp(rд(iJt(rlltlя F (

(! - o,1ý 1Io) l з ftl(и0- ý 1t = Ц2l2. O,tt,BltлHt ',М
ý)=F

'lj= 0
p1l=t(j-l, ,,rc).

lllrK:tl+it,ы, rlTO усjl()trl|я T(.(t}r(.trl|{ llt,Tlxll;r liln|t()jlHtlнlrl дJlя Keqi.шrllcllbIl,tý (.Jl\-

,lifill1,1x,лli(:iltч]lн rll, j = tr.,,, П, llpll hj = L, j = l, .

У = Qýa/tro.

lD

Оц(.]lllпl lr(,jll1.ltllly М et|j tr :ltчrrrii tlilcTal ||ilp.ut(.Ht,Tur (-l4)

,trL tt

о



2 Э.Х.Гимаш

Met,lj= месл{ 
(trо-ý)+: troLlz r

=Q **{r*,Y,l+Lle !=r-+
йY

= g Т tr,п,(еt-t-tllt} ,

ti:,ry
rОFtl-,лJ=

йr
2,

tnir#r,,)=

}

l'jll l = lГоt|6 с tlot|e= t1, . Далее, имеем

йl F rи tl2)'LT*
Кз2

4Д /'\-
(K+t| l / -

t

Metlj
йr
т=е {,- + F,#}=,-Ч(,r

=( 2
{oY
2е(

ф

К= 2,

,йl12
Zt*: t+ е ц

К=2

гдt. обсrзначеltсr

l,K - (к*з) !

l-(K+ t ) tIo*'' /2* z l+цу' .Z^С*lК,К=0

ф ф
(K+t)!

t-( К+ g) yo\rl/2K+l,
1 К= 0rt,

Псrхояем, что llос.,|t,доватс.:lьность {CKI . К= 0rt r ",, , - невозраста-

к)чr.rя. пр(.дпо.,Iо;+ilrлl llpoтllвHoo: tlоitдется HoMl,p К > t , прп котором Cr_r'С*.
Иэ этсrгrl вlлтi.Б.l(.т эlil}]ltrn.,leнT'o(r H(,pitB(,HcTBo |K+t < (к+3) lI{ ( l -

_ И ), (,T}i!,nil с.,l(.ду(,т llpo'rr'opclllt.<K, прrr К ) / неравенство 2rr'a

.*'-'{|fiiJл. ',.л"., восtlо.,|ьJ(ваться неравенством СкА Со =(!- *ф/ U

.1.,lя .1юбого К ? 1, Z, . . . ll продо.,l;кllть оценку ю" |v1 gtQ; ]

Oкt,l1.1rlтt,.tbllol ýllt|т|,в{lя, "r" {4 tfL n hi = /, ип,ео,

м еtцj L !+ tL 1 et" = rthit',

е



Обоснсванве апрворlых оценоi 2з

т.е. справедлtвосгь неравенства (24) докаэава.

Прелставпr.r теперь левую часть в (23) в эrсвпвлrентном вцде:

о '2 - пй2lz
t 6пР -п aL

}=t 6

J
п

о

покажем, ** 0 =2{mLНТ. поскольку H=2n,T-6/2to,
то веравенство

иJIи 
2|/йLHT=+=o{m

tо(-*цl > t2^+
справедлхво 

"уч ZЧДhП/ПLЦАl , "о 
npr. достаточно боlъшrrх, }! нервен_

съо 7I1 >. 2q Л tnn 12 выполняетёя, так как иэ леммы 3 с учетом условпя
(17) на класс заддч fi'"п"ш,*, *тo

=m

прu п+ оо. Тем самым лемма 4 докаэана.

Лемма

PtZrrlj , 2r/^"е,r"

а прп достаточно боrьlцих fi! неравенство 'mЬ > 2Ц 

^ 
спра-

водJrиво в сиJIу Чп * оО, ý!|)-, @ nplr П -+ ф ,

Окончательно пз теоремы Петроа ц условпя (16) на Krtacc задач Jt'nn
лучаемз

*О|Ёrц, > 2{m} ,*?лр (- !^П-ЦП)= k + Q

0- )9оlL
hп
tL'

оценка

5. Для эаддчrr из Krtacca 1|'(aLr6|r, Оr1) . 
""ро"r"о_

стью, стремflцеfiся к 1 при f7 + ф, справедJItва слеryющrrя нп)|оlяя

цел€воfi фнкчшll: t->{ц .

Д ок аэ а т €л ьс тв о очевlцньмобраэом спедует пэ веравенства

a

!* > mаr[ёrч,l 
Ё,Ч- c;J)' L с|, , L= !t ...,*}

ил€мм3ш4.

l<l/рпlа'о' Р_ *о"".апта,01! 1l ,ъ Iачестве xapaKтepяc'rrK качества



24 ЭJ(Jrмадп

аJгоритма 7 ,о*"о указать оценки Ео*Рrirr О при П -> ф,
Д о к а э а т е л ь с т в о. Справепrrrво очевидное неравенство

t*> aL+ Сm , где

Сr= \ уч?!tijеп 1tLLn
с,ryчайная величина " 14Сm= Пl(m+ 0 ч DC^= mПК(m+2\ftп*DL)
(см. fЭ, .. аЭJl. Легко покаэатьr что

!') aonr(t-eЯ))h / (26)

"о" е(;)=|faБп, с вероятностью, стремяшепся к L прtt tl+ф. Деfiст-
вительно, вероятность противоположяого события стремится к нуJrю с ростом ll, :

рР-, ai+(t- eЧl #}< р{ сп< 0- ЕЧ) м С*} L

с Р {l сп- мспl, t2 у с^} t
. DСm

L- -- 
1gtОмсr1z +(h)2(m*z)@+t)L

.*+ Q

при П+ ф
С учетом оценки (26) и неравенства (11) леммы 2 получаем

i . пti+O-СY)h ,(шilti"lц!t+* ,T*@-т
pt Ze|i)

!

mп л

1 - Et':'
= !+ Е1

Итак, по.lучены оценки качества алгоритма f " "у*r",rи съоfiствами:

р+ 2€(:
а

' |fl,

tfо= * Р, бо= +Q при П+ оО .

lпп
2. Относительное эначение целевоfi функчии |/t*,

.Е on^ эадачи из класса П'@'* 16|r, О, t1
следствие

flолуilенное алгоритмом

вероятностью, стремячrейся к l при П,>ф| ограничено сверху величиной Z,
Taкor|, что

с
I
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,

I r*u,=|
зlL
Е

при

при

0,|rll+ t z

m+,l. L

Гп lбi"
Е- 0пl

!ве числовые последоватеJIьностп { ý"} " {|l"T наэывают эквивалент-

ными, если ý о /r|о- l прч П+ф, обозначая это симвоJlо. ýn-r|o.
Обоэначим TaKrKe ф'п = BL l ДОо ,

Л е м ма 1. Аrгорптм,[, пр"лr"""нныfi к задаче из Krracca

Jtl(alr||rrOrt) , при пt+!)IFЦJ " -.ryос вероятностью,

стремящейся к 1 прп т1 +ф, дает отношеяие l/ t* l Z! - 'r5|/Й 
.

Д оказ ат ельс тв о. Иэлеммы 2 п 5 слелует, чтосвероятно_
стью, стремяшrеfiся к l при П+Оо,

^6oor(trctl#i L Z
tx (t- Е!), 2п а'"

a

t - t!) zпа |L

{d" * t,5 @,
l - s';'
З/z + Efr)

Л е м м а 8. Применение аrrгоритма ,t * 
".о".." иэ класса

Jd'(a|rr6|orТrl)".rry".e ffi 2flос вероятностью, стремяцеfiся к 1

|L+ao, дает решение с TaKl|M эначением целевоR функчии;[ , "aо

ill- с i, .!щ
при

Д ок аз а т е ль с тв о. С учетом HepaBeHcTBa(rZ) в лемме 2 ч

леммы 5 имеем

l
l*

L tz-*llЩ
е

'U- €i) 2п

с вероятностьюrстр€мящейся к 1 пр}l 11 ->cto.

Иэ лемм 7 u 8 u следствия 2 вытекает слеryющая

Т е о р е м а 2. Применение.*ор"rra.i{, кэадаче иэ класса

7t'(a|"r6f,, о, l) гарантирует отношение i l t* , которое с вероятностью,

стремящеЛся к 1 при lL+ф, не превосходит величины i{* \5|Щ .
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Испольэуя оцехкп качества аJIгорптма 7 , оппп"ные выще дrrя задачи

1С' (а'о, бОо rLr/) " "ор""-эоваtlньми 
вхqднымп даннымtl, можяо поrтrчпть

алалогпrrные роэуrътаты для эадачи tlз класса t'!^irB|, anr[o):
l т е о р е м а 3. Гiримененпе алгорштrrа ,4, к эадаче иэ класса

l Х'(ЛЬ, ВОпrОп16) дает отноше""" L1 Ё с вероятность!о, стремпцеf,ся

l" r пр" il*b, ограпrrчешшое велпчхпоfi tb - ,tr[|1Б 
.

l Докаэательств о. Дляоценкиопlоцrения Ёl Ё воспоJьз}-

емся преобразованнем (6) ш HepaBeHcTBo,м f> f ,

t

ь пап+ G,.- aS f fla п i /!*r (6п- ao)i
Z-

3 а м е ч а п ll о. Понятно,

п. 2.2 второго атапа лгори:гu, I,

.j
=т,Lr - nant(6o-ar)tr пап+ G"- аs1'

отк}rда с учетом теоремы 2 с вероятностъюr егремяц€fiся к 1 при fr}-}6l4;, имg-

ет место н
'4-l

Ё * it= ir* 1,5\/й ,

3 а м е ч а н п е. В сrrучае веJшчшнш mtt , не вхqдпrеfi в пнтеFаJr
(Р-оrПо) l !=\/бTP96J, *о,,.r"rта 1,5 в утвержденшп теорем 2 п

3 MotKeT быть yMeHbula"a ло ff.
Непосрелственно llз последнЕх теорем в качесrве спедствшя вытекает сле-

ryюrцаl пDаIтшчески вах(нал _
Т е о р е м а 4. Для аrгорштмб Л , прпмешяемого к заддче ставдар-

тllэацпtl пэ класса }f,/ . оо"".*овымll компонентамш_Dектлора (QllrL е rП :

'i 
= go, L= !7,,,2tfl , справедлlGы оценкш Еоrй,О"l"r-rо."*."*,

раDные L/2 п Oz

Т1* t|Ъ, Fо* 0 прп fl + оо ,

,f

что в спучае qдпнаковых 9| , Lem,
в мпоrкество ХП Mo>rxo вшtочпть пропэ_ё

воrъные й эл€ментов мноl<естъа7|L.

Посцlппла в редо-пэд. огдел

2 сентября 1986 г.

Лптература

1. Берэснев BJl., Гпмадв ЭJ(.. Демеlrтъев ВЛ. Экстремавные эадаirп

стапдаргпзацпп. - Новоспбшрск: Наука. _ 1978. _ 333 с.
2. Карп P.Jvt. Сводхмосrъ rоrбпнато;rlцх проблем //Кибернетпческпй сбор-

нхк. - М.: Мrр, 1975. _ С. 16J8.

ý



Обоснованrrе алрtlорalых оценок 27

3. Гэри М., Джонсон Д. Вьнислптельные машины и труднореrrlа€мы€ зод9_

чи. - М.: Мир, 1982. - 416 с.

4. Гимади ЭJ(., Глебов HJ4., Перепешоlа ВД. Алгоритмы с оценкамп для

эадач дискретноfi оптпмизацип. // Проблемы кибернетlrкп. - М.: Наука, 1975. _

Вып.31. _ с. 35_42.

5. Гимадlл Э.Х., Перепелпца вл. Асимптотически точныfi подход к решению

задачи коммшвоях(ера.// Управляемые системы. - Новосrrбирск, 1974.-Вып.12-
с. з5_45.

6. Гимади ЭJ., 3апобоский ВД. Асимптотическш точныfi подход к речJе-

нию одномерной задачи упаковки в контеfiнеры.// Дискретные задачш оптимпэа-

ции (Управляемые системы). _ Новосrrбирск. 1984. _ Вьп. 25.- с.48-57.
7. Гимади Э.Х. Задача раэмещенпя на сети с цектраJьно-свяэнымш обла-

стями обсrryживания /./ Там же. _ С. За41 .

8. Петров ВД. Суммы неэависшмьц сrryчайньц веJIичriн. - М.: Наука, 1972.

- 416 с.

9. Дейвид Г. Порялковые статшстики. - М.: Наука, 1979. - 336 с.

a

+


