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слоЖностЬ РЕшЕния зАдАчи коммивояжЕрА с, прЕдписАl{иЕм
нА грАфАх с мАлыми стЕпЕнями BEPiupiFi

А.И.Серлюков

Рассматрlвается rL-.верчJи}lнъiй не.Jr}r(]нтltрФванный (ориентирсваяный) г,р,аф

G = (X rtl) . определенной вешестр,(j!{itоii n€:(:oвoii функлиеii .Р: tl,-,* R. на

элементах мяожества U_. Пуaтч lla y,Il.,Ijl]L-TBe вli]рци]t ff. запапа cficтe}tla под-

множеств XL<X,IXL!lk, 11L+rL, U Xi=X ,длянекото-
14Lbl,

рого натурального К 1 rL . Обозна,rим ,tерез { = {!l множествовзаимно-

однозначяьlхотображенийиз Хп-i.i,2,3|,, )iL} " r{ таких, !1,I,o

ttOe X',(!G),l{jl) с u, j,4 i. 1 п, j = L*t(tnodn)
для любого J с { . Задд.iа ссс,г()и1, в выбсре тахого эпеN{ента Jo С {, дпя

которого

!$) =,Iпо f Go(i.), !o(j)) = т:? f 
,I,

j= L*t(tno'dn)

(Задача в такоfi постановке paccr\4oтpel{a " [i.:j, где называется К -задачей

:::::*-"rа.) 
Еслн при этоtчr л,rlя неR()торогс, нirтl/ра.iьвого S _a Z.l выпо.rl_

S >. rпаr
леХ

dL, .роф d IIеориеитированный,

mаХ {d; , d;} , граф ( ори"нтированяыi1,

где

шины

dr , dL , dЪ - степень, по.T стегtеt{ь и.._tода| полустепень захода вер-

I€ Х , соответственно| то постав.пеgну}{l ýаддчу наэовеNl (КrS)-эалачеЯ.

В [r, +] устаповленоt что (КrS)-<;адаче 
''вл9ется NР -трудной в слу-

"""*'' l k > Z, S = П - !,, "рчф G неL)риеЕтированяый (ориентированный);

2lk=tъ , S>3 ,граф б неориент}lроtолный.

В [ZJ препложен аIгоритм с трудоеI{костью |fuЗ) операчий для нахожления до-

пустимого решения (I(, S) -задаttи в неориентiIроваllноr!' (ориеятированном)

графе d np, kr2, S<П-!.
настоящая работа состоит из трех лараграфов. в ýý 1_2 вводится олреде-

ленный подкласс иядивидуальньrх (2,2) -задач на ориентированных графах и изу-

чаются его своRства (лемr,ъr 1-5), позвс,ляющие усl,ановить lr/Р-трудность (lrS)-
задачи npn 2ck цtl, , Zlsдп-1(31sАп-l) наориентированном
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(неориентированном) графе d (лемма 6, теорема и ее следствия). При осталь-

ных парах эначенип k n S задача TplBиaJrьHa и ве представJrяет интереса.

ý 1. Описание одного классб графов. HeKoTople съоf,ства таких графов

Рассмотрим множество

""rур.r*"оrо е ,

1()={ci,j,Of tl i, j зё, i + j, к е{о,OIч {yi l t с i с tI

;((С) ,o,*o"rn П=С,(2е- il для некоторого

(I)

(2)

(3)

(4)

Построшм 7L -верlrиннМ.ориентированный граф 60 = $tel, ШtОt) с множеством

дуг uО - ш'|'u U!'' ч ttlo ,

utСl - t(t t,i, к1), &, l, к)) f t< iri < с, i,j - t(mо d2), к 
1 
с{0, tI, к2 с {о, фч

v|K i,i, к s,ti, L, к o))f t ci, Lз С, i tj э 1Qпоd 2,), к, е {о, t!, кrе {о, tI} ;

U!'={Ki,i,K1),(L, j+!,K7))f t<i,tr,iзС, i,j - !(tnod.2), к, # K7l U

Vt\t,i,K),(i,j-t,K2))|1rjrLre , ttj = t(TnoolL), Kt+ K2}u

U{(Cl,,1, !, K1),ft,j, Klil t, L rj . t, i*j - t (mоd,2), Kt + KL} l)

u{Kt,1,!,Kt),0,j,K))f t -. i <i- r, С, i+ j-!(цod,z),Kt+ Kiu

U|KL,L-!,K1),G, L+ t,K))f !< i, с l, к, + Kz} ;

u|={Kzi,t,K)t!L),(YitZL+ t,t,KDf Kelo,t!, 1з i э#tч

vtKtb- !,С, к), l 1 _ ), (! * * 1,(2L, l, K))f к<{о, ll, !< t r|} u

ut(tc, с- t, О, ус), (уо д, 2, ю) | к е {о, tlt., С = t (mо d L) ;

ба =|Kzb,!,0,yL), Q;{2ir t,t,KDl к eto, tl, ! l i z tll,| u

U|(0L,c,0, !glr, ;),(y r,",r,{zt + 1, |, ф)| ке{0, tl, ! с i < c/z} ч

U|(Q, t, к), ! clz), Ч rlr,(t, C,Q) f к е{о, || u

u|Ш,c-!.,K),!o),(!r,(!,2,0)f Ke!o,tll , С = 0(mоd.2) . (5)
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Отрlетим некоторые свойства графа ý 
(е). Cnp.""-"-u

Л е м м а 1. Полустепени исхода и эахода для каждой верrлины 
"р.6" 

G0
р€lвны двум.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для вершllн из Nлtожеств. {Yrll|LlL}
утверждение очевидно. Проверим утверждение дJrя вершин из множества

7t L, jrOl | :_ L, j, с, Li j, Ke{o,t!}. например, расс',lотриt*t верlлин},.

Ц j, к) с Х({),nn.

!1j. L cL, L*j= t(mod.L), к=О. (6)

Тогда, используя (2)-{5), поrryчим

u|" п{kt,i,Ф, olx, X(c)J = Ф ,

о!' n {K L,j, o), Фfr, хG' } --

((L, j)0),t!o),l * t, L= j+ != L,

({L,i,o), ! t1), j= ! ,

ш! n{KL,j,o),r)f ле хG)} =

{tt1,1,o),(L, j! t,D)}, j + t, L+ j+t,
lK L, j, ф, (L, j + 2,!)), KL, j, 0), ft,1 - t, )}, 1 * t, i =j* t * с l
{kt,J,o),(L,j- t,l))I, j + t, i- i + t = с,
{{tt,i,il)(L,jr l,D)}, j = !, i. # j+ t,

|ttt,i,Ф,(L,j r z,D)}, j = !, L = 2

(t!' u tt!) п {{r, tL, 1,o))f r е х0} = Ф,

(7)

_ft-ll
(8)

(9)

(1о)

,"|" n |tr,,t L,1,Ф)f rе х0}=t(j,L,к),(i,j,о))lкеto,IJ. (rr)

ТепеJrь, сравнивая (7)-(11), убежлаемся в справедливости утверждепия для вер-

tllин тltпа (6). Для оставlцихся вершиtr мнf,itiества {1) рассуждения анаjlогичные.

Лемма 1 доказаltа.

Л е м :ut а 2. В графе d(€).уr..,,rует га!trи.lьтонов Kollryp L(f) , " no.o-

por'nop"oo* прохождения ьершuн у, моrtотонный по С, t С L ъП , п
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[|) п U|" ={u=Ki,j,K),(j,L,K))f чrllf), Ke{o,0J (12)

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем методом математической индукtttttt

no С . прч L= 2 рассмотрим контур Ц&) = ((t,2,0)| (2,,t,O\Y|)(!,2,1),
(2rlril, !7) , который удовлетворяет услолrиям леNl}чtы. Предположим. что

лемма справедлива лри всех [ а Lo . Положим f,= tor./ . Возможяt,r два

случая: о) to= O(поdD ;6l Со:!(mОd.2). ,rr, ,(е)
Сrпчай ia'. Представим гамильтонов *о"rур Дl в виде LТ'=( Ьо, ! со/о,

" 
n^,^ , Ц l") . Рассмотрим множество верlлин (хQ'\ xiiiubt, !соlr* ! t .. . l Leo/z, | со), Рассмотрим множество верlли

UtYt iёolz С L Ь Со} . Н. этом множестве вершин с учетом (2)-(,t)по-

.rроЙ tefZ+l путеfi lЬtlОДiЬlоl2} ,n"*.,*xB ý(O)ипопарно
шзолированньrх друг от друга:

Lo = (! со11,(С, t,0), Q., е, Ф) )

Li= (QL)с,0)|(ц2Lrо),Q,2a- !,1),(2i-tICrt), !colz* i ,

(2L,C, 0,(e,2L|!), ( C,2i+ !,0), (2L+ t,e,0)), 1 l L с Col 2 i

L оо l z = Ксо, е, 0) t (С, Со, 0), (с, со - t, t) (Lo- t,C, tlуц| ео, t, t)P, со, t)r!c)

В этом случае, как нетрудно заметпть, поспедоватеrrьяость rтутеfi

*' = (Lo, bo,Lr, ..,,Lо|r, Lс,tz)

образует вскомыfi гамиJтьтонов контур , g(C) .

сrrччап Ы. Полоlхлм

Lf'' =(Lo,!e1l,,Lr,!c2+! l ...lLrlr-r, !со) .

на мяоr<естве вершшн (Х(s) \ ХGО)) U{h lC/l,c i С Со} с учетом (2),
(3), (5) пврr*, Cf 7 тутеп {Li|t Э L С е|2} , ле).(аlлпх, G(4) " no-

парно шэолированных дЕlуг от друга:

L, = ((!, С, ф, (L, t, 0), ! cll,, 0, е, t), (е, l, 0, G) L, 0), Q, ё, Ф) ;

L t = ( zi _ !, с, 0), (с, 2 L- l, о), G, хё - 2, l), 0 i, - N, С, t), !c/z, L - t,
(2i- t, с, t)) (с,2L-t,ilr(с,l,ц0)), 2 з L z С/2 ;

ьс|о= ((Со, C,0)l0, со, о) ,(l, со- 1,1)20o- l,c, t), !с_{со, с, t),(c, со,0,!).

Тогда контур
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,Lr/r- t , Lc/t.)

,", *;;;": 
т;:":: :;. "- "1 

k т 
*.::;:; 

ж; ж" Tj"- ono*"" n 
".

Леп,rма 2 докаэана.

3 а м е ч а н и е. Докаэательство леммы 2 солержит в себе по,,tпномп-

альный алгоритм, однозначно строяlлиR контур 
"'(') 

.

Л е м м а Э. Прч L23 для rtюбой троfiкп натураJIьньц ""..n LolC,
jt aL , jza L , удовлетворяющей одномуизусловий:а)jrt t= ja < io i

"l L1 < Jt= jb- l ;.) jt*2= Lo+! =j2 l ВЫПОrПrено соотношение

tJ',) п 
|1t ьr, j t, 0), (L о, j r, t )),(( i о, j,, t), ( L о, j 2, о )),

((Lo,Jz,d, (Lo,jt,t)), ((Lo,jz,t),(Lo,jt,OЙ + Ф ,

Д о к а з а т е л ьс тв о проведемпри помо|чи математнчсскоПхядук-

ции по ( . Прtl | = ! контур l:i' nr"", "*
({ t, z, 0), ( 2, t, D, у t, ( з, !, о), (!, 3, Ф, (t, z, t),(2,1, t), (2i, ф,

(з,2,о), G, t, t), (1,з, t), !ь(х,з, t) , (3,2,0 , !з)
и удовлетворяет условиям леммы. Пусть лемма справедлшва прх всех 3 < С З to.

Положим {, = to+ t . вазмоlсtы три сJrучая.

1. Lo , i . jt , f, . Поскольку контур {О' ,оо"rr.творяет условrrям

лем}rы. то в этом случае все необходимые ryги дJlя выпоJпtення ицдуцrхоrньв пред-

полохений la шаге 0 "од"р*...я в путях t[i} .

2. Lo= а , ,i z< L .Ь эlэу сrtучае все необходкr,ше ryгх дJrr. выrrоJrяф

шия условий леммы на lлаге / "оо"р*.r"я 
в путях lbtl .

3. Lol L , i"= l. Прп э,том Jrсловии все необходшt,ше лrгп возt|пкают

в контуре Lо(С) npri"r"r*o.Ke элементарньrх ,rуr"Л {Z;} " {t;} .

Итак, на tлаге | инлукчио"ные предположения выпоJIнены во всех ýрех crty-

чаf,х.

Лемма 3 доказана.

ý 2. Описаrrие множества отобрая(еннП пэ {0). Их сэоf,стъа.

Постанока (2,2)_эадачи коммrвояжеlв на грфе бtС)

Рассмmрим вэаим.llФоднозначяое отобржение ll' Х п= 0, 2r,. rd- ХЧ)
,р" !*0) - L-" по поряд(у верuJняа в Ko*rype Lf), np" этом !,1(t) =.(tr2r0).

Построим систем)r подмпожеств Xi. ХЧ llit < 2, ! 1 t' o,,H,roXL а |(С)

впда

tY] = (L о, l,, ,Т, ,

xt;'(,j,t) = xt'lG'j'o)={ti,j,i,(i,j,o).|, t( i, jlc,
xl,rthl = lL, t 1L 1L.

i*j, trзl
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Пу.п Т(0 = {f} - множество взавtлrЬ-одшозва.лrьп отображеrrrrfi цз Хо" Xft)
Tal(lo(r, что

ltile Xi, {ltil,tt1l)e de| !д i<nl j = i,! (пOd.tL)

дллпобого leTGl
(14)

, выполняется

(15)

, выполняется

(16)

при

Опишем некоторые своfiсва этш( отображений.

Л е м м а 4. Для rтобьв фиксировалньц J е 90 " io ЗС ..р"о од"о

иэЕх:
пrбо при любых Кое {O,tl, jo# Lo, t 1jo 1 С

! о !i'Go, jo, (oJ= (Lo, jo, к) ,
либо при любых KoG{O,t| , jo+ Lo I t 1jo 1 L

!о !r'(Lo, jo,*o) = (Lo, jо,Rо), Io= ,!-ко

Д о х а э а т е л ь с т в о. Прелположим протlвное: суrцествlют Jo* Lo.

jr*Lo, t<jo . jtlL , Кое{О,!| ,такиеiчто

! о !r'(Lo, jo, к) = (Lo, jo, ко) , .

! о J;t Go,j t, Ко) = !io,jr,R), Rо= l- (о .

Беэ ограничений обшдlости положпмt что троftка чисел Lo , jo , j1 чло"rrетвь

ряет ошоli4у пз услсвиR леммы 3. Тогла, по лемме 3,

tler) п|Къ,lо,к ),(Lg, jl,R), ((io,j,,K)t(iot jo,R)f к c{o,$I + Ф.

Рассмотрим Bapria'T (tLo,iorK), (io, jt,R)) е L\) (докаэатеrъство

дпrгом варпоlте аяалогrrтrое). По опрелелению J, rмеем

t*Go, jo,K) t t= t/io, jt,R) (mоdtъ) ,

шп, учtlтьвая (14),

(!" t,1 (iql jo,0, !o!rt (Lo,jt, к)) с ц{0 .

Далее. учхтьвая основное предtоJrоr(енхе, поцrчttм

((Lo, jo,Юl(Lo,jt,0) а Ц0.
Последrее с(ютноrленше прогrворечит определенЕо

Леrоrа 4 доказана.

чrc)
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Лемл,tа 5. Еслц отображение l, Х n* X(Or,r*o"o,"ru J О 1rllYrl - !i,,
t<ьсrc.
Jc$P).

. и при :tюбом Lo 4 l выпо"тяяёт(я .rrrб,> ( ,i 5), либо ( 16),

ý 3. Сложяость решения r k , S )-задачrt коN{мшвояжера

РассмотриьЛ следуюlцуЮ эапачу. IlycTb .эадаН 2f -"ершинНый неориентИрован-

ный граф бl= (Х', lll) (: }"rно}чсстqом вёрцlнн Х'= lt,2r3, ",r 2С} ш

мнсrжеством ребер Цl=|(С,j)|l t i., j l2(,,i,t.l(tп,ОdС)I. Ребрам U'с Ц'

то

Д окаэа тельств о. Очовиано, что.|tt)С Х' ,1Цi+П ,

n ! - взаIlмнФ-одноэначное. Предпслtlжи,,,, *.. .f 1 
'tCl 

. 'l'огда суцlес,гвует

L1 С П Ta*(,er что

(!t'trl, Jtj,l)+ ?l0, j, = Lr+ l(mоdп). (r7)

[lоскольку (J*tLr1 , lrЦil е U0 , т() в()зл,()жяь, три варианта:

^\(!*(Li, !* ti))ru!!'l "i 
(!,ti,l, j*ili). Шf), "l (!*0), trtjD, U':' .

слrччаяrа1 пусть J*(i1) =(L, j, к,), Jl(ji = (j, L, к1),

!{Lr) = ! о fr'O,j, к) = (L,j, к), !, U l = ! о J,lU, i, к,,) = (J|, i., к) .

по опрепелению ?t? аvrч (([,j, K,),(j,.L,KlD " 
((L, j,K2),U,ir\))

\rогут только одновреN,енно non*"on"*",r" U'|' . Такилl образом, в случае 'а'
имеем противор€чие с (17).

сrwчаfiПвl пусть .,flOt) - {L,j, Кr), tr(j,) =(i, jt,K) . К|| KL.

Тогда

! о !r'O,j,K) = (L,j, кз)| J о !*t(L,j,,Kz) =Q,jt, Кч), К, * Кq .

По опреаелению tl,':' , как и в сл_ччsё "а"! дуг!! (L, j, К) , (i, j1, К2D и

(tL, jrKr)rltrr1,1r(1)noo"y, только одновременно принадлежать Ц(!) . On"r" имеем

противоречие с ( 17).
Сдr_чаft"С Пусть f* (i,i = !b,,fr 0,) = (i,.i,0 (вариалт J+(ii

= (L, j, К) , tуQ) = !; аналогичен). Тогпа J 0l = !" t;'q) = li ,
ttj) = t" ti'(i, j,_K) = (i, j, Kt) . поскольку (y;,(i, j, к)) е u!С) , то

(У; { i, i, К 1)) е UУ . имеелt противоречие с ( 17 ).

Лемма 5 доказана.

Теперь рассмотриr,r граф бQ) =1У{0, Цtе)) . Пусть лугам {l, еЦIС'пр"-

писаны ьеса ! (Ц) - в€lц€ственные неотрипатеJь}rые числа. по лемме l в гра_

фе С0 полустепени исхода и эаходд верчtин равны 2. Рассмотрим (2r2l
эадачу коммивояжера в б 

(С) (. (:и(_теN,о}*l п()дNlяо).(ествr удовлетворяюцlеR (l3).

Поrьэуясь вышеприведенными св()йстваьrи граФа GU " отображений uэ {G) ,

установим Д/ Р -rруд"о"ть этой зддачи.
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приписаны ".., Y'(t|') _ вёlл€ств€нные неотрицательные числа, причем

р|G, j) = f|(L+ С, j+ L), t з L, j : с,

!|G, j) = Jr|(L+ С, j,c)= 0, !t LLcz,j <2С. (1s)

Обозначим череэ %'= {K'l мноr(ество кr,ик мочл,ости | в граDе 6'. Т*-
буется указать клику К'о е 1С' такую, что

lЩl) =,Е ,ptL,D= цiп pl(K').
(t,j)e KloJ 'J' к'е 7s''

Нетрпно проверить, что формулированная задача i/Р_rw*., поскоJrьку она

эквивалентна /{Р-трулr,оЛ задаче [3].о.",.*."ttя максимаJlьного разреэа в ин-

дуцированноь, | -".р,rlинном попграфе графа ý'" ,"о*""оом верщин

{!,,2,з,.. ,t,I
PaccMoTplrM вэаимно-одноэначное соответствие ф: J|l"-+ {(С), nn oo."-

ное следуючrим образом. По проиэвоrьной клике К'= (ttrtzl,,,rtg) е lCl ,

L'L = L (tПОdС), tВiЭ С , строится отображение J, Хп*;1(d) 
'" 

наобе

ро") при соблюпении следуюrцих условий:

! о tr'ty) = lL, t L i, L С,

с c-!l;1 rz\ _ |tt,l,K) ...n, L;= i,!1irjlCrKe{o,t|, (19)

to t* \ЦJt ^l 
= 

1 G,-j, Kt) , если Ё; = i* а, tci, j 1е, Kt+ К,

По лемме 5, t е $О . Причем условия (19) таковы, что разньrм кJIикам из

fi' "ооr""r.твуют раэные отобрах<ен,.я uэ fG). Теперь вэаимная однозначность

соотъетствия ф: J|t+?(l) слевует из тогоr ,rо l7el| :l{(C)l = 2С .

Припишем дугам ll, е llG) 
"".r,

!(tl,)= {P'ti,jl, ""* 12'!,'jj!t),,,i,rtl,r,г,u!'! (2о)

t О ,впротивномсIýчаес
имеет llecTo

Л е м м а 6. Справеплrво следующее соотношение:

2pl(K') : !(ot (К')) для любого К'с 1С|

Д о к а за т е л ь с тв о. Пусть K'=(tt,t2,,.,rtg) " l=d(K').
Тогда, учитьвая (18), имеем

2 р'{К') = 2 Z
11i.jcL

* 
о rF, u r, r, с !' 

G, j )) =, 
*I, rr r r(p' 

{ t, i ) 
* pl ( i + |, j + Q) +



Слоlхность рецtения эадачи хоммивоях{ерrl с предписан}rем 8t

+

ипи. учитьtвая (19), (2О), (12),

(p'{L, i) + .pt(L* а, jr t)) ,

Z f (!to,tt1l) = ptt)

;
l.+tttL,tic20

!|(К') = 
*tо,r|| rrf,,r,rrГ n,.ii,,{j,L.O\e u.c) 

!((i,j,K)/(i, i,Ю) +

r 
одДrr,.,, nl, uy, 

Р ( j i, О, ( L,.j, ril t 
rЕ r r, r,, r rf о,!о,,,,r, on!r!y|i,', 

0,Q, i, а) +

r 
t i!oр,1,rл, цп, 

!((i, L, i, (t, j, rЩ =,r,lrl, 
ьу,РU,!-'{л,l,уо!" 

trs) =

tli!tъ
j- i+tФtodn)

лемрrа б доказана.

Справеллива следующая

Т е о р е м а (2r2)_заоача коммив()яжера на ориентированном графе-fi/Р-

трушая проблема.

Д о к а з а т е л ьс тв о основано на полt{llомиальной сводимости пr.t-

иска кJlики моlllяости f минимаrъшого всса в r,рафе ý/ * aоо"a"rствуюrлей (2,2)-
задаче коммивоях(ера. Аллоритм сведения слtедчюlциfi.

1) Строится граф G(Cl..".r.roй подr,rнохе."" ХС, lХil 12 , уло"п.".о_

ряющий (l3). С учетом высказаяного замечания такое постро€ние осуществляется

за полиномиальное врмя.
2) На лугах Ца Ц() .р.6" ý(С)""даются веса в соответствl|и с (2О).

3) Строится оптимальное решение Jo С 9(Cl Q,D- задачи коммивояжора

в графе бt0.
4) В графе G/ ."ро"r." *nn*" К'о= ,l-t (J) Ntоlцности | в соот".т-

стъин с (19).
Оптимаrъность построенноfl клики Kj ."рa""пруется ломмой 6, а рсализа-

цля этапов |r 21 4 настоящего сведения одной эадачн к другой осуществляется

за полиномиальное время.

Теорема доказана.

С л е дс тв и е 1. (2,3)_эадачо коNtlttивояжера на HeopиeкTltpoвaнHo}.t

графе - lrJ Р-трудная проблема.

Д о к а э а т е л ь с т в о основано на сведении (2,2)-задач}t хоммп-

вояrкера на ориентированном графе к ( 2,3 )<rаааче яа неориентиров€lllноN.t графе rгу-



в2 АЛýерлюков

тем замены калtдоfi вершпны тремя верlлинаrr" [З] и заданпем соответствующей
сшстемы под*."о*"сrr |'. l['l < 2 , !а i З ln , ках это было пролела_

но. например, в работе [ZJ при К = 3 .

С ледствliе Z. t [rS )_эадачакоммlвояжера,krz,S>2(S>3),
на оршентированлом (неориентированном) граф- Д/Р _rрудr." проблема.

Поступила в ред.-изд. отдел

22 мая 1985 г.
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