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полиномидльныЕ АJгоритмы с оцЕнКАмИ 3/4 И 5/6
ДЛЯ ЗАДАЧИ КОММИВОЯЖЕРА НА МАКСИМУМ

А.В.Косточка, А.И.Серлюкв

Рассмотрим полныfi 7| -верlrшlньй ориентированяМ граф G =(V, Е) ( с
п,(п- !) дугами). Пусть дугам е е Е припшсаны веса .,10(€) - всцест-

венше неотрlдIательные числа. Подi эадачеfi коммtвоФкера на Mrrкcx}r}rм (мшп_
мум) булем понiмать эддачу отыскания в графе с гампrьтоЕова коlц|раr.
имеющего максимаrьны* (мишимаrъный) вес. обозна.пrм 

"ерез !д гаrлrьто-
нов контур в грфе ý , по.rро"rныR при помощl| алгорнтма / , " чэраз L* -
оптпмальное рещенпе заддчВ коммхвоФкеРа на максиN{ум (шшпаум) , f, . В"-
дем веJrхчиrУ д1 = f (L})/ftъrl. Булем говорпть, что шгорOlтм l м*о*
ет оценкой точности € ("- f -оптимален) для задд,ш комlоDояrк€ра Еа MlI-
симум (минимум), есrпr при любых исходньш даrtнцх задачrr ьiосlг мGспо coots
ноlленпе

Ал2€ (al<il.
Такое опрелеленrrе сеfiчас общепршяrто.

К настошtему времеяи имеется .6оrъшое количество rтубллкшrшfi, свr3аIпlьц с

раэработкоfi ý -оптпмаrънъц, аR Оритмов как дrtя эадачи коммЕоf,жора! таtr х для

ее чаетшх постановок. (Если на исходную информац}rю эалlачп вакrцдьваtотся ctt€-

циаJtьные ограничепия.) Срели огдельных постановок эадачtt комюDопr(сра вцде-

лим три наиболее часго встречающlrеся " ,r"a"р""ур",'

1) веса дуг графа ( обп"л.r* своfiством спмметрпt т.е. Р Gt) = .P(ei
для побоfi пары дуг е1 = U\, t) , eL = kI2rЩ) , йrt2е V (СПrg-

метричная залача);

2 ) веса луг граба @ удовлетворяют неравенству тр€угоrъчшка! т.е.

Рrc)* !G) > !(еr) для побоfi троfiки руг Ct= (tr,tr1), e2=(Ilztei,
ej о (tft, tg) l 1Л , tц, {з е V (поrryметрическая эадача);

3) веса дJг граф ý уло"пет"орfiот неравепству треугоJrыlпка и обладоrот

cBoficTBoM симметрпи (метрическая задача).

Hrrя<e в таблшlе приведены мt{лучцш€ из иэвестных нам оценок тоlоlостп по_

,tиHoмtlaJlbнbц aJгopllтMoв дпя задачи коммtlвоФкера и трек выщепрrведепнцх ч6-

стных постановок.
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Задача
коммивояжера

По.туметриче-
ская задача
ком},{r,rвояжёра

симN{етричяая
задача ком-
мивояжера

метрrческая
эадача
коммивояжера

На мах_
спм}rм

Е' * (cM.[rJ)

Т- 0(п')
r) е'+ (cM.[zJ) "+ (см.[3])

т* ?hr) т* ?hr)
На ми_
нпмум xrt ) rrr) r*)

€ < *t"r.[s,oJl
Т- 0(пr)

r) Для данной эадачи не известнь] аJlгорптмы с оценками точности и тFудо-

емкости лучlltими, чем для задачх коммlвояжера на максим)rм.

rr) Сушrествование ý _оптимаlъного полиномиапьного алгоритма дJIя неко-

торого е > t равносильно утверждению, Р = tr/P (см. [+, Z]).
rлr) Неиэвестны поляномt{альные алгоритмы построения f, -оптимаrъного

рошевпя для rпобого € > l
В настоящеfi работе дr]и метрической и поrryметршческой эадач коммивояже-

ра на Marcillr}rM построены поJlпномпаrlыlые аrгоритмы с оценкамп то.lяости 5/6
п 3/4 соответственно.

О п р е д е л е н и е. Назовем 2-сочетан"е, " d остовный поаграф, в

коюром поJIустепени исхода и захода равны 1.

Теорема 1.Пустъ t, -2_сочетаниев G=(Ч
Фе а существует гамllльтонов кФryр L с весом P(L) >

гле ( - нашмеьцtее число шrг в контурах uэ Х .

Е).Тоглав гра-

+,fш),
Д о к а э а т е л ь с т в о. Пусть 2-сочетанле ! состоит иэ коRтуроЕ

Ctr...l С' , где Ci солеежлТ ?П1 вершиН U < L с з) 1которы€ з8-

rrумеровапы Ф 1 до llLL по Kortтypr. Если j = / , то все докаэано. Ках<лую

вер!дшу Т G V флем обазначать пароП (irj) r где j. - "оr.р коятура,

Eoтopo}ýr прIнадлеrот lL " j _ ее номер в конryре. Через 
'irj 

обозначл,r

цrrу коцryта С1 i захопяlц,ю "(L,j)(L=T7; j = i@t) '. Буа.r.r"-
тать, rmо fut= К

к

. Кроме того. моrюlо считать, что

(
zjэ,

,tр(u,|, 6, j,+ о) >. Z!lft,It B;+u), 0<el K-t, (r)

Jrt ,l j,c подсчштьвarrотся по mОdК .Впротlвном
С1 .

к
Построlrм два сем€fiсlъа tP1I|= t

рФ D б . c}rlto"la весов когорьц, не мёньlце

(2 к- t). 
ftr r'r,,, 

.

гдо с)мrлl
слrчае MorElo crBrEI}rTb rумерФrпю верlлип по контуру

п {QI j=t гамильтоновых конту-
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Этого достаточно для докаэатеrьства, Tat( K€lK тогда хотя бы одпн "" Pi 
""п 0.i

имеет вес, не меньший

2к- !
2к

,
Z рtс) ,

ь-1

Контур Pi (t tj СК) содержитдля каждого t + L С j вседу"п"s.

С1 , кроме шги Сt,i . Кроме того, прll 2 4j L К KoOlTyp Pi содершлт

oy"y((1,j-t), B,j)) r а такх(е пу"и ((ct!,j-D,u,j)) лля j"=3-1,

!-L,,..,t .Контур h содерхоlтдугу ((l,K),(r,!)) ,атахже
дугс ((i+l, tni1),(L,til для L= !- t,r-Zr,,.,!

Ках<дый Kolrтyp Q.1 (t 1J 4 К) тоже поrтгlается удапенlrем одноfi лу-
гtl иэ каждого Ci Q 1i 1r) и добавлеплем дугr соедяrtrющхх, поrту-

чившиеся rDrти в гамиrrьтонов контур. Контур 0i 0 С j С К) строilтся по

следýrющхм правилам.

1) Из Ct удаляется дуга etlJ
2) Пусть уже удалено по одноfi ryге иэ Ctt . , Ci_t u i, z ! .Ectlи

иэ С i-t у€алена дуга ei-t, l , то иэ Ci удаляем дугу € 1,6 , но эа-

то добавляем дугу ((1,- |, fui_t), (L, К)) . Если из С i:t уддлена дуга

еi-tr7 (2 L 9 1К) , ,о из С; удд,rrем пчч ёцg-1 , но побав-

,rяем дугу ((i- t , 9- t), (L, у - tl)
3) Ecrur иэ С5 удалена дуга е sr? , то добавuм д}rгу, соединяоцryю Е€l-

чаJIьrrло верtлику ryгч - е 5r 9 с верчлсrоfi (|, j)
Пусть, для определевпостп, KorTyp 0, пtюхщнт чеп€о дуг? ( (зrъу ,(t, t).|

к(
подсчитаем ZrP terl " Е t\lК к- ! - 

'-1L t rr7 = F, ( |,r(р rc s - р е i, il) * Z,Ф @ * t, йl i, 1) 0, D) +

J=t ' J=n L|
K-f

+| p(Grt, j),tL,j, D))+

x-tz p(tt,p,0, j+ly) + f({t,ю, (!,t))
j=l j=t

Ясно, что

х

Е(
J, t

5

Е,
[з

(рtсil- ?@ь))) = (к, t),
J

Е t rci) ,hLз7 J=

mi

z f tB q1).
t L,!

Авалогп.пlо

к

Ltrol=B-t) |,лtсlrZ,
J= t

ПL 3-t

Р,!',,) 
* 
F,Фrc,tп),(i+ 

t,K))+

x-t х

Zrt\t,j,, 0. t, fl) - |rl (з, а(ъ,j)), (t, р),

5 3

t
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гле d(Zrj;=

Следсьателыrо.

'-t 
к-Е (z

L.! j,t,

к

ъ j- t (Taod п5)
zrJ-t Qпоd К)

frl 5

L=?TL5;
7,*mtlN+j-ttK)
L*тп5,ъtj-t=к.

+

+

r есJIп

! еслп

r еспп

Д,r с|)+р{а) = 2.в- л *.ро) - i, !*,r,r,u, 
r

* (р( L,пi),tLr t, к)) + Zj'к, iP@t,,, j) + 
Y((L+ tl пLLr)lG,0))

(KL, j- l),(L, !, j- t)) + y((L+ t, j- t),(L, |))
д LJ

1rl L+ !

Lt
K-t

+| !((з,ф(N, j))|u,l) + Z !((t,j),(5, j+ !))+P(tt,K), {з,О) (2)j,tt

8
Tar как дrшilы дуг в S уловлетDоFют неравенству треугольнпка, то прн любьос

t<L*s-t , tcjcK *мэем

(3)дij >t(et,j) ,

Кромэ того, в сrл}, (1),

к

' 
, 

Д(l(з,а<о,j),0,|) 
+f (а,|, BId-ft-,j) + t))) r где

стм}rпрФа!!е d,Q,rj) + l ведегся по (tnOd, Пз) ,Снсва учитывая не-

paD.lerto rpay"or*"".a, ý r поп)пям
(

в>Z р@з,). (4)
J-t

Итах, вэ (2), (g), (4) следrег, что

кr!цi

FrФtр,) 
+ рG|) > z,ц- !), !,ltctl 

- I, h,pG;,j) 
+

,Kl
* Z Z !Gь)-(2к,D, l pG).

L. I 1з1l ' L.t

Теорема доказaна.

3 а м е ч а н и е. Доказате.льство теоремы 1 солерlоrт в себе алгорllтм

слоr|оtосгп 0@l) операrrшfr, поФоrrяющиЛ строllтъ искоrlс,lfi контур f. пэ дан-
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ного 2_сочетания 

' 
.

С л е д с тв и е 1.Существует 3/4 - оптимаJtьный аrгоритм с тttудо-

емкостью 0 (П3) операций дш поrryметрической задачп коммивояжера на мак-

симум.

Д ок а эа т е л ь с тв о. Пусть t, - решениезадачи оназначениях

на максимум [S] в грфе б . По определению, t 1- 2-"оr.тание в G и

! (У]) > ! (lr ) . По теореме 1, в (, существует гамцJIьтовов конlYр

L1 " ,..оь' t L) > (З/4l , t &i (2_сочетание Ц может со-
держать конlуры с дЕry,верrшшtами). или Р(L) > | ttЪ*l . Поскоrъ-

"у flt строится эа 0 fuЗ) операциП [8], то, учитьвая эамечапие, построенше

гамиJътонова контура L1 
"rо*rrо 

осуrцествить .^ 0fu1) операчиfi. Следствие

1 доказаяо.

С л е д с т в и е 2. Существует 5/6-оптимаJьный мгоритм с тwдоем-
костью 0 аЦ) операций для метрической эадачи коммивояжера на макспlчIуrй.

д ок аэ а т е л ь с тв о аналогичнодоказательству следствllя 1.от_

личие состоит в том, что в этом сллае в s строится 2_сочетание MaKct|Maltb_

ного веса, каlкдый контур которого содержит не менее трех дуг. Такое построе,

ние можно осуществить эа 0@Ц) операций [Э]. Слелствие 2 докаэано.

Посrупила в ре!.-иэ!.от!ел
12 февраля 1985 г.
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