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АЛГОРИТМ С ОЦЕНКОЙ ДЛЯ ЗМАЧИ КОММИВОЯЖЕРА НА МАКСИМУМ
А.И.Серлюков

Пусть $ =(XrlL) - поляый ffL-вершинный неориентированный граф с не-

отрицательными весами l fu) , U G '|,l, , эаданными на ребрах.

Гамильтоновым циклом в грфе G наэывается цикл, содержаtлий каждую

верцrи}rу множества х ровно один раз. 3адачеfi коммивояжера на максимум ( в

даJьнейшем задачей коммивояжера) наэовем эадачу нахождения в графе G га_

миrьтонова цикла, имеющего максимаrъный вес. Обсзначим через L л реше-

ние задачи коммивояжера, построенное при помоlци алгоритма fi, , u ".рa. L9 -
оптимальное речrение. Под оценкой точности Дх "n"op"rr. .f булом пони-

мать точную нпжнюю грань отноlл.""П f (Ьп) l Рfur) по всем индивиду-

аrьным эадачам. Величина Д д показывает погрешность приближенного алго-

pn u^ fl, в наихудrrtем случае.

Срели иэвестньlr( к настоящему времени полшномиальны.r( алгоритмов для за-

дачи коммивоях(ера наибольlлая оценка точности установлена для алгоритмч Дl ,

изложенного " [r]. Авторами [r] no*o.""o, что Дл. ). tЗ/tв ,'и сформули-

рована гипотеза: Дхr= 3/Ч . Трулоемко.r" "*ор"rr" - 0@q) операций.

В настоящей работе для укаэанной задачи строится приближеньlй аJlгоритм

Лl, " трудоемкостью 0 (ПЧ) операций, имеюtциfi оценку точности 3f 1, ,Пэ"-
водятся примеры эадачи, на koтopbrx эта оценка достигается.

ý 1. Основные понятия и определения

Под 2-сочетанием S в графе G будем понимать однородный степени 2

остовный полграф граф G . Подмноlкесtво Т 9 U ребер граф G назовем

частичным туром, есrrи сушествует гамиJьтонов цикл в графе е , содеря<ащий

все ребра иэ Т. (Эти опрелеления можно наЛти в [1].)
Пусть ý " W - некоторые 2-сочетание и паросочета"ие в грабе ý .

Обоэначим через CrrCrl Сз t,.,t Ск компоненты свяэности 2-сочета-

ния ý . Рассмотрим множестъо Tt С lL , лостроенное с помоlцью следуюшеfi

процедуры P(S, W)

t

t

?
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t

Описание процедуры Р (s,w)

Ti= Ф
.r, L-' ,п [-t|1 , 

'2 УЖе ПОСТРО-L А . Пусть l-|ножества

ены. Рассмотрим цикл Ci . Возможяы два случая

а) Сучrествует ребро U е W , концевые вершины которого принадлежат

С; . Тогла рассмотрим ребро l/1 е С; , Цt 1 W , смежное сциклу

ребром |r| . |алееrполагае]чr

т,
t

LL1

lL1 - В противнол,r сrryчае,

Тr' - Тr''' lJ шt , Т; =Т;-' u rcL. иr) .

в) Такого ребра не суцествует. Рассмотрил.r,два смежных Фча 1Щ€ Ci,
|ILC Ci rt положпм

, ..nn .['-'tJ !l, - частичный ,ур. 
"р"6" 6 ,i - i-r= ll U

t' Т,,' = Ti-' u (Ci,, q")

В обоих сrrучаях при L < К переходим к С * 1 -rу шагу, в противном crry.-

чае положим

т к
t l есJIп p(Tl*) > f(T'K) ,т,

т; - в противном сrryчае.

G , причем

, no"roo"""* при помочlи процедуры Р6rИ't
Конец описания процедуры.

Л е м м а 1. Множество Т1

является частичным туром в графе

/(T, l > tlzГlrSl 
+ рМ)1. (r )

Д о к а з а т е л ь с т в о. MHolKecr.o Т1 \является частичныь1 туром,

посколькунакаждом L-r*ur., lA L 4К , прочедурь!nn"о*","чТrС
aLtl l с являют(:я частичяыл{и турами в грфе G . иa очевидньй равенств

р0l) +Р(Г}) = Р{ГrЬЧ+fФ'-) +YGl, ! < L < К, " onp.oon"*""|[

слелует справедливость (l). Лемма 1 докаэана.

Пусть вершина О G Х не является коr:цевой пrrя ребер uз W , а ребро

ш = (trlr) 4 S . Беэ огранпчения общяости положим х< Ct,I,!:|UC2.
определиьt множество Tta Ш с помоuью процедуры Р(rrursrw),
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опислlше процедуры Р (rrUrSrl4')

IIледэзрдrещцtЦ_цдц. Полагаем Т,,О = W, Т! = U. ,

IIещДддд. Возмоrкяы 2 случая:

d 11 е С1 . Рассмотрим ребра ltrt lllrrlЦ, lЪц иэ цикла С1 ,r"*"",

что Х, _ обlцая вердина лля ребер tl1 п а7, а L1 - лм фiеg Ug " lLц
(см. ршс. 1 ).

rt
',

t

*

Рпс. 1

Положлм Тr'= WuT'
t

са,7,где_lr= ll,, v llr, если uэ i |Л ,

ll1V II1 - В ПРОТlВНОМ СrrУчае . i}

Т|. = UU (Cr r 1') , п переходим ко второму lttагу.

в) Е1 € CL . Рассмотрпм ребра Ще С! , llle С2,1lцеС2
такие, что BeptlrнHa r, пнцидентна Фw IL1 , а верщина 11 общая лrrя ре-

бер И5 u аq kM. рис. 2).

с! \ r 1I

ut ll,з

Рис. 2.

полоrкшм T|=wuu|UTtL, 
"о" 7/ ={Ur,** 1lчlW,

(Из - В ПРОтtВНОМ СЛУЧае .

Т|,= nU(C,uCrrf/;, и переходим к Tpe'be')r шагу.

L-a.e" l21L А К l.Рабmаr""" i аяалогпtпlарабmесооIъет_

ств}rющего цtага проtlедур", P(S, И/) . В конше работы ( -го rлага сгроштся

млоr(еglъо

л| \lb
/\- \

\
l
l
l

,

с,лI

l

т2
l ёслп Pffp > !(TLK),

t
тr*
crr КlL

Конец опшсаяия процеryрI.

- в пРотивном слУчае.
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л е м м а 2. Множество Ту, построенное с помощью процедуры

Р(rrUrSrW) , является частичным туром в графе б , причем

р (TL), '/z[ltSl + f (w) r 
"р 

0"Л . (2)
t

Д о к а э а т е л ь с т в о аналогично доказатеJьству леr*rмы 1.

Рассмотрим произвоrьную вершияу Л е Х . Без ограличения общности

можяо поло)|(ить r. е q . Пусть lЦ €
ребра в вершине .f . По"rроим множество

Р (r,il
Ct , LlС Ct - два смежных

Т, С 1L с помощью процедуры

Описание процедуры Р (Л, ý)

Пу"., @ =JX' Х, П) _ поrrный неориентированный граф

Р @) , ll С IL , задаllньtми на ребрах,

Р 0I) , если U f lLз ,

f Qlt * Р@r) - в противном сrryчае

с весами

р(u) =

(ребро Uз таково, что ребра Ц1 , ll1 , Цg обраэуют 3-цикл).

1. В графе S строятся 2-сочетание, содержащее ребро X{J l максималь-

ного веса и паросочетание максимальноrt веса. Обозначим их череэ So n Wo

соответственно. Такие построения мо)ю{о осуществить .^ 0 hЧ) операчиЛ f Z].
2. В грфе G строится частичный jyp Ъ с помоlью процедуры Р(S,tЛ/)

с входными данными ý = ýо, W = Wo . Далееrположим

, _ [(fr'', )v rlr. U \lt , еслп llg€ Tl ,,э-1" L Т, -впротивномсrryчае.

Конец описания процедурь, P(rrS) .

Следствием опrrсанной процедуры сrryжлт

Лемма 3.Множество Тз r построенное с помощью процедуры P(arS),

G , причем

/(ъ ) , +[F(s-o) *,л(йJJ .

.l

является частичным туром в графе

(3)

ý 2. Полпномиаrьный аrrгоритм для задачи коммивояжера.

Его свойства

оппшем аrrгоритм lх on^ эадачи коммивояжера, которыfi состоит иэ пяти

д
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Первыfi этап. В графе G строятся 2-сочетание максимального веса н

п8росочетание максимального веса. Обозначим шх череэ ýо " Wo соотвегст-

венно. Такие построения можно осуществить ." 0 (lLЧ) операцпfi fe]. B"n" """-
ло верlлин в графе С четно, то переходим ко второму этаtry, в протпвном слу-

Ча€ - К третьемУ.

Второй этап. Строится частичныfi тур Т, в графе G с помоitью проце-

дурl P(S.W) свходнымидан}Фtми S=So , W=Wo . Попагаем

То = Tt и переходим к пятому этапу.

тоетиf, этап. Пусть I,o - вершшна, не являюlлаяся концевой лrrя ребер иэ

Wo , а l,Lg -эебэо максимаrlьноговеса в графе G , не принадл.*.r." ýо
lt содержацее верлину Х,о в качестве концевоfi. При помощи процедуры

Р (L,lL, SrW) с входньlми даннып.tи L= Io , 7,L= ILo , ý = ýо ,

W = Wo строится частичныf, тур Т, в графе С
Четвеmый этап. При помощи процедуры Р Ьr 9 с входньми данными

I, = Lo., S = ýо строится частичный тур Тз в графе ý . Поr...r.*.

TL , еспи Рff) > РО) ,
Ъ _впротивномсrryчае

т, l

t

а

и переходим к пятому этапу.

Дщщ Частичный тур Ъ достраивается до гамtlJlьтонова o"*n" L;gr,
например, с помощью градиентного алгоритма frJ. ЛшориrI4 _Л,1, опllсан пол_

ностью.

Т е о р е м а. Справедливо сJlедую!лее соотношение

рШлL) f рш) >. 3/q (4)

Д о к а э а т е л ь с т в о. При ?Ъ четном с учетом (1) имеем

р(Lлt) > !(т,) , IГ.tts)+ !w)J, 3/ч рш,) .

При tЪ нечетном возможны два сrryчая:

= а) 1щ е bg , \LLC Ьо _ В этом случае ftlrl =;Р(Ь9) , "л.Lо - га}-.иJtьтонов цикл в графе $ , .ол.р*аший ребро Из l имеюrциf, мак_
симальный вес. Тогда, учитывая (3), имеем

р(Lл) > !(тr), ![рrý;- PtwaJ> 3/,t F tL,l = З/ц р ш) .

в) Url Ьо, либо Ш1,1 Lо. В этом сJryчае P(tlr)) Р(й) , гае

,,"::- 
ребро с миним8льным BecoN! в цикле Lо . Тогда, учитьвая (2),

а
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,

* Lo

!(Ьл) >з0) , i[ptS,) + pФi.t + p@)J>

, t[ptb,)+ 
Lr(р(L)-tzЁl)+ цtйJ, t рtъl.

теорема докаэана полшостью.

l a л е д с т в и е. Имеет место равенство

l| ол,= t,
J| ок а эа т ель с тв о. Потеореме, Дл"> * .Построим приме_

ры заддчи коммивояжера, на ксуторых соотноlление (4) выfiолпяется мк равевст_

во. Рассмогрим полныft цrестивершипный грф, rrэображенпыfi на рпс. 3 (выделены

топько те ребра граф, которые имеют шенулевой вес).

4

2а

а

,
а

1

Ф Ф2ь
3

легко лроверить, что 
РИС' 3'

ýо = {0, il, (2,il rB, t), (lцý),(r)6)l rc,ц}, ЛSt = Е0,

Ьо = ( t, 2, ý, Ч,6, з) , р(Lо) = 8а,

Wo = |{t,зl, и, ь), (l,,s1} , р (W) = Ц о,

ъ = t('/,3)l o)il, (q,о,6,о} , р (то) = бФ,

'"r= 
(1,3,Lrf,6,Ц)l рШr7=6а.

Аналогшчные пршмеры можпо прпвести для любого П- 6 |lL , где ltL
Ha1yparrb1oe число (достаточно вэять filL копшй граф, иэображенного на prrc. 3).

следствие доrазано.

Прrr оченке тr,удо€мкостш алгорDtтма Л, достаточно замегшть, что нб кбж-

дом зтапе его работы эатрачивает"" "" 
o-,.l Са{ опершtий| где с -Ш€Ко-

торая константа.

Поступшrrа в ред.-Iзд.отдел
1 февраля 1984 г.

,.
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