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БАЗИСНЫЕ СИСТЕМЫ И ЗАДДЧА МИНИМИЗДЦИИ НД ПЕРЕСЕЧЕНИИ
БАЗИСНЫХ СИСТЕМ
Н.ИJлебов

в работе вводится понятие базисноfi системы, тесно свяэаяное с понятием

полиматроида, но по сравнению с последlим в некоторых отноlл€|lпях бмее есте_

ственное и удобное, например, длпя обобщения эадачи о потоке в сети.

реэультаты, касаюtциеся пересечения полиматроидо [1], переносятся на слу-
чаfi пересечения базисных систем, что пqэволяет предrrожпть и обосновать метод

'сокршения невязок" для реrления эадачи минимизации выпуклой сепарабельной

функчии на пересечении двух базшсных систем. Покаэано такжеt что к чисJт}, та_

ких задач относится эадача о баэисном погоке минимаrьной стошмости f2], ча_

стными сrryчаями которой являются задачи, рассматрtвавщиеся в [S, а]. Наконец,

для баэисных погоков формулирован и докаэан некоторыfi лtалог теоремы о мбfi-

симаJъном потоке и минимаrtьно, разрезе [2].
1, Испоrьэуемые в дальнейщем обоэначения:z - Мвожество всех цепых чисел;

ZE - множество всех функциR r: f + l , назьваемых также векторами;

L< у 
_ эквивалентно тому, что все комповенты вектора У- r неогрll-

цательныl

rОl - L-" компонента вектора L lплrя значение t, на элементе ie Е );

Lny (xv у) - точная нижяяя (верхrrяя) грань векторов (фr,нщld) .f, и

У относитеrrьно частпtпlого порялrса -4 ;

Lr,yJ={t.Z'l rn!, r L rvyl;
lrl - I{lr(c)l l a€ Е};

rtА]:Z|rGl Iiед}, д. Е)

ao"*n 1,

- Ф/нкцияr равная всюду в области определения куrто| за шсмtочеЕпем

, где она равна 1; область ее определенпя спецпально не уточlяегся, по

}

I

t

fс

легко усматривается иэ контекста.

@t !) - элемент из 7\u Е1

". Ez ,"если х, G ZE|. yeZEL' Еlп
, совпадаюtциfr с Т,

Еz=Ф,
""Et""Y
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О п р е д е л е н и е 1. Б а з и с н о й с и с т е м о й булем на_

зьlвать пару (Еr3) , гае f - непустое конечное множество, а t3 - подмно-

xiec'Bo ZE , уооaпaтворяющее условию:

t

a

a

t
д.пя лtобьlх rr! е t3 имеет место

а

(А)

(д')

LO)> t!t}+1i е E(rcil. уц)е а+ 

''J 
- ffL е ts) (1)

.Множество 13 булем также назьrвать б а э и с н о й с п с т е м о й

на Е
Легко видеть, что для базисной системы 3 "уr""rrует 

число L ($) та-

кое,чтоприлюбом r uэВ имеетместо r[E]=LB) .В сrtучае

В + Ф такое число ешнственно, и оно булет назьваться рангом системы.

Прпмеры базисных сисl,ем.

r ) Пусть Р _ полиматро"д на Е (см. [r] ). Тогда $={xePlrtE]= бJ _

базисная система на f (рнга бо ).

2) Если Pt " Ръ - полиматроид", на f, l n Еа, соответственно,

ЕrПЕ2= Ф ,"о

3 = {tr,y)l- r, Pt l ! с Р, I IIЕ,1* ![Еil = бо}

баэисная система л, EtU Er (ранга 0о ).

3) Пусть (Х|Y , L) - сцепленная векторная система (в смысле Шрай-

..р. fз, 5]). тогла !5 = |tr,Pt r Х,У) с L| - базисная система на

XuY (рsнга0 ).

2. Пусть $ - базисн.я система ", f n &16 е ZE . Тогда справед_

ливы следующиQ свойства:

1) а+ 3= lЛlr- а Ё В} - базисная система на Е (а-сдвиг

Ьr,
Пl В п LartJ - баэисная система на Е ( Lаr61 - огранпчение В |.

Ш) аксиома (А), положенная в основу определения базисlt сист€мы1 экви-

валентна (двойственной) аксиоме

для любых Х, У е В иNrеет место

х.Ф < t!tjl +7beE(rtLl > уо, & rr tj- бL е 3), (ri)

l|окажем, "rо 
пэ (А ) следует (А'). Onn""py"", jo е Е , дJtя которого

Lчоl , !0rl , и предtолагаем свойство (t*) выпоJIненньм лля N и всех

у' , Р 
-r"*n*, 

"rо lr- у'| < lr-|l . tB сIryчае lr-yl= L утвержде-

ние (1') очевидlьrм образом вьmоrчrяется.)

Если лругих j (ornn"""rx о, jo ) со cBoficTBoM rU) < У 
(j) не су-

щесгвует, то для любого L С Е такого, что rО) > У а) , имеет место

а + fJo - fi' е 13 . Поскоrьку в данном сrrгlае мяох(ество таких (/

неIryсто, то утверждение докаэано.
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, n'j" J, * jo " r.U) ' У tjr) . По своftству (А), существует

L1 с Е такой, что Х.(Ц) > 'i{rr) 
n У'= Ц+$Ц - $i 6

е Л пLL,уJ . так как !'0ol i rrjr) ,i' tr:y'!. lr-yl , Tol

по индуктивному предположению, при некотором L о е Е булем иметь

I+ ýlo - 6''О е 13 п.[r,у'J < 13 п Lr, у] , что и требовалось дока-
зать. Утвержление (/ *) + (Д) доказьвается аяалогично.

ТУ) -Л = {Xl- Х е %I - баэисная система на f (двойственная

J3 ), Vr*.рждение непосредственно следует иэ предыдущего.

) ес.,lи 3t n В7 - базuсItые.системь, н. f t " Ес соответственно,

Е,П Еr= Ф, то З, * Лl,= {@,Plx, ir, уZЯ"l - базисная

сис,ге}чtа на Е, V Ео (лекартово произведение).

Уr)пусть 15L=|rеZ'lrr7, при некотором ZCB}.
Тогла(Д) эквивалентно следующему свойству:

-l

дrя любых r,т с 13+ имеет место

(д')
1(rtEJ < уtЕJ+ 1L е Е(r+6.(е[ч у] п В')

В c:abtolr де.пе, пусть I,Ч е 13' , r[Е1 < У IEJ ,r (I') не

выllо.пняется, т.е. Va е Е (ri бС с Г_Itу] * x+tL 4 В:), оrсюл" 
"е_

посредственно слелует. что Vie Ь (Х Э i а rO) < у(U +t (D=
= i(L)

Выберем i, У С 13 так, чтобы выпоrrяялись неравенства i > r ,

у, У " |i -' l было минимальным. Тогла будем иметь

r.О) < t! tD + i(Ll : r(D ,

itjl > yt1l* it1l = x(j) .

Первое из этих утверждений фигурировало выше, а второе сIlраведливо в си_

лу выбора !, n | ,,л* KaKl опираясь на свойство (А), при некотороnи LeE ,

L+ j ,rr,nr"n", i=i-0l+0'. з ,чтовсrryчае 1til>
> X(J) цриводит к противоречuю: L4 i , i е 13 " |r.-Tl <

t

,lT - 
'|

Таким образом, в случае i В) > r Ц) должны выполняться неравен-

ства LЩ) >- 
У (к) ч i К) < ! tKl , из которых следует [tKl-

11к7 = r,В'). Следова'тельно, (i - r) ГЕ] <(У- Y)tll ," .t[EJ )
>Уr_ЕJ . Поrryченное противоречие зaвeprrtaeт наше докаэательство. (Утвержление

(Д') + (А) достаточяо очевидrо.)

Свойство ( Д') о."",r.ет, что множество /J4 бч*r"*".ки является "веогра_

ниченным полиматроидом" и, следовательно, дrlя него справедливы все }тверж!е-
ния п. 3О из [r] (с заменой в Heкoтopbtx сlтучаяс |tt на rt_Е] ).

a



Базвсl:ше спсtэtlы п эадачш мllншмrrзации ti1

а

a

-

Лемма 1.(ЛеммаZ[r].l
бого целого чисrrа t , r[EJ < L
е[r,ЪJП В1 такой,что
поншмается 1паL{х[Е]l r е

r+ 0l - бс е 13

Лемма 5.(Леммаб

п X,L7, ,тодtялю-Еслп .L е %L

-L 1.ап! (L)
ЦIЕJ = L

d', , с xI

, с,уцествует

(3десь под ZаП3
.)

уе
(1)

Л е м м а 2. (Лемма 3 tl].) Пусть_r, 3l е ZE, x-.9L< 131,
L= l,.,.,K 

"?О!(1)= 
Z,[EJ-1 .Тогда

*-ZrТt4B' . '

Лемма 3. (Леr.rмаа[r].)В"п" r,Це ВL " xny+$J$3L,
то иэ , + f/- а; € ЯL слеryет yr fj - Di е 8.З,

Л е м м а 4.,(Лемма S [r].l Если frr l*0K- 0i . tr*tj-6Be Ь,
то

* (у оr.вJ > t tr- yl
[r].) Еслп r,! с 15

, то нбRдутся L е Д
"(л

" jeB
-УПЛJ *

Taкll9, что

э+OJ -6Le В
т е о р е м а 1. (Теорема Z [r].l Еслч 7,r!е %, d-ё Ov (Л-!)

" .Р = 0v (У- r) , то существуп, (dlf) - погок в графе Н(rrВ) ,

r H(It$): (V,Д) , гд€ V= Е- ч Е+ , Е- =le le е Е} ,

Е*= {€+|е е Е} ч Д={1L-,J*)!r,d/-0ie .8} l.

3. Пусть В1 n Ц _ 6азисные.п"r.r.r", "а Е п хе fE. Ориенти_

рованныfi грф Н (r,) определим таким же обраэом, как это делалось . [r]
дrlя полпматроидовl а имевно:

H@l:(E-u Е*,дrчдz)l
где Ar=!tL', Jt)lTr dj- ti е fi1l,Ar=lU*,L)lr*dj- бLe Д2|.
Граф Н (f,,) , по суrцеству, представляет собой описанпе окрестностеfi (первого

поряша) точки f в базисных системах Bt " Izш в даrп,нейчJем будет наэы-

ваться гоаФом окрестностеfi точкп f,, " bl " Въ,
Еслrr 7 - орrикл графа Н (fu) , то череэ Х, 1 обозначается элемент из

f,E, опрелеляемый следующим образом: XlG): iO+) - itL-> , где

itpl=t ,еслиоFIикл У проходитчерезвершинуР," 7Ф)=0 -в
противном сJIучае. Понятия оршнарный орlпкл и нераэложпмМ орIикл употребля-

ются в том же смысле, что и в [t].
Иэ сказанного в предыдущем пуцкте ясно, что для пересечения базисньlх

систем имеют место утверкдения, аналогичные теоремам 3 и 4 иэ [r].
Теорема 2.Если lefi1 пfiъ uf -нераэложимыfiоF

цикл графа H(I') , то r + ll е Bl П fil,
Теорема 3.Если r,!С fit п AL lтовгрфе Н(r) су-

rлествуtот ордпнарные нераэJrожимьlе орlиклы lK , К = t l,,, llll , такиеt

что x+LtKe t_r,уJ ч !-L= Zr)!*Zlr ,ГЛе ]1}0 ,

K=lt.,.lfu
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Важное применение приведенные теоремы наJ(одят при обоснеалшш прёдrа-

гаемых ниr(е методов реlrjенпя оптпмизаllllонных задач. 3десь же мы tlспоJIьз}€м

их дJrя введения (и обоснования) некoторой достатоtlно обшrеfi операчип над ба-

эисными сшстемами.

Пусть 31 с 7Et n It . 7Et U Ez 
, где Е1 " Е1- непу-

стые, конечные и непересекающиеся множества.

О п р е дел е н и е 2.Отвженuем AloT 9" бупем назьвать мнф
*..r"о .fr , В < ZEL , представляюrцее собой обраэ мяожества !3t при

(многоэначяом) отображении, графиком которого является MHolKecTBo fl | о Т,ё,

.t

1 -- {у, Z'"l @,у) е 1зz прш Еекогором I е Itl .

Т е о р е м а 4. Eclu $, " Хl,-6азисные спстемыl то oтражен"е ff,
от 1l1 вляется такrке баэиснрfi системой.

докаэательство.Пусть !'r!' . В ч YltD>Y.Ol
Посрелством rl п rl обоэначим элементы из А1 ТаКПе, "rо 

-(rl 
, Yl i ,

(r', !О) е 1Зt
Рассмотршм граф Н (Л', у') окрестностей точки (r', |') в базнсных

системах 3i " 9z, где -1| 
= %,'$' , fi'=U, й'rlу|Еi

= 1, (15) - 1, Bt)} . Очевидllо. 1 < fl' " (fr',!'|, {r',у').
e15l, п Б7. Подграф Н( (r',y'), h! ) "р.ф" H(r',!') J *"**
стве компоненты связностп содер)(ит поJIныR Еудоrtьныfi грф на множестве вер-

rлин Ei U Ei Иэ этого следует, что в графе Н (rlt!l) ,пмая ýго,
l|сходящая иэ мноr(естЕ " Е; t ведет " Е; и ка)t(дый нераэложимый оrшхл

содержит не более олной дуги такого вида.

Согласно теоремам 2 п 3, " Н (а', !') наfiдется вераэложимыfi ощrкл
,/ TaKofi, чтО (r', !') + х l f 1|п ВrП f@t, !') , (л', !o)J " Xy'D=-!.
Пусть 7,у = (Zt, EL) t 7l е Z'' п 1,Lc ZEb . fqрдб a't l,'C
е Bt , Чl* Z2 е fi п [ц', ЧоJ и, учt|тьвая сделанное выrUе за-
мечаяпе, i'* '" = У',0j"- ii при некотором ie Е, , что lf до_

каэывает утвержденпе теоремы.

[!лцц9р, пусть !5t " Ь"- 6"."""ые системы т Е , Е ={Е|ее 
Е} ,

Е'=. lC' |ее В } -'Еойники'множества f ; $r-б""п"""" система

на Е, , поrrучаемая n" 9r. эаменой каждого элемента е е Е его двойнпком

Е ;. Е, Б --{tr,il,ilс zEuEvEl lrtel,* yq, : Lч,, =_о,
Vee Е}. Тогда отрах(ением базиспол спстемы (- h)Х (- Ц\ от f булет

б""".""r1""r"п,^ Л ={L с Zq IVe е Е(zGЧ = aG) + УlФ), где

хе t5t, у е Sr| , Фляюlцаясяi по суrце.'ъу, аrгебраrrческой cyMMofi баэшс_

ных cflcтeM В, " hl.
в качестве дЕryгпх примеров введешlоп опера!tлш отраженrrя мо)|(но сослать-

ся на шзвестные операцDrи ограпиченпя и сжатшя.оtя матропдов.

ч

rt
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4. Перейлем тепеF к рассмотрению эадачи минимизаtlии выпуклой сепаЕв_

беlъноil фншrии на пересеченпи дЕух базисньlх систем:

rпLrъ{tо|rеВ1 п fib|t (2)

где В, " fir- 6л"п""ые системы на Е , J@) =Z{tr@tеl)!ес Е| ,

te () - выпуклые функцци. Прелполагается, что %, n ЛL+ Р .

Как и в [t], каlклоП верщине грфа Н(r) припишем ьес |1| , полагая

шО-) = JG- 0') - ttrl ч Ii(L*) -- t@t tЧ- ttлl . тогла кри-

терием оптимаrьности буает сJrуrкить теорема 5, апапогпчн8я теореме S шэ [r].
ТеQрема 5.Элементfr, из fi1 П 11 являетсяточкоПмилиlчfуь{а

Фvнкчии J тогда и только тогдаl когла граф Н 1Х,1 "" содержит орIикJrов от-

ршцатеJIьного веса.

На этом критерих и т^оремах 2, 3 может быть основан один иэ возможных

способов рещения заддчи (2):

1О) начать с некоторого элемента а а fit п lll ;

2О) если " Н 0,1 отс},тствуют орlиклы отрицатеJrьного веса, то ! опти-

MaJreH. В протшвном сJIучае выделить 
" Н @) нераэложимый орrtд(л } отрича-

теrьного веса ш эаменить fr, на | + Ly . (При этом эначение фнкчии J
изменится на величину, равную весу орчикла } .)

Шаг 2О повторять до тех порt пока не булет получен оптlмальньй элемент.

(Условия коUечности такого процесса эдесь не обсужлаются.)

Некоторым недостатком данного способа с/гысканDtя оптимаJtьного реtления

является неопределенность процедуры выбора начаJtьного доIryстимого решения
(шаг 1О). В свяэи с этим наметlrм другоfi подход, в эначитепьной мере свобод-

ныf, от укаэанного недостатка.

Прелrrолоlклм, что у пас имеется вектор L е 1Ь1 П fiъ , оптпмаrъньй

среди всех тех элементов множествл h, П flz, значенпя которых при кФкдом

i "" Ео , Ео с Е , прияадлежат отреэку LO, rtLl| . Наэовем .f,,

с таким свойством Eo_nrnrar*rbb,l. Требуется наf,тп Ео -оптимаrьныfi эле-

мевт с Еулевым значением на множеств" Ео.
Введем в рассмотренпе векторы П n 6,

a

Ф(Ll =

6&) =

0| ieEo ,

,-ф.- ie Е\ Eol

r0l, ic Ео,
+оо, CeErEo,

п заменим ка'цую из базисных систем 15, " flzee fa26] - *ч**."r., $|

" bL сосrгвегственно. Тогда f, будет оптим"r-r"- " 
'r'| 

h fi'r. Выбрав
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далее в грфе окрестностей точки L в баэисньIх системах % ', " Ьj,вердину
L е Е9 , найлем про_

ходящий череэ нее неразложимый орIикл 't минимаJrьного веса и заменим .f,
на ft + Zу Полученный таким способом элемент L + Z f буает fо-опти-
маJtьным. Доказательство данного утверждения аналогично доказательству теоре-
lrl,r б (см. Il] ).

Повторение укаэанной процеryры (в сrтучае l9 t П f52| ' ОО ) пршвепет

в конечноNl счете либо к речJению рассматриваемой задачи, либо к установлению

ес нераэрешимости в силу отсутствия " 13t П Лl, элементов с нулевыми эна-
чениями на NtlloжecтB. Е о (последlее обстоятеrъство проявится на некотором

этапе в отсутствии орцпк.flов нужного влtда в графе окрестностей.)

Верttоьrся теперь к }tсходноlt ,rадаче (2).

Введем в расс}-{отреr,,,. n,"or,".,roo Е n El - "дRойники" n"o*ecr". Е ,

Y

баэисные сист( }lы Л, l;

e_ZE' l ъ [Е'] =*0 l
J @,!, 7-) = l(xl

Нетрулrrо вllдеть, что (rrУ , Ъ) е
ко тогдп, когд;l Т. с 13 t п 1Э L и

fr (.n,. приьrер) и базисrtую сшстеlry gl : |Z е
. flалееrпtlложим bt= 3, * F Bz), 3' и

ЛrП Л П l,=0 тогдаитоJIь-

уG) =- аrc) прилюбом е еЕ .

Отсюда след),ст, tlTo lrсходная эадача свод}lтся к задаче поttска в

ше эадаче п()ll(:ка

л {tr,y,zlt 7 = 0 } ,""nryMa функчлrи J- , ,... к рассtllотреltной вы-

Е' -оптl{Ntолыlого речJения с нулевь,lчt эначенtlем на rvl'oжec'-

Lrr: I
Прочолура выбора для последней какого-либо f'-опrпrалыlого речrенItя

может быть бсrлее простой, чем процедура выбора допустиr\|ого реruония исход.Iоil

В, n 1 п

tlh
задачи. В качестве такого решения в определенных сJryчаях Nrожно взять (r,
где a' есть точка минимума t "о 3r, / - пропэвольный элемент из -
ч |(е1 =-rrc)-Уб привсех еСЕ

L),

L

Изложенный способ реrлен}rя задачи (2) есть, по существу| t\tетод сокраще-

ния невязок, в котором poJтb вектора невязок играет KoMnoHertTa l paccrttilтIJtt_

ваеNlых векторов (rrlril .

Из приведенньiх выше рассмотрений в}tдно, что tlсходная задача минимllза_

ции на пересечении базисных систем

на пересочениrt баэисtlьц ct|cтeм В |

L(е)+уG)=0, VeeE}
В связи с этим уделим некоторое BlrltNtaнпe задаче (2) в Topr сл)rчае, когдл

Ь,1 ."r" (проиэвоrьная) базисная cltc'e^|a 15 "u 
n,"o*."r"" ý U Е i а

fiz: %о ,где

1о={rе zEvE I rrc) + I(e) = о, Ve с Е}.
Если следвать изложешной pa}tee схеме решения этой задачиl то приlллось

бы ltn каждс)ii llтерации рассматривать граф Н <Xl с tlислом вершttн 
'{ 

lE l

fl, " |zсвод}tтся 
к задаче минDrNllrзацrlrl

irЛ"l n Лo={@,y)ezE'E|
9
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Однако ввилу спечифичности базисной системы Во можно Heкoтopbie пары вер-
lлин рассматривать как одну верlлину и сократить TeNt с8}чrым вдвое общее чttсло

вершин грфа. Так при любом е е Е в графе Н @) присутствуют вер_

lлпны е+, е- , е+ " ё Вершины е+ u

ствить и считать одной новоfi верчrиной € , а е- u

нойё,
В результате подобной редукции мы булем иNлеть деrlо с графом Н*(Т)=

= (Е u Е,Д*; , "о. Д*:{(F, ql Ir * Дr- бР , 1} (здесь и да_

леепри Р=ё считаем F=е lT.e. ё= е ).Приэтомсоответст_
вующим обраэом определяются и веса новь!х вершttн, а иNtенно 'll rc) = фG+)*
* u)(е-) = !(z t 0') * J(л- Д0) - zttr) ч 1lJ(e) : u) (е-) +

+ 1/)(ё*) = J(r+ dЕ) *J(Д- 0е) - 2 t@) . Наконец, для простого ор_

цикла т графа Н*(r) вектор 7,у определяетсятак: iy(P)=-1,7(P)=!,
если Реt " Р4Т i Хт(ф=O -востаrьньцсrryчоях.

5. Пусть в последrей задаче 1a _ декартово произведение базисных сис_

%u), t с V, "о. { Eul rt. У} - раэбиениеlrно-

ч Е . Такому разбиению ьtожет быть поставлен во взацlrtно_однGэ_

+ е мо}шо отожде-

е' - новой вецли-

тем

жества
Et,

Е.-

,,

начное соответствве ориентированный муrътиграф G = (V, Е) , в котором

вершина t/ считается ночалом (кончом) дугй е , если е е Eu (е е Ev) .

Если дополнитеJьно предполагается. что l Eu П Ie, ё| l < l при любых

IJ ч е . то G не бупет иметь пеСýъ.

В резуrътате мы поrтучаем не что иное, как базисную сеть, рассматривав_

шуюся в [2J. При этом базисньrм погоком в смысле данного там определения

булет сужение на f любого Т. с h п 15о , т.е. множестъобаэисньt{по-

токов представляет собой проекrrrо,r, ZE N{ножества В П flо . Принилrая

это во внимание, можно заключитьt ttтo задачо о базисном потоке мпниr,lалъной

стоимости представJrяет собой 'структурироваяную' форму эадачи минllм}|эации на

пересеченпи базисньц систем fi П 9о .

Учет внутрнней структуры заdачи может бьrгь использован, напрпмер, для

поIryченпя некоторых аналогов теоромы о максимаrьном потоке и минrlмаrьном

разрезе. 3десь мы формулируем и докажем одну пз т"*их ,еореьr f2].
О п р е д е л е н ш е. 3. Фунщию l,, LN->ZU{t оО} назовем

ранговой фнкчией базисной системы (N, Я ) , еспи

7(дl = mаL|ztлJ| ze 15l i д с ill .

Пусть 5,L е V, ео е Еt n ёо е Ез. E"n" XrY. V ,то
посредством (Х, Y ) будем обqзначать множество всех дуг грфа ý , направ-

n.o",*.n. Х . Y.Всякоемножество Y, j€ YС Vr L , опреде-

пяет (Srt) -раэреэ c(Y) графа G r е 0 r гд€ С(Y) =(Y, V' У; u

U(V\ Y, Y) \ ео . пусть, далееr
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д(y)= ЕtъtД il tt€ Y},

р(y) = rпLп ZltчИ t)l rrc Y},

гле 7,о _ ранговая r}ункчия базиснф системы $1 , Дt = ЕуОG чД),
Л = iё l ее ДУ ш мхниrчrум берется повсем мнох(ееIъам { тахrrr.,rrчто

с(У) < д с Е \ €, . Наковеш, на баэисшую системУ 86 НаЛОltОа"l СЛеДУЮ-

шее ограtlпчение: пр шобьв Х е flt ч Qe Е1 "".r.".,i".ro L+ 0СО-
- D9, $t .

Теорема 6.Если Вп 1о# Ф,то
mаr L(co) = йLfu(p[l - д1{)),

где максиr,fум бере.гся по всем f,, из fi П fio r а Mt{Hш}vrybl - по вс€м мltож€_

.r."", l| , опр€деляющим (rrt) -раэрфы. ý r ео .

Д о к а э а т е л ь с т в о. Прrr rвобых !, пэ 13 п ho и множествах

У " Д укаэанного выще впда пмеем

д(y) = Zlъ/Еi l t € y} = ZIr IE,il ,t , Y} =

= f,|rte)l е е (Y, У, Y)} * Z{rtёl /е с(Vr Y, Y)} =

= аtё)*Е{r[Д,i lue Y}

а

\

L

< - r,(eo': + Z|zчtД u)l t с Y} .

Остается докаэать, что дrtя Х е fi П Ло с }ласrмаJъшьм эначеншем

I le) наRдутся мяожества Y " Д тбхше, что в приведеняом вшще в€ро-:

венстве булет иметь место равепсIъо.

Из теорем 2 и 3 (с учетом релукчии грфа Н (r) ) слеryет, что значф

Hlre I Go| Фляется максllмаrъньlм тогда и только тогдоr когда в графе

Hr &) отсутствуют орuимы Т такие, что Оо е l " ео l У
Следовательно, удаленше верщпrrь] ео иэ H|@l в сrr}цае MaкcllмaJtbнocтш

х (ео) приЕодпт к Dбэрьву всех орlllкловl проходЕшrх череэ со
Пусть H=H*(r)\Eo " 0 _rчсrожесlъовершпнграфа Н ,

дости)ýиrrьlх "",0о . Поскоrrьку при С * Lо ry"" (еr е) " (еr е)
входят. Н . то вершшtы f, п ё дост!tжимы шrrи недостижимы обе одrовре-

менно.

Опрелелrrм }tножества Y и /|, полоltlв У = {Uе Yr t l И шнцrцен-

T}la дуге ее q|, Д= Е\ q .Поскольку, Со,е Q rто r€ Y и

*
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д . Ех ео . В сипу наложенного на

(Q,ео), q,, Et\ €о

В t ограничения, граф Н содержит

, и, следовательно, ни одна иэ на-

еб . Таким обраэом, {qr, |rl n

все дуги вида

чаJIьных вершин этих дуг Ilедостижима из

a п 0 = Р при g, Et \ со, огкуда следуетl что все ryги раэреза

С (Y) , инцидентные вершине f , приналлежат мяожес*у Д Привадлежность

ьa"o*u"."y ,{ остальных дуг разр€за С (У) непосредствешlо следует иэ оп-

ределения ,"о*""r"" {
Для завершения докаэатеrьствв достаточно показатьl что Х у (Д у) =

= r[ДtJ, u€ Y .Преллоложимпротивное,т.е. хt(Д)>r[Дd
при некотором 0 € Y . Тогда найдется Z е 1 такойr что Z[Дil >

> r [дil . При этом z можяо считать совпадаючrим с .! вне Ntноже-

ства f n, .

пуi,, Aou=lp е Eu !rtpl > zQl|, Boo=lpc ЕilrФ: zQ)J.
Учитьвая равенство r[Еil = I,tlil , будем иметь (1 - il [ДiJ =

='(|- il[B'lrJ= | lr-Ll ,G,-ilLВОtп Дu7>.@-l)Иi n Дч7 , п,

наконец, (r- 1) [Яirr ЛпJ + Q- r) Г_ВОч п ДчJ, |lt- ъl . Отсюда, по

лемме5,следует,чтопринекоторых РеЕч\ Дrr " 0е Дt шI\rеет

место л t Л9 - 0рa 15 . Последrее свидетеJьствует о налllчиlr в графе

Н дуги t Р, ?), начаrьная верrлина котороfi прилаллежит Q 1 б сле!ов6-

тельноl " gё 0 l чтопрпводитк противоречrlю.поскольку ДtПQ=
= Ф .Теореьладокаэана.

3 а м е ч а н И е. В тоМ сrryчае, когда ltалоЖеrшое на базисttукr CtrCTCltiY

'3 
t ОГРаниrlеllttе llo вьiполняется, Teopet*la остается в силе, если в ее форt 11 ли-

ровк(j BN{ecTo tvil{o)hecтB f , опр.,оппяющttх (5,t) -рirэрезыl FaccNtaтp}lвaтb ЛЮ-

бые множесТваt содержаЦпе j . При этоьr в сrry,чае 0 е Y " Д доп*," "*,-
дить дуга е о
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