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зАдАчи оБ упАковкЕ прямоутольникоts в поlосу
(Обэор)

А.ДДаfiнштеfiн

1. Постановка эадач и осноэные определения

Рассмотрим слеryюцtуlо задачу. На плоскости эадана область, ограниченная

двумя параJurеJIьными лучамх 0, Х, , h Х,. и перпендпкулярlьм к ним

'отрезком 0, 0z . В даrьнеfiшем эту область булем наэьвать полосой| ,tучll

0, Х, " 02 Х7 - сторонами п(мосы, отрезок 0, 0z - шом полф

сы, его цлину Ш - tлпршlоfi поJrосы (рпс. 1).Дно полосы лля улобства усло-
вшмся изображать гориэонтальноfi линиеil.3адан также набор из П прямоугоJIь_

шtlкoв, боквые сторо}lы которых параллеJIьны сторонам поrtосы, а основания параь
лельны дrrу. Каждьй прямоугольник характер|зуЕгся длшноfi W; (дrшrа ocllobа.

,
ния) п высотоR nL (длшlа боквоl стороны).

Упаквкоfi набора прямоугопьников в поrlосу булем наэьвать Liножесrво пря_

моlугоrrьншков, расположенных внутр8| полосы и не пересекаюtJlllхся друг с другом.

Высотоfi упаковки Н наэовем MaKcttMyM расстояrtпя мекry точками упаковкli и

дIlом попосы (см. рис.. 1). Задача состоит в построеfiпи'упаковки эаданного ша_

бора, имеюlцей мпнимаrънуо 
"r"оry.'

Wi

w
Рис. l.

в общем сr'tчае (когда доrтускаются прохзволъшце Епженшl прrмqгоrlыlпrФ
набора) эадача построеншя },паксЕки мшrtшаrlьшоп высоты праатrrческя не ,.сследф
вапась. Известнц тоJъко пршмеРш наборо, у котоrD( в оптпмrльноП упаrФIе уг-
Jlы поворога входяцttх в rtшx квадратов (!) не хратшш gоо (crr. [зrJ l. опгшмаlь-
ная упаt(овка qдного пз такпх наборе шэобрахеlrа на ршс. 2. отпrепrrg тахr<э ра-
оо,гу [Zв], в котороП хсýJrеýпаIýя асtrмптогllil.скхе оцэ'цr шrя упдrЬов ваборо
шэ равных квадратов.
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18 А.J|.Вайнчlтейн

W= Z+yTlz
W;= ly;= t

1si-.5
Н= 2*VT/2

Plrc. 2 Рис. Э

Гораздо бо.rее полробно исследованы ортогональные упаковки, в Koтopbtx сто_

роны пряNlоугольнllков остаются параллеJьными сторонам и дну полосы, а в фо_

бснностtt ltx частныai случай, когда допускаются Torlbкo параллельные переносы

пряt\lоуго,,rьнпков набора. В дальнеЙшсьt мы будеr,л рассматривать тоJIько упаковки,

по.гryченные с поNlоlцью параллеrьных переноJов.

Сфорr.лу.,rируеI\t несколько задач.

3 а д а ч а l. Построить упаковку эаданного набора прямоугольников, име-

ющую NlllllllNla.,lbнyю высоту, пользуясь только параллельными переносами.

3 а д а ч а 2. То же, чтt.l ll в задаче 1, но все прямоугольники имеют

одl|наковую высоту (для опрелеленности lrL = 1 l.
Зада ча 3.Тоже, чтоив задачеl, новсЬпрямоугоJьники имеют

одинаковую длину (для определенности 'tIL = ! l, , ширина полосы кратна

длине пряI!,оугольнltков, Цr = tп е Z
3 а да ч а 4. Тожс, чтоив эадачсt J., новсепрямоугольники - квад-

раты.

Сфорtlулироваllные эадачи(в особенности эадачи 2 и 3) могут быть есте-

ствснныtrl образоr,r проиllтерпретированы в рамках теории рсписаниЙ (см., напри_

lrep, [;]), олнако здесь Nrы не булем на этом останавливаться.

3адачlt 2 tt 3, а следовате.цьно, и задача l, являются NР -по*",rп [а,
4I, 5]], поэтоNry oтыcкalllle ффектltвных алгорllтмов их решения _ д€ло прак-

тllческll бсзнаде:r<яое. В связlr с этltll основнос вниI,tанl|е ниже уделяется постро-

онttю прltб.Tttженных а.lгорlrтNtов lt априорной оценке качества получаемых решений.

Этоriт вопросу посвяlцен также трудяодоступныl-, оОзор [Зе]. О лругих методах

I)ошеl|tlя pacchta'plr'acblыx эадач .n.,. [С].

t
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3адачи об упаковке прямоугольн}rков в полосу r9

Для даrънейшего lзrtохения нам потребуются сле4чющие определенхя lt обо_

значеuпя. Ltерез tri, j = t, L, З , Ч , будеll обозначать r|Ho)ýecтBa всех

входных tlaнHыx эадач 1 - 4 соответственно. Так, t, - NlнoxiecтBo наборов пар

(UL l h;) е R| , tL - мнох(есtъо нборе чисел UГi е Rr, lg
множесIво наборв чпсел ft,. е Rt , dц - множесгво наборов чисел

/-L€ R*.Через \til обозначимподмножеств. li, вкоторое
входят наборы, содерх(ащие не менее fL элементов.

Пусть Д _ некоторьй алгоритм решения залачи j . Верхrrей оценкой

аrгоритма Д будем назьвать веJIпчину

U (А) = SuР
Lcti

где НА (t) - высога упаковки набора t , поrryченной аrrгоритNIо]tt д
Н орr (L) - высота оптимаrъной упаковкll набора L . J|алее, асlllrlптотlrче_

ской верхней оценкой аrtгоритма Д наэовем веJIшчину

нд(L)
Н орт (Ь)

Накоrец, слабую асимптотичесхую вершiюю оценку алгорrtтiltа Д определиьl как

V(д) = t itп
rL+ф 'uD 

Нд (t)

Lc7j@) Hgpl L)

н. (ь)
sцр
Ьс *jtnl Н орт (L)

где

l.ti(Д) = Сtп
п +ф

tjt"l l,, tФ , харtrктерпэуючtееся coo.Home'ltc\l_ под[lно;<ество

Сtm
rL+oo

sиD
L G'l.;@)

= Q,.
nax,|hL lъi е Ь|

н орт (L)

Слабая асимптотическая оценка определяет поведtrп}tе алгорtrтьlа на ьцожестве на-

боров с ограншченно шэмешяющейся высотоil.

Пусть теперь * - некоторый класс мг(,ритrrlов рецiенlrя зддачи j ( в

даrънеRщем особое внимание бупет улеляться классу РВ _ аrtгоритNlов реального

времени, т.е. таких, в которьц информаrия о разьlерах очередного прямоугольнltха

становптся доступноR лиlь после того, как булут упакваны все предыдущпе пря-

моугол'ьникlt). НиюrеR оценкой эадачч j в классе алгорliтмов ft назовеNl

величипу .-
U("t) = Lnt U(il .

деЛ
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2о А.Д.Bайнштеllя

Аналогичло определим асимптогическую нижнюю и слабую асl|мптотическую ниж-

нюю оценки

V(л) = Lпt VGl. ) W(*) = Lnt Wи) .

дс* деft
Алгоритм Д < * наэовем наилучlлим. *n".." ;Р

t

асttNrптотическlt наилучlлим, если V(rе) = V(Д) , и слабо асимптотически

наlrлучlли]tt, ес..lи W Ш) : W (Д) .

Далее, семейство {Д€} аJrгоритмов наэывается поJIиномиаrtьной аппрок-

сltNtационной схемой (ПАС), если

U(Аs)4!+Е,Vt>0. (1)

lt сложность пюбого алгоритма А € есть полином ог TL -длtrllьt исходного на-

бор (cr,r. [+, ЗZ]). Аппроксимлlионная схема наэывается поJlностью полиноми-

а.ъllоil (ППАС), если соогноlrrение (1) выполняется при условии, что сложность

Аs огранltчена по.пиноN{ом от TL п lle .

Понятия ПАС ll ППАС естественным образом переносятся на асиltптотичэ_

cklte tt с.пабые асltьlптотические оценки.

2. Упаковка пряNiоугольников одинаковой длшrы

Задача 3 стала первой ltз перечи сленных задач, для которой удалось полу-

чtrть прltблttженные аJIгоритмы с оценкой. Простейшlиfi такоfi алгоритм - НЛ (ниж-

Hltfi .певый _ был преаложен в [ЗО] и состоит в следующем.

пусть t - ltсходный список (т.е. набор прямоугольников. упорядоченный

канlt:rt_.пllбо обраэоr.,l). Очерешrой прямоугольник l|з L размещается Hd самом

lllrжHetr tlз свободных уровней (отрезков, образованных дном полосы и верхнимll

основilfilrяttll упакованных ранее пря!чtоугольников) вплотную к его левой границе.

Очевltдно, алгоритм НЛ работает в peжrtмe реального вреNtени. его слож-

но(,ть - 0 (П) . Слелук,rrrая Teopenta доказана в [ЗО] (см. также [7] ).
Т е о р е rr а 1. Д.rя алгорllтNlа НЛ реrшения задачи 3 справешtlrва оценка

U = Z- tlm.
Д о х а з а т е.п ь с т в о. Пусть Нн^(L) _высота упаковки списка

t- , nocTpoeнHoil а.lгорllтlrоьr НЛ. Выбсрелi проиэвоJIьный пряlч:оугольник, чье верх_

Н 
"пШ) 

- lbi
lle.'tllKorr запо.'Iн(rна пряN!оуго.,lьнrlкаN,и J-пaKoBKlt. Срвнлtвая площадь этоll части

},nt'lкoвxll с п.lочlадью Bcei| уп8ковкlr, по,,tучаеIl неравенство

, е.ли (f({) = Ua)

вь]сота этого пря-

l



3адачи об упаквке прf,моугольников в полосу 21

rъ

Отк}rда

Очевидrrо,

п
ннл(L)r*|rоr*#hi. (2)

(3)

2m- !
, Iия ко_

Ноеr(L) ,, *f=ri, , Н ортш) , hj ,

откуда поrтучаем оценку U С 2- tlП .

Неравенство V> 2- tlm гарантирует список l

прямоуго'ьников L = t П- 7r,,,, m-!, !r,,.r!
тоDого

Ннл(L) = 2m- t, Hoor(L) = m .

Lшэ
, ftL}

a

Уrтучlltить верк}lюю оценку удается tTyTeM предварительного упорядочения пря_

моугольнtlков. Это прlоолит к некогоро}.rу,увеличению сло)|0lости н выводнт за

пределы класса РВ. Так, . [ЗZ] расGtrотр€. ппгорlтм НЛУ (ниюlиR левыfi с

упорядочением по убьваяшю), отличаюrлпfiся от НЛ тем, что сппсок предЕаритель-

но упорядочивается по убьвалию вьlсогы. Jlоказапо, что для ?того алгорltтма

lJ = Ч lз - tlз m . ДокаэатеrЪство ФоR теоремЫ достаточнО ГРОlttОЭДко;

оно мо).(ет быть наftдено, например, " [ZJ.
Дальнепщее по}|шжение верiшей оценкн связано с рассмотрекием связи rъlеrк-

ry задачами 2 и З. 3аметим, что задача 3 может быть сформуrчlрована кок з6_

ддча отыскания минимбJlьно0 шшрпяы полосыr дrtя котороf, оптllмаJьная упаковка

прямо}rгольнllков вцсогы 1 имеет высот? не боrrее 7l1 (это сразу стаflовllтся

ясным, если посмогреть 'сбоку' на рис.3, шэображаючrлfi упаковку дrlя эадачи

3). Основываясь на этоR идее, Коффман, Гэрш и Джоrrсоlr предложили в [er] ал-

горштмr для которого удаетря поrцrчшть оценкш trt?6 1 U < tr22 .

В основе этого алгоритма лежит алгорrцм ППУ решенпя эадачll 2, описанныfi ни_

же в раэделе 3.
PaccMoTprrM теперь нижяпе оценки алгоритмоэl работаючrшх в режшме реаrь_

ного времени.

Т е оре ма 2.Для классаРВ алгоритмов решеflияэаддчв3 справеллrr-

вы оценкш

3/?
5/3

1+ tT|2

fi=
[/=
U).

прlr

прll

m=2;
tll - 3;

при m>ч.
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Д о к а э а т е ль ств о. Пусть ?П= 2

д.Д.Вайнштейн

. Рассмoтрим два списка:

- проиэвольньй аrrгоритм из

, либо По-
ц = {1,tI t = lt,1, Ll

класса РВ. Тогла, очевидно, либо

скольку

. Пусть Д

нА(L) > 2 нАd) >3

Н оrrL) = ! , Ноrr(h =Z , nonyr""*o J '. *Ln

нд (t) t
н rrrш J

t Нд(J-)tlm,
qлгоритм

l

. С лругой стороны, как следует иэ теоремы 1,

нл, прияаллежащий классу Рв, гарантирует оценку irz-llх=зl2
Следовательно, U= 3/2

Пусть rfl= 3 . Рассмотрим следуюшие четыре списка: L, = {r, r, r},

L, = t' .!,!,2,2,2|, L, = [r,' ,L,2,2,2,73 3J, Д* = {, ,L,L,2,2,2,7,7,

7,r5}. пчсть Д _ произвоJIьный алгоритм из класса рв. нетрулно видетьr что

.,,,,6о- Н А(L) > Z, либо Н л(L7) > 5, либо Н А Шз) > tN, либо

НА(Lч) > Z5 . Кроме того, имеем Н ооr(L) = t, Н gрl(L) =3,
Н|оrrШ)=t^0 , Норт(Lц)=/ý,откуаа lJ> mLп{z,гlз !

l1 | 10 1 25 | 15 l = 5 l З . Протlвоположное неравенство снова следует из тсо-

релlы 1.
Пусть теперь TTL ) 3 . Рассмотрим следующие четыре списка: L, =[1,...

...,1}, Lr=11,...,7, Cl...,C}, Lз= {7,...,!, сr...rс,
С ( с+ t), ,,., crc+1)}l Lч = h,...,7,C,...,C, с(с+ l),,, ,с(с+11,
2с (с* l)}. 3д.,сь списки L1 , L2, L g И Lq СОДержат, соответствонно,

m, 2mr3m u 3m r / прямоугольников, число с > 1 булет опрелелено ни-

;лс, Как |l ранее, llNteeb,, следующие возt{ожности: либо НА(L)>2,лuВоНд(L)>
> lt 2с , .пllбо Нл Ш) > (1t C)U t 2С) , либо Нд (L,|) > (tr OQ+ 3С) . "
то вр(rNlя *"* Horr(L r)= !, Hop1(L)= !+Ct Hgp7(Lg) =(t*O! Нор7(Lц)=

= Zc(t+c) . отсюда а> шLп|Z,U+2фfU+с),(1+3с)l2сI . наиlryч-

1лая нllж}lяя оценка здесь достигается при U+Zdl(tg)=(!+gg)f ZC , ,... np"

с=!+Е ,откуда art*ElТ.
Kpolre этого результата, в [2] попу"е*а также следующая асимптотическая

|lrrжllяя оценка для K..lacca РВ: it '. m'l@L- mf /) . На*о"ец, иэ сосугноше-

rrlrji (2) ll (it) ll олреаеления слабоil асимп?отllческой оценки следуетr чтов клас-

серв frl= t
llрелыл5,шrltс результаты r.логут быть усилены прI| некоторых фиксированньtх

знirчс,нttях 77L . В частностиl для m = L " [SО] предложена полНоС', Ьк)

по.:lltllоNtllа.lьпая аппроксrtьtа|l|lонная cxella, основанная на стандартных идеж € -
ttрllб.rluкеltного дltнаьtllческого програNtNlllрованllя (cbl., наприь,ер, [S]).

llз лругrrх рбот oTlreTllм tштеросный резуьтат [аО], где построен поли_

ttor;llit.,lbныit а.Tгорllтr\t решенrlя задачrt .'} прtl yc.roBltl|, что высоты iпаковьваемых

з
2

a
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a

прФrryгоrъников прившмают эадatпвое колич€сIъо разrlхrЕtых эначеlпtfi. Оrеlпса

сло'оlости 9того алгориr-" Q(COy Ъ Со!tпп2(к, /)), 
"о" lъ = tпаr!ht:

hi е LJ , К - чgсло разrlпЕrых эначеншfi, прtдlпмаемых вцсотамх пра-

Мо)rгоJьников

Iri.l
[= 1

Z ý{с;1 <d..

3. Упакока прямоугопыlиrов одlоlаковой высоты

Рассмотрим теперь эадачу 2, причем шшршлу поrlосы для }rдобства пprrмer.

равной едЕlице. 3aMeTlM, что поскоrьку высоты всех прямоуголыrпrФ одt{наковы

ш равны 1, иМеет смысл пэ}rчать тоJIько такше алгорптмы, в когоtъtх Jrпаковка

проЕaводится по уровням, т.е. нгrкillе основ€цшя прямоDrгоrlьвихФ распоrlагаlогся

на высогах Оr1 ,2r... . Такне алгорtlтмы быrвr обстоятельво шсследоэлtы в f+O,
ar] (см. также [z]).

ПростеfiшlrrЛ пз ншх - алгоритм ПП (перыil подходшrrfi) _ бIlалогпrl€ll бл-

горитri,rу НЛ дм эадачи 3. Он эакrпочаgгся в ToMr что очер€дlоП пряlr,tоугоrtьншк

иэ списка располагается на самом вшюlем шз тех урвнеfi, на когорь8 он мох<ет

бытъ упаковац, и при том Katr моr(яо левее.

Аrrгоритм ЛП (rтучшпR подходшrпП) отличается от ПП тем, что уровеь, на

когором располл,ается очередlоfi прямоlrгоrьнrоt, выбирается шэ усповпя мпнlпrу-

ма раэности lцирпны поrrосы п cyt"fivtaprloй дItдlы упаковкR в 9тоN{ уровне.

Оба ыгоритма _ ПП ш JIП - прпнадrrеrtат классу РВ. Их оцев!(ш псследо_

валпсь в [ЗЭ, 4О, 41], где показаltо, что для обоrп алгорштмов справедrивы

соотнощения

U эt| , V= t,|
(4)

(эаметим, что для заддчх 2 пшятия асимптотпческоfi ш слабоЛ асtruЕrтотической

оценок совпадают, поэтому церавенства дJtя W в 9гом раэделе не рассматрп-

ваются). Прелставляет интерес шея доказатеrъства выпtlсапншх соопrоlлеlrпfi (см.

,"**" [rЭ.t).
пусъ нам уддпосъ построшть фнщпю s (л) , облапаюшцрю слеryшдшмп

дЕумя свойствами:
кк

1) Пусть

2) Пr,сть 1= |Вr, В", , . .

тельных чисел Х = lrt , ,, .r tcl ,
ся подмrlожеств такое, что для побыхi>t-z

L=!

, BJ - раэбпенпе шtо,(€ства попожх_

O<Iia! ,На t trеперосепаюlц,tх_

L,j, tзiсj ct ,ч ft, с В; вш-

. Тогдд

х,попlяется неравенсlъо
Iе 8;

тогда
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ё

Z S(r)> t-l+Zmal'to, (Z S@l- l)}.
s€Х L=! ,eBL

В этом сJIучае дJIя алгоритма ПП справеллlDы оценкш

V<а, UзоL+t. (5)

Дейсrъитеrъно, оптимаrъная упаковка списка t определяег раэбиенпе

t* - HopT(L) непересекающихся подt\лох(еств Btr,,,rBtr,
cyN|Ma дJIия прямоугольнпков не превосхф

1 t . Следовательно, пэ своfiсъа (1) вштекает

+

спIска на
в каждом

дllт едЕllцIы:

из которых

: иI;
Uie Bi 9

z
UL. ь

Scas 1 d. Норт(L). (6)

l
С пругой qгороны, ПП-упаковка списка Ь определяет разбиение спшска на

t - Н nn ( [) непересекаюrцихся подмножеств, дм ýоторьв в силу опllс6-

нпя аJtгорtlтма выпоJшяется посылка своfiства 2 . Отсюда

Нпп(L)< Z SW;)+l. (7)
Шiе L

Сопоставление (6) п (7) дает оцеrrпи (5).

Нетрулшо показать, что съойствамл 1 п 2 обладает фнкчия ý rСl
= 2r, l9тодаетоценки YЭL, U"3 . Оlrенку(4)улалосьпоrrучпть

. [ЭЗ] с помощью кусOчно_лпнейной фунщии, определешноR следrющtь{ обраэом:

$@) =

Функltпя S (r) , определенная этими форrиулами, тоньlле учитьвает индtlвидIаль_

шые особенности прямоугольников, чем грубая функчия S(r) = 2r , что пф

Фопяет поJr}rчить хороuJую оценку (4). Если же учитывать этш особеншости ух(е в

процессе упаrовки прямоугоьников, то мо)|(яо получить алгорптм класса РВ с

л}rчrцеfi аспмптотическоR харахтеристикой. Это было сделаrrо в [эS], где предло_

,кен arтoptlтM УПП (улучшеlшыЯ пеrыf, подходяшцfi), закJ!очаюlцllПся в слеýrrФцем.

Пряr,лоугоrьник имеgг r- rr если дпя него !l2 'UIL 
З t ,тrrпfi.еслr

2l5 < аlt.1l?, ,тип[f,если tlу. u\ э 2|5 ,птшпЕЕ,ес_
лП 0 a ttt< tl|. Уровням упаковки такх(е припtlсывается тилr оrrределлеr,щfi

бr|ý ,

9r|f-t|t0,
6 rl5 + tlt0 t

бrl5 + Чll0 l

0 Lr. tlб ,

t|всасt|з)
t|3<rдt|Li
rlLrLэ!.



3адачи об упахсвке прямо},гопьнllков в полосу 25

тппом пеFОго упаковлlНого на этом )rровне прямоугольНшка. Очерешlоf, прямо_

Jrгоrrьвrц( типа i n"*1,"r." на пеFвоМ подr(одящеМ уровне типа L r Эа tlСКJIЮЧе-

ншем к tL -х прямо},гольников Trma Ш (эдесь fL = L.2,", | К - параметр

arToprrTMa), которые пакуютсЯ на пероМ подходяrлем уровне типа i,
в [ss] докаэано, что прtl К = 6171819 для алгоритма УПП справедrriвы

оценки lJ < 20|3, V = 5lз . Кроме того, там же исследовбнб aCrovl-

птотшческая ншt<няя оценка эадачи 2 в классе РВ ш докаэано, ЧТО ДЛЯ ЭТОГО lИбС-

са | >- 3 | L . эr. оценка улучцена в [az], где полrlен слеryюцшf, реэуrъ-

тат: rrycтb

fuо= !, flLrt= ml(mi+ t), L= 0rlrLr",, (s)

тогда дtя класса Рв

i, |,тр,(Ё,#)ltр,+lк>о с=о ь-ч fu
Непосрелсвенные вычисления для 0 a К 1 5 покаэывают| ".о У > trý 36,

Так же, как и для эадачtl 3, оцеlrки (4) Moloro существеrцо уrrучццтьl раэ-

решt{в преЕаритеJrьное упорядоченпе прямо}rгоJъников. Так, . [aO,ar] былш рас-
смотрешы алгоритмы ППУ (первыП подходящиfi с )rпорядоченшем lio убьваншю) и

ЛПУ (пучlлиfi подходяlrиП с упорядоче_ншем по уЬваяшю), оглllчающrrеся m ПП и

ЛП тем, что список предварrrтельно упорядочtвается по убьванrrю длин прямо_

угоrrьншков. Методамл, сходrlымtl с изr|ох(енпьшll выше, удалось покаэатьt что для

обоих укаэапных апгоритмов справедлlDы соотношеншя

lJэ5I,.v=+.
Эти резуrътаты мог}rт быъ улучшены, ecJвt attpиopli иэвестltо, что длияы прmlо-

,i;e (0 ; 1lLJ

Проluилиаrъная возмоr<ностъ попучения более сиrъных оценок была отме_

чена в [SSJ. Там выскаэ€rна слеryющая шдея: ecJu| удается описать 'плохrrе'

входы дrlя далllого алгорllтма и построшть для таких входоэ аJtгор]lтм с ,tучшшмtl

характер}rстиками, то исходrrыfi аrrгорштм булет уrrучшlен. На этом путш удалось
мопшфшчrроать алгорптм Ппу тах, что его асltшtтогшческаа верOlяя оц€нi.l cнtl_

эиласЁдо tllg-€ rгде E-tO'r.
Поrryченяое сншжешие оцешкш настоrько t:езначIтеrrьно, что быrв дахе вш_

сказана гппот€Glа о том, что в Krtacce мгорtfтмов с достаточrtо неашсокоl слоlк_

ностью (налршlер, порядtа 0tФ, 0 (П СОqП) ) аспмлтo"rrческая шш)lоtяl
а

оценка эадачш 2 отпrrчна от едшlчttы.

Эта гrпrотеэа была опровеrшута в [ЗО], где для эадаtlх 2 построэша лп_

неfiная (по чпсlт}, прамоугоrtыlшrа) аплроlссtrмацшонllая схема. Д пмеlцо доrсаэа-
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но, что для ,Мого Е > 0 существует алгоритм упаковки S€ " У(J€)<

эависиТ тоrъко от f . с - абсолютнаЯ KoHcTлlTa. (Дryгая такая схема пред-
ложена в [aZ].l

в осное докаэбтеJъства этого резуJьтата лежит следующлЁ фкт. Рас-

смотрпм задачу 2', отличаюlцуюся от исходной эацачх 2 тем, что все дрямо_

угольники шмеют длину не Ntеньше эаданноfi веrrичrrны | , ПРЕЧем длины пря_

моугольников принимают всего L раэличных значенпЙ (общее число прямоугоrrь-
ников по-прежнему /L ). в [зо] доказано, что при фиксироваrных { n f эа-
дача 2l может быть решена с точяостью до аддитtвной констаяты за время, не

завпсящее от tL ,

дапее осущестъляются следующие шrаги. По задаfiным fL ч Е определяют

е, = €/(€ +L), t - Геi'J , С - количество прямоугольников, длина когф

рых меньше Еr, h =L(Zl-UItJ . З"r"л, исходньй спшсок L С t"
разбивается на три подсписка: Ко, К и R . В Ко входят С ".r*r***-
роr*"*," R входят L= ft-e-tlL самыхдJtltнных(имеем 01

редь,спllсок К раэбrваетсяна t noo.nn.*o" Ktr,..rKt плlnrr|Y

5,

каждый, причеNr все прямоугольники из К
иэ KL, 1{c<j<t l хв
ется пряr\|оугольник минимальной длины С{; . Нетрушrо видеть, что вся эта

процедура может быть осуществлена за время 01П hg t) = СП lЛХ U l е)
(с ltспользованием аrlгориrлпа [t], отыскивающего ( -й по величине элемент

btaccrtвa за линейное время).

После того строятся списки

пряNlоугоJьников дJIияы ф1 , Ь

пряN|оугоJIьнllков дJrияы dt, l:

Kol

угольников Iчlиньi d | заменяются на

гольнltков длины 1. Нетруано убедлться,

j "" короче шобого прямоугоrrьника

каждом иэ подсписков К; выбира-

3

t(,t и состоит иэ

такое )|(е количество

ЧТО ВЫПОJIНЯЮТСЯ

R, ь
,lL

прямо-

прямоу -
неравенства

. TaKlM обра_

прямоугоrьников дrrины dz, , , ,

огличается от t тем, ".о lL

н оrrtt) А н орт(L,t с н orrdi), н оrrtЁ') <(t* д2 Н орт0:)
зом, достаточно упаковать список L1 , "aо 

можно сделать, решllв эала*у 2'.
3аметим, что описанная аппроксимационная схема имеет чисто теоретхче-

ское значение, поGкольку KoHcTa}lTa С € в оценке сложности аJrгоритма зави-

сит от е суперэкспоненциаrьно. Наиrryчшими с прктической точки эрения по-

прех<лему остаются алгорштмь1 ППУ и ЛПУ.

Из лругих работ отметим frO], где'еще раэ (уже в совершенно дtугой

ситуачиll) возникает последовательность (8). Там исследуется аrtгоритм СПУ
(слелуюшrиfi подходящий с упорядочением по убьванию), в котором очерепной пря-

lrоугольник распологается рядом с предыдуlцим, а если это невозможно _ то lla

следующем уровне. В [rO] докаэано, что для аJIгорllтма СПУ справедrrва оцен-
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ф
у= ZtltlL=t,6gt

L=0

Другие вопросы, связанные с эадачей 2 п ее молификачиями, рассматрива-

ются в [rО,SZ].

4. Общий сrryчаfi

3адача об оргогонаrьной упаковке проиэвольных прямоугольников (задача 1)

впеtвые рассматриваJIась в [rr], "ле 
изучаrrись алгоритмы класса НЛ. В проти-

воположность эадаче 3, здесь высога НЛ_упаковки при неудачном начальном упо_

рядочении может огличаться от оптимаrьной на произвоJьную муJIьтипликаtrвную

констаяту. В частности, таким съойством обладают упорядочения по увеличенпю

дrlияы и по уйеньrлению высоты [rr]. T.*nM образом, алгоритм НЛ не MorKeT при-

емлемо работать в режиме реаrrьного времени.

Более удачным окаэьвается упорядочение по уменьщению дJIицы. А именно

в [rr] доказано, что для апгоритма НЛУД (ниюrий левый с упорядочением по

уменьшJению длияы) выпоrrняется оценка u = 3 . Доказатеrъство неравенства

U < з основано на подсчете площадей. дналогично теореме 1 paccMaTplBa_

ется самый высокий из прямоlугоrrьников упаковки, верхнее основаяие которого

лежит на высоте Н нлуд (L) , и проводится гориэонтаrьная прямая через его

нижяее основiние. Нетруаяо показать, что часть полосы, лех(аtцая ниже этой пря_

мой, эаполнена прямоугольниками упакФки не менее чем наполовlшу. Отсюла вы-

текает искомое неравенство. Обратное неравенство докаэывается конструктивно.

Для задачп 4 аналогичrrыми методами удается доказать оценку U = L
в [tZ] приводится полробное описаяие структуры данных, обеспечшваюIцей

для алгоритма НЛУД оценку сло)l<яости 0 @L) .

Как уже огмечалось ранее, в задаче 3 всегда можно найти такое упорядо_

чение каждого конкретного списка, для которого НЛ_упаковка булет оптимаrъной.

Для задачи 1 gго окаэьrвается неверным. Так, в fra] локазано, что в классе всех

ка

a

t
е z

L

а) б)
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аrtгорштмоВ НЛ (С разлrЕlцМ преЕаритеJlЫlЫl' УПОРflДОЧеНШеr..r) сПраведлхва оцен_

ка t > S lЦ. Идея этого резуrътата coc'oll. в следпощем.

Рассмотрим упааовку ша рис. 4 а. очевидно, 9ю - оПТиМбJьная упаковка
эаданно-о шабора в поJrосу tцирины 7. Боrrее того, можно покаэать, что rпобая оп-
тtlмаJъная упаковка этого набора в полосу такоfi rлирtоlы можег бьrть поrrучена иэ
данВОй с помощью отражениfi огносительно осеП сtlliл,rетрии получrвшегося прямо_

угольнхка. Это оэначает, что в побоfi оптшмаrьноfi упаковке прямоDlгоьники 1 и

2 не попалут Hll в ниllсlиfi, нп в верхrrиfi ряд упаковки. Увеrмчlм теперь длпны

прямryгольншков 1 и 2 на е п рассмотрим упаковку полученного набора в

полост lлирtоlой l + 2 С, . Если Е достаточно мало, то оптимаJьная упаков-
ка модифrщированного набора t{Meeт такую же сгЕуктуру (см. рис. 4 б). Нотакая

упаковка не мо)|(gг быть реэуrьтатом работы НJl_алгоритма. тл как у яее в

вих<яем ряry обяэательно будет эаэор, что прогиворечпт правилу НЛ.Легко убе_

диться, что для изображенного набора rшобой НЛ-алгоритм построит упаковку с

высотой не менее 5, в то время как высота оптимальной упаковки равна 4, что

и докаэывает требуем5lю оценку.

Другой подход к эадаче 1 предлф

жен в fZЗ], где шзучалllсь так нозьБа_

емые уровневые алгоритмы. Рассматри_

ваJrись два аrгоритма - СПУВ (слелуrо-

щхfi подходяциR с упорядоченrrем по убьl-
ваtlию высогы) и ППУВ (перыfi полко-

дflrиfi с упорядочеЕием по убыванию вы-

соты).

Алгоритм СПУВ эакrпочаегся в сле_

дуюrдем. Спшсок упорядочrвается по убы-
ванию высоты прямоугольнпков. Перэыf,

Рrс. 5. прямоугольнltк пакуется в левом Htl)шreм

углу, слеýrющпfi _ вплотную в неLrу справа tl т.д. до тех пор. пока очередrоfi пря_

моlугольнrrк не окажется cJBlIJtKoM дJrинным. В этом сJIучае через Beprcrreo осноьаrtие

порвого пря}rоDrгоJtьника проводится гориэонтаrъная лпншя 0 " 
*оra"a" часть

списка пакуется ацаJtогиrоlым обраэом в полос)r, дlом котороf, crtyrlclт С . Поrrу"r--

tлаяся упакоэка шмеет вшл, иэображенный на рпс. 5. Часъ полосы, заключенная

межry r мя последовательными горизонтаJrьными линиямп, наэываgгся блоком. Ал-
горитм ППУВ отличаgгся от СПУВ тем, что очерепноf, прямоугоrьшик пд(уется в

самыfi ншIоlий пэ блокс, в которые он подr(одит.

Справешrrrва сл€ýrющая

а

l.

[ZЗ]. Лп" аJtгорштма СПУВ выпоrЕlяются оценки

U < з, w= 2 .

I I f

Теорэма 3
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Отсюда слеryют неравенства U a 3 " W 1 2 . Н"р"""""r"о W 2 L выте-

кает из следующего примера: п = Ч К, bt= t, L= tl,,rru, ИI2m= шlL,
IOL= lr..,r2к, azr-t= ul2', m= tr,,,rLK . 3десь, очевшдt|о,

Н.п""L)= п, Н о"r(Ь)= п|L+е, е+0.
3аметим, что хотя аспмптотшчески аJrгоритм СПУВ rтушlе, чем НЛУД, аЬ

солютная оценка для него равна 3, TElrс же, как и для нлуд. Уrтуччrения как

асимптогическоfil так и абсоrпотной оценок поэволяет добпться применение алго-

ритма ППУВ: в [ZЗ] доказано, что для алгоритма ППУВ справедJIпвы соотноtцф

ния U 1 2r1 , W = tr| . Доказатеrьсгво этого фкта проволится аtlало-

гично докаэатеrьiтву оцечоi дIя алгоритмов ППУ и ЛПУ в задаче 2 с пспоrпrэь

ванием той я<е весоgой фнкчил.
Если все длины ограничены веrЕ{чlдiоf, W lП , Ш 2 Z , то форму_

,tr{рованный резуJьтат можно усиJшть f23_t : ."rпо*яется оценка

н nno (ь) < pr fr) н о"r(L) + 1 .

Отметим также реэуJьтат дпя эадачи 4: есrш все прямоугоJlьники иэ сппска -
квадраты, то для алгоритма ППУВ lJ С |lL l W = 31 2 .

Таким образом, уровневые аrгоритмы превосходят по качеству НЛ-аrго-

ритмы, хотя, каэалось бы, при уровневой упаковке в полосе остается очень мно_

го неиспоJIьэованного места. Части.+tым объяснением этого явления может слу-

жllть тот факт, что суммарная нФiанятая площадь, лежаrцая в блоках над прямо-

угоrьниками упаковки, не так ух( веJIика:

29

э

Д о к а з а т е п ь с т в о. Пус,гь Brr,,,rBt - блокл упаковкиr

Х1- лпшrа самого певого прямсчгоrlьнпка в tst , lt - сую,rарlая дJIинавсех

прямоlугоlъников из 81 . Тогаа, оч€видlоl !L+ f t*trШ, !1L4t .Пусть

А1 - "rr^r"рlrая 
площадь всех прямry"*"rоI* "" Bi, Н1- высога В1 .Пь

скоJIьry все прямоlугоJIьники иэ 8; не ниже, чем Н Lr,, , а высога самого

левого прямоугоrъника в Bi*r r* Н i+, , то Дf Дi+|,Нir1(!.+ rir))
2 tltHi+t. Если теперь Д = Z Дt r то

t t=.' ,-,
н.п,r{L) = kHt,H,-#F3l*# *rо, "

1Нr+ # . 
,Tr:rhb* 2Н орт(D .

а

,
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S < Иt- H,,)uI + (Hz- Нr)иI+...+(Н*г Н;)u + H{n= Hlli.
Отметим, что уровневые аJIгоритмы, в отличие от НЛ-алгоритмовr умется

приспособить к работе в режиме реалы{ого времеfiи. Этоr"rу вопросу посвящена

[rz], "лa 
описаны единственные на сегодняlлний день алгоритмы речtеflия заддчи

1 в режиме реаJьного времени с конечноfi BepxJrefi оценкой t/ . Ио"" "r* ал-
горитмов эакrlючаегся в следующем. l|o начала рабoты аJIгоритма фиксируется па.

раметр а, 0 1 а < 7 . Высотой блоrа MolKeT стать ToJlbKo чпсrrо .ида i,' ,

L е Z . Для очерелrrого прямоугольника определяется целое (воэможно1 oTpll-

цат€льное) число К такое, что N'*n < lЪ < ZК. Алгоритм СП, упаковыва-
ет ?тот прямо,угоrьник как можно левее в самом верхяем из блоков 

""r"оaы !,К
(ecrBr упаковка ни в один из таких блоков невфможна, организуется новый блок

высогы ZK l. Алгоритм ПП tr отличается от него лиlль тем, чтоупаковкапро_

иэводится в самый ниlorий из блоков высоты ZK . С помощью сравнения площа-

дей для алгоритма СП 
" 

легко получить оценки W = LlX, U= Z|Z+t|Ъ(t,Ъ)l
тем самым U = \ 36 при соответствующем L . Для алгоритма ПП 7 с

помощью весовой фнкчии в [rZ] поrryчены,более сильные оценки W - tr?|l, ,

U = 7r1 lZ + t l"(t-Z),or*yaa U = \99. В применении к. эадаче 4 фа

описаfiных аJrгоритма дают оценку U = tlL + 1l1, (t-t).
Прlвеленьlе выцrе верхние_оценки алгоритN{ов из класса РВ пока еше

очень далеки от нижней оценклr U > 2 , докаэанной в [rS]. Кроме этого ре-

зуrьтата, . [rS] получены также интересные нижние оценки для классов алго-

ритмов с различным предваритеJтьным упорядочением и одним просмотроNr списка.

Эти алгоритмы работают так же, как аJIгоритмы из класса РВ, но на входе рас-

сматриваются лиlль списки, упорядоченные в соответствии с заданным правилом.

В [rS] для упорядочения по убьванню lлирины поrryчена нижняя оценка

i't*{dlз , для упорядочения по убьванию высоты - U > 5l3 , дляупо-

рядочений по возрастаяию ширины либо высoтьl - IJ > (t * !Т) l 2 . Для эада-

чи 4 в случае упорядочения по убьвалию раэмера - tr>З|Z , в сrryчае упо-

рядочения по возрастанию размера - U >. 7 l Ч .

Третий метод речlения рассматрlваемой задачи _ метод расшепления по_

лосы - был вперые предложен в [ЗS]. Для осущестъления аJIгорптма расщепле-

ния (Р) прямоугоJrьники предварштельно упорядочиваются по убьванию длины.

Упаковка начинается с нижнего левого угла полосы. Если очерешой прямоуголь-

ник уддется упаковать вплотную с каким_либо иэ предыryщих на од}lом гориэон-

Tartbнoм уровне, то полоса расщеппяется на две вертикальной прямой, продолжа_

юlrrеfi обчrую гранпцу этих прямоугоJIьников. После этого упаковка происходит в

пределах эт}tх полос, которые в свою очередь могут быть расщеплены, и т.д.

В [ЗS] докаэано, что для аrгоритма Р справедливы оценки U< 3 rW= 2 .

доказательство этого реэуJrьтата основано на подсчете площадя, занимаемоfi упа-

t

i
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кФкоft в текущхй момент работы алгоритма. 3аметим, что в эадаче 4 а1ц.оритма

Р Morrqo докаэать оценку |J a L tcr. [Зfl l.
Даrънейшее улучшевие абсоrпотньпс и асимптотическlrх оценок в ЭадаЧе 1

свяэано с применением смешанных алгоритмов, испоJlюуюrrrих несколько стратегиR

)mаковки в зависимости от размеров прямоугоJIьников.

Так, rrучшlая абсолютная оценка, пзвестная на сегодняцдrиfi день (ЯнваРь

1984 г.), поrtучается комбинацией илей расшепления полосы п уровневой упаков-

ки. Рассмотрим. следующий ал оритм УР (уровневыfi с расшеплением), предIожен-

ныП в [53J. Выберем прямоугоJьники с дпшlой не менее Ul 2 и упакуем их

один на дпrгой. пусть ft,6 - высога этой упаковки. Упорядочим ост€tвшиеся пря-

моугоJьники по убьванию высоты и уложим аrrгоритмом СПУВ одшl блок на вы-

соге lVg . Еar- сппсок еще не исчерпан, разбlваем полосу вертикаJrьноfi прямой

на дDе полосы равной цJирины. В каrкдой иэ этих полос опредеrц{м текущиfi уро_

вень - по самоR высокоfi точке упаковки, распоJrоженноfi в этой полосе. Оставlли_

еся прямоугольники пакуются алгоритмом СПУВ по блокам в ту из полос, в ко_

тороЁ очередяой текучrий уровень (к моменry начала нового блока) окажgгся ниже.

| Т е о р е м а 4. Для алгоритма УР справелrrпвы оценки IJ15|2,W-2.
I

l| ок аэа т ель с тв о. ПредположимдJtяудфстваt чтоlлирина по_

лось! равна единиче. Пусть До _ ппощадь упаковки ниже уровня ho , Дl -
плсщадь прямоугоJьниковi попавlltпх в левую полосу, ни)|(ние основФlия когорыr(

расположены на уровне lLо , Д2 - ппоцrлаь всех остаrьных прямоугоrьников,

h1 - ,"r.*а самого нижнего блока в левоЙ попосе, hL - высота самого нttж_

него блока в правой полосе, Н2 - a"r"-" упаковки прямqrгоJIьников, составrlя-

юЩИХ Д r" , |" - разность высог упаковки в правой и левой полосах к концу ра-
боты алгоритма. Тогда, очевидно, 2Н9рL)- 2|ъо*h1 + Нr+|У . дналогич-

но докаэательству теоремы'3 Moloro поJIучить Hta Ч Д"+ lt". Далее, ЬоС2До,
hz. 2Д1 . Отсюла

.Нye(L),!(чл,-ЧA"+h,+h*|ъl)=2(AorA,+A2)+Щ.вl

Очевидно, До+ Дt+ Дzl Норт(1-) . J|алее, если во время работы алго_

ритма текущий уровень левой полосы всегда превосходил текушrиfi уровень правой,

,о Нуе(L)= hо+ hta 2НортЬ) . В протtвном сrrучае lra tЧ,, и из

l9l ч |у, < ?паLUL1: luL е Lr<Hop/D поrryчаем утверждение теоремы.

В алгоритме, предrtоженном в [ZЭ_|, исходный список разбrвается на две

"r"rn,. L1 входят прямоугоrьники с дrrиной более Цf | .ь Lb- остаJIьные.

3атем список L! пакуется с помощью аrtгоритма СПУВ. Блоки поrтученвоfi упа_

ковки переупорядочиваются по вGэраста}rию длины. В реэуrътате этого в правом

ниrtснем угrry полосы образуется незапоJIненная область, в котор/ую вписываgгся

прямоугоJrьнпк ллrwtbl |1||! . Список LL пакуется с помоlltью СПУВ сначала в
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9тот прямсtугопьник, а потом выше упаковки списка Ь, . Как докаэа"о. [ZЗ],
для описаrlного алгоритма справедJrивы оценки U < +1Z 2 W = 3f 2'

в смеlллrцом шгорlfтме шэ [зs] исходяьй список раэбlвается на пять ча-

,,.О, Дrr.={( lvi,a)e L: Фс>ulLI, Lr= {(hi,u)e L: lrIlз <u;<u/2}.
bg=|(hi,!!i.)e !,: ч!!.< LлгL 1 u/3}, Lt1= (lLl2u)еL:5ulzi,
< ЦIi < UIl0, L5=|(LiruL)еL: цi1'|lrJl2U} . прмоугоrь_
нlо,и пз L 1 пакуются один над дwгим у левоfi стороны поrlосы. В оставцrуюся

неэапоrшенной часть полосы, примыкаюцýrю к правой стороне, вписываются на со-
отвgгсtъующхх высогаJ( прямо]rгоrtьники длины U l Ч t lx / 3, 5 wl tl. Подспи_

"*" L2, LзrLq, L5 паtýпотся в эти прямоугоrtьники алгоритмами ППУВ
п Нпуд (ншоrшя правып с упорядочением по убьвоlию длины). в [зs] докаэано,

что U.151ltE, W= чlз,
В аrгоритме работы f8] исхолшf, список TaKrKe разбlвается на пять ча-

стеfi с учетом длtшы входящих в него прямоугоJIьников. Часть прямryгоrьников

пакуется с помощью алгоритмов НЛУД пли НПУД. либо просто одия над дWгим,

в областш, примыкаюцше к левоfi и правоfi сторонам полосы. Оставчrиеся прямо_

угоrrыrшки пакуются в область слоrоlой конфйгурачии, распоrrох(енЕую междr пра_

BoR и левоfi упаковками, дJrя чего раэработоrа специаJrьная молифшкапrrя алгорит_

ма СПУВ. В [В] сконструпрована весовая фнкчпя, с помоllью KoTopofi удается

показать, что для оппсанного алгоритма справедливы оценки U С 6318. lil=5lN.
Такшм обраэом, 9гот алгоритм имеет наиJIучщую спабую асимптотr.rескую оценку

иэ всех, иэвесгных на сегодняцпшR день.

Отметим, что абсолютные оценки трех поспедних аrrгорrtтмов сравнптеJIьно

высоки и, пфидимому, могут быть уrrуччrены.

5. llругие результаты

ОстаяQвимся вrратце на нескоrrьких эадачах, примыкающих в той иrш иноЛ

степени к llзложенным выще.

1 ) Многомерные упаковки. Естественяым обобцением paccMoтpeнHbtx эа-

дач явJIяется слеryющая: упаковать эалаrrяый набор d, -мерых параллелепипедов

" d *r"р*ую "полосу' - фигур}r, представrtяюцIую собоfi прямое пропэведение

(d- t) -мерного параrurелепппедд на оргогональньй к HeNry луч. Тахая задача

рбссматрlвалась в flЭ,l8r3О,З4r55] пля спучая параллелепипедФ одияаковой

высоты (под высотоfi эдесь подраэумевается то измерение, в направлении кото-

рого поrrоса бесконе.оrа). Были исмедсваяы абсоrrютные и асимптотшческие оцен-

кх дrlя f,-"."polx анмогов аrгорвтмов ПП и ППУ. Так, в [З+] построен аrtго-

рптм с оценкоП V 1 d+ 7 l l0 . Длл лругих аJгорilтмов также наблюдается

поrеfiная (с коффшrrпентом едtоlпца) эависимость оценкп с/г размерности простраll-

сrъа. Тот же саьшf, эффкт возникает и прtl попытке построеппt ПАС: в d *r.г

ý

a

;
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ном простраrlсIъе можно лиц!ь гарантировать для ,бого Е > 0 наrrшчие Jчiнеfi-

ного аJIгорптма с оцеrоtоЁ V З d, + Е (см. [ЗО_| ).

Нескоrъко rrучшrе обстоят делб дм d. = 3 . В этом случае пмеется ал-

горитм решlения указаюrоil эадачп. для которого 9t f ЧS-zV< llIS (см. [rB]).
Наконец, отметим рабоry [rЗ], га" предrtожен точныfi алгоритм дш сл}чбя1 ког-

да все раэмеры параллелепипедов кратнь! 7 | Р , .о. Р - Фиксипол{ное цело€

число.

2 ) 3адача максl|миэациrr числа упаковалных прямоуголыlllкФо Слеryюшrая

задача тесно свяэаяа с рассматривавщшмпся выше: упаковать как можно боrъше

прямоугоrrьников llэ эадаrшого списка в фиксированныП прямоугоJъник (т.е. в по-

лосýr, ограничеЕltую также и сэероry). В [Zа-ЗО] эта эадача }rэучалась для crry-

чая прямоугоrьников одинакФоfi высоты. Прrr этом естественно счптать, что

список прямоугоJIьников }rпорядочен по неубьванию длпны. Поскольку paccмaтpri-

ваемая эадача, так )l(е, как и все предыryщие, впяется Д/Р _поlчrоП, для ис_

следовлrпя качества приблшженпых аrгорнтмов ее решенпя шспоrъэуются оценкн,

аналогrчные введенным рапее, с тем псхJDочением, что чпсJrо премсiугоrъншков ь

оптимальвоR упаковке стоит теперь в числштеле, а число прпмоугоrьнихов в упа-
ковке, пол)rченной далным аrrгоритмомr _ в энаменателе (это свяэапо с тем, что

рассматрt{вается эадача на максилrум).

В упомпrутых работах исспедсваrl класс прфпксньп аrгорrrтмФ, т.е. Taкllx.

в которьв упаковка проllФодшг€я в порOд.ке воораста!lшя длllllы х прекрацrается.

как Torrbкo появляегся прямоlугоrrьник, упаковать которыfi невоэмо)lоlо. Доrаэаltо,

что дм всех алгоритмов этого класса U1 2- tltЪ , где 7П -высогапря-
мФrгоJrьнхка, в которыfi ведется упаковка (высота прямоугоrrыlиков llэ сппсlа пф
лагается равноfi 1). Далее, шсслелlrЬся алгорштм ПIlВ (перыП подходшшП с упф

рядоченшем по возрастанцю), лля которого докаэаша оценка U = Чl3. Накончt,

предложена следующая мОдифпкацпя аrгорOlтма ППУ. Иэ упорядоченного по не-

убьванrrю длины списка выбрать 
1одр4д 

максимаrъныfi по вкJточеншю подспllсок,

стrймарная площадь которого не пр€восходит площадх прямФгголыlпка. в кФорьй

ведется упакФка. Переупорлочхть выбраtlныfi подсппсок по шевоэрасташllю дJоOrы

и паковать в поJrосу аrгоритмом ППУ. Еслrr высога поrryчеЕноП }maxoвKrt пе пре_

восходнт 7|L , tо пмеем оптимаrrьную Jпаковку дlt llсходпоR эадачrr. В прогlвном

случае необходltмо уддшъ пз подспltска car,lъlй длпнfiьfr прgмоугоrtыlltк п снова

пршменнтъ аrгортм ППУ. В [Zа-ZО] доrаэашо, что для этого аJrгорlтма

8|lсVзl|0
Авалогrrоrаr эадача дrtt спшсха, сФтояrц€по пэ rвадратов, исследоваtlа в

[Э]. Там рассмотрен аJrгорптм CIIB (следдоrшrl подходяrдrrfi с упорлдоченпем по

возраставпю оаэмера) и докаэаноt что для него [ - q l3 .

3 ) 3ада.оt }.паrrовrп с допошптеrънымх усJtФrаlп. Огrrетшм в пеrь tо оче-

редь шштереФr}rю работr, [zz], в котороfi рассматрrвается шдхшчесшil варшаrт

эФачп 2. А пMerorot для каждого прrмоугоJшlпка эадаtогся чвсла d< б С О ,
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так что в момент времени f пр"rоу"опы{ик должен бытъ упакован, а в момент

времени d - пaъ", из упаковки. Таким образом, высота упаковкп эаданного

списка становится фнкчией времени, tt задача заключается в том, чтобы мини_

мllзировать максимум этой фнкчии. В [ZZ] иэучаются верхrrие и нпх<нше оценки

для этой эадачи в режиме реального времени.

Другой вид допоJlнитеJьньо( условиfi возникает, когда прямоугольники счи_

таются окрашеннымll в нескоJIько цЕетов }l накrlадываются ограничения на число

пряNrоугольников одного цвета, находящихся на одном уровне (см. [Z,аЭ] ).

4) Вероятностный анализ. Выше был описан Tortbкo одlоl иэ подходов к ис-

следованию прltближеньlх аJгоритмов реlцения f Р -поlшых эалач - алриорlые

оценки поведения в худцJем сrtучае. Дryгим таким подходом Фляется вероятност-

ный аналиэ _ оц€нка поведения в бо;ъчrrшстве случаев. Этому направлению при_

пlенllтельно к рассматриваеrý|ым задачам посвящены рабmы fl9,2Or27r29tЗ8,45,
S r] . Иэ полученньtх там резуJrьтатов отметим докаэательство оптимаJlьности поч_

Tti всегда а;горитN,tов ППУ и ЛПУ. Доказательсгва подобньц, фахтов проводятся по

с.педуючrей cxeNte:

а) строится некоторый достаточно простой алгорштм и доказывается, чт.)

он на всех спllсках работает не лучцrе. чеa\,r интересующий нас алгоритм (напри_

;rrep, ППУ);
б) докозьrвается, что построенный алгоритм почти всегда оптимален. Недо-

статоК вероятностнОго подхода закJlючоетсЯ в отсутствии естественного распре_

долеl|1lя вероятностейt на tltножестве всех списков.

5) Другlrе задачи, связаннь:е с упаковкоr1 прямоугольников в ПОЛОСУ, Об-

суждаются так)fiе в [З, 39. 4З. 44. 4B]-.
б) докаэывается, что построенный алгоритм почти всегда оптимален.

недостаток вероятностного подхода эаключается в отсутствии естественного рас-
пр€деленltя вероятностеfi на множестве всех списков.

5) Другие задачиt свяэанные с упакФкой прямоугоJrьников в полосу, об-
суждаются также в f3,З9,е3,аа,4SJ .

Поступила в р€д.-иэд.огдел
1l апреля 1984 г.
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