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нЕоБходилtыЕ условия оптиIцАльности в зАдА!lЕ
упрАвлЕния хиiцичЁскиIчl рЕАктором
К.С.Дlусабоков

ý l. Постановка задачи

РаСС:чrОТРИlчr ЗадачУ управлсния неадиабатlt,tескltлr трубчатыNr реактороN.l, llc_
пользуемыN,t в химической технологиlt. ,\1ате"-tатичсская rlодсль реактора эадается

систеNtой аи{ферепчиальных уравнений :

ачQ,d 
= а. аzlh(t,_r.) _ )lЛ(t,л) - CUt JФ);аt 0r2 аr

= в а'з:,f) - аtЗ&",r) +Kt,!|I)+9 Uз(L)-tlr(t,,l)_а[|ft, q)
at

dй(t)

с граничныIlи

I

=0;

=Q

(1)

(э)

= d,U tQ(t,пld.r - trrttl) t uttl,(Е- 1цG))
0

\a

а

6

аlлft,о)
0l,

о tlz(t, о)

ёr -lIL(t,Ф=-ti

ах
Э tlzft, t)

ах

-tG,о)=-7;

ll llачальныNrи условияt\.tli:

с

lЛ (Ot т) = 1I,o(I) 1 1Г2(0, L) = {zo(r) ; t\(Ф = Uзо 1 (з )

,о. !(tz) = el,pt- Гltr2(t,r)) i а,6, с, Г, к, !, d, Е,Vзо
константы, поJlожителыlые параNtt)тры сltстеNlы; Uё - уп[юв,lяк)lцая функчия
(управление); 1Щ(trr), IIL(t,r), {j(il - r|,ytlKulttl KoнlleнTpallttl| рс\агlr-

рующей сNlсси, теrllпоратуры реактора, ,геllпеJ)атуры ох.ilалите..lя соответ(,твенно.

В настояшеit работе рассt\tа,гривастся з{tдачо \tинилillэац}ttl функцttона.rа
т

1ц1.1 = !цtr,t)d.ttД lIфQцdrd,t, (l)
тOq

"о. ! tr(trt) dt - cyNrlltapнoe за врсltlя Т *о.r"".,.r.о llепрореагllровав-

,""ооaaraarва на выходе p"n*"op., ,{ - постоянная ве..lичllна (rлтрафной коа|*

оlл(t ,1)
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Фrч,) =Гt: - n,J: = 
{

если

l если

lI2 1 ?I2* l0,
(tri- T")L llr>?|t

q ={{t,r): 0а t ат, о< L4 t}
Упрв.,lение U (t) удовлетворяет ограничениям

0 L uft) ! llo = сопSt .

фrrчиент ),

с нормой ll?lilc

со,d(Q) -

(5)

,

a

Для функчиональных пространств введем следуюшие обозначения:

С IOrTJ - банахово пространство вепрерьвных функчий, эаданных 
"r[OrTJ,

рывных по Геrьлеру с по*азаrепе, d, по переменноrt Х, ч с показателеv- d/X
по пepelte'Hoin L ,. нормой llllgr1= ltllo,o+ Hd(V) , "о"

0 < & ь !, уТ= (lIttщ.),llrl2= U,'* t!,llllo,o= ,tPlII(t|I)l ,

= tttI.I |tttll ,

0<Lёт
банахово пространство функчий, заданньц в области 0 , ""np"-.

11чllw = #r:r|Ue)lrilffl оr,

C''n (Q) - банахово простр?rство функций, эаданных в области fi , облаааю-

щt|х непрерьвныtчtи по Ге.,rьдеру с показателе, d, производными до второго по-

рялка по а и первого порядка no f, . Hopny в этоltt пространство определяем

равенствоNl L

llll ,,n = Д|UIt| o,n*lfultt1 o,n ;

w [0,т1
ных на [0, Tj

w!, [o,TJ
tlых на [0, TJ

- банахово пространство абсолютно непрерьвных функчий, задан_

, с нор:\lой

- банаховс, пространство функчий tlft) е Ъr[ОrТJ , задан-

t иNtекJщих квадратltчно суммиtryемые обобшснные производные

первого порядка. Норьту в этоьr пространстве определяе:чt равенствомт
|tullzy; = J_[l vP *laltrtlJ dt ;

0

W/'t tll - банахово пространство {l}нкций tI(trL,) с L2{QJ , имею-

tцlt.к обоflшея}lые произвоо""," 91 {, ЮлU, Юi Ue Lr(Q) Норr.,rу в н€м оп-

$
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РеДе1-lЯёtrt РаВ еНС'ГВ o\,l

llv Ш:,L) ,= Iltlюl ttlL * !fut ul' r !ul') ar lt ;
q

Uo={taL): 0<tl,(ilr'llo= COПS|, U(il - измеримilя {)уllкц}rя, 0<tэТ},
в [r] зr," зад(rчи (1)-(3) был,, доказаl|а тсореN,tа (jуlцоствования и. едиllст-

вснн()сти р(iшенltя Ц(t,х), Щ,(t,r)е CL'oL(a), t\G). WIO,TJ прlt tlp.-

изво;lьноЁt (rункчиlt tt (il С Uo .

В настояцелi работе булет полry,rенс,l необхолиьlое усJ|rвиэ оп,г}rNlа.lьно(:тлl

(принчип максирryма Л.С.tlонтрягина) дlrя :}ааачи ( 1)-(5 ).

Предваригельно заддчу (1 )_(4) несколько видоизл4ениN,|.

Введекl новую фуltкчи* [ц (0 по rlroppryno

t
Vц(il= JГu,(r,,)rд

0

l

lt ;- tJi аl,]а!, uч(Ф = 0, lщ(т) = 10L) .

(

Теперь задача (J )-(4) принимает вид:

+=" #-#-c[tlturl;
* = 6 * - * + Ku!(lI) + !(u,tD - u/t,I)) ;

# = а jot (t,r) da - IIJG)) + u.G).(Е- t7tD ;

l-

# = {,(t,t) - А 
[Пг;- 

tt2]i rrr ;

"# -tl(t,')=-1;

вЭ!# -{L(t)o)=-1;

'tlr(о,r)=1Що@)1 tr(O,r) = [р(r)1 trO) =1Iзо) trч@)= 0;

j=|Iч(Т)*т:а

=0;

(о)

(7)

(8)

(9)

( tO)

ащft, t)
aL

0 tz(t, t)
0r =0 )

t
ý 2. Игольчатая вариация

пу.r" |\to(t),u;(t,x), [;(t,r), tlro(L), uittlJ _ оптиNrальныii про_

цесс. Рассмотрим произвольные числЬ 78 n LoC(OrT)) EefOrZoJ. Об,r.".,*u,t,

*.е.. {з[r} множество всех троек jU ={Lor"F,EJ. iЦ.r" Дё - ltнTep.a.;l

между точка*." tб ч to+ Р,ё . Выбереьr €/ч настолько Nlалое, что
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Рассl,tотрим управление UС ft) и два произвольных управления Щ G) ,

u,z(t)е U9 . ооо.,.чим через (vrе, tгrС,tIf, tril ,(tlr', u/, tri,tr|1 ,

(tIr', v!, u!, ,r| ) "ооr."тствующие 
этим управлениям решения эадачи

(7 )-(9) и положим дlL = lt€, xlo, Д/L= Ut-Цл, ДЛIi= uf - rti, дili=
=q-trt.

Л е ll bt а 1. Для прирвщениft ДtLt Д1lIiQ= |rlt) справедливы оценки

ll/.,tIt|| r,rr r' С,,lа,uП rrft= ! i Z),ilArtlчllrt z сL,еА|шlьr, t,r"l

I la,tri| o,n 1 са. ilд|ulL| (L = t ; L))lla,tlrn w 1 сч,llдlrП ц,.t'зl

АЕ<(02Т) при 0< € 4 €у . Для 0Э€ 4е/ч
тройке /l' функчию

tl-e(L) =

6 +-ulz(t,o)=0i

Рассrlотрим линеfiную систему лифференчиальных уравнениfi
,ti,(t,l,), шIL(L, r) t лttз(D, uIц ftl,

# = " # - # - ctФу ш,- сц' t'nail, ur+ v,G,r);,

# = 6, #t - # - KIФl, w,, (к ц' !'"ý, - р, *r, ?, 
dэ* l,'ft ,I)

# = d. (i шz(t,r) d,r- шr)- шЕ,ulr+ Чзft); (14)

# = лlц(t,о- l 
!o"1t:).l,"'e,r) 

d.rtЧr(t) ;

0щ(t,о)
ах

0ult ,t)а -uqft,o)=gi ах =0;

(чо ttl

|а

поставим в соответствие

(11)

0;

,

Доказательство леммы 1 и встречаюlлихся далее других лемм приводится в

конце статьи.

ý 3. Линейная система

дrlя функций

a

t

0 ur(L ,1) -ах
ldr(o,L) = 0 1 uI2@,I) = 0 ; лig(Ф= 0 1 mtt(o = 0 1

(15)
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где

({,I € 'l=i,ffiao,lfr

t?

Фпrot}) = I
0

афfu"*t.Ot!- v!,))
0{z

tт (r6)

Бупем считдть, "rо {rО, t rUr',t!, C''18l, hie Lr(/',(L= П)
обоэначим V1= Vцrttzlql * ч/,t(Ф х W2l [0,т1 , V/ [о,iJ

Л е м м а 2. Для пюоЙ бу"*ч"й 9, ,ЧLе LL(а),9з,Qце brfOrTJ
соответствующее реrление задачи (14)_(16) cyurecTByeT, единствевно, принадле-

,о,. И и справедJlива otIeHKa

ll

|1ut,ll,,r.l"*|Фzl|,,r,,r*ilugil*;+ iluчХwr< 
' 

Е llч;а ur. (17)

с

ý 4. Прираltlение функционала

ý6{И) =

Приращение функчнонала J no, варьировании управления |LO (L) найдем,

слеryя na"", [Z]. Считаем;В ФиксиRоваfiным. Найдем разность

д7= JOLE)- х(u'): дlлl(Т). (1s)

(В силу спечифики фнкчионала tfu) . фнкчионал Д7 о" ý не зависит.)

Опрелелимдлякаждого €,0аёa Е| i на простран.r."У1 on.p".opý,(taD

lrп. 7iT = (йr, lЙzrфэr{ч ) r,'

+ - а * - # + ctr,th. u,+ сv;'!'пrtt2l. uIL,

# в * r *-ktw;l ш,- Kllit|ilt)-{!).ur;gu,,

# - d,j urСt,dd,r-wr) * че.tt, ,t
I

# - dlt,t)- А J,dчr@i),шlt,r) d.r.

Оперlтор $r@) леfiствует "" Ч "" У2 (гlе У, = Lr(0 ) Х L 2(Ф Х

^ 
Lr[О,ТJ-' LrtО,Т1) . Обозначим 

'Т = (Чt , Чz , Чз , Ч ч) , где



58 К.С.Мусабеков

Ч,r,Чъе LL(a), 9зrЧч е bz[O.,TJ . Тогда, по лемме 2, уравнение

SrtUt) = а (1(,)

с краевыNtи и начальными условиями (r5)-(16) имеет единственное рсшение ь

пространстве У, ll справедлива оценка

llurlrr< l),llallv". (zo)

(Постоянная }) зависитлишьот коэффичиенто" &,t ,С,К
задачи и не зависит о" € . Оценки функчии U.t, Ut\= t; L) ll^lеются в

[r], o"n также не эависят от € .) Таким образоr, on.purop ýa имеет лиllей-

ный огранлlчонный обратный оператор ý!' , о"О"r"уюцrий из V7- "^ V1 . НоF-

," llý1'll -'il . Обозна.Iим Rе = ý]' . Фиксируем Е ,! , I n, onp"o"-

лив формулоr, То(Ъ) = lьчff) ,пинеiiный функчиона.r То ё V| , где

lъ' (t, r) = (lL/t , r), lъL(t, il , |ьзО , lъlt tu) , запишем

ТоФ1I) = АtIч(Т) = Дt 
(2r)

((дtll' = (дUп, дlл,, дtIз, дtIч)) .

Далее, дlI1 , дt2, дlIэ, Аtч удоDлетворяют системе (19) с соответст-

вуюlлими краевы[,lи и начальныN{и ус.lовияt\,,и ( 15 )-(16 ), ес.пи принять ФТ
- (0,0, дu,(Е- lhо), о) . при этом дlL.(Е- tIro) е L7[0,Т] , _,9-
этому, по .1eNlNte 2, речrение ДttС V, , точнее, Д1I1, Д{LеУrLl'2(Q)ПС"lQ),
дlIrе wi,[o,T7, дlлl € Cn[o,TJ'

Функчионал То оператором Р! , .опг"*енныNl к оператору R6, перево-

дится в линейный ограяиченный бу"*rrион.п 06 , л"Иa""уючlий на пространстве

Lr(0), Ll,c.) х br[o,TJ х bz[O,T7 . так как оТ= (0,О, д1l.(Е-ui),Фе
еLL(ФхLz(Фх LlfO,ТJх LzIO,TJ, " Дt! = Rс(&)) , то Дl=Q{u).
По теореме Рисса о представлении линейных функчионалов, действуючrих на [2 ,

суцоствуют такие функци" (- 9r'(trr)r- Vltt,a), - чr(t), -'рi(Ё)) е-
е L.(Q) х LL(Ф х bzfO,TJ х bt[O,TJ , что

тт
А х = 0, (о) = - 

{ 
о 9i аr at - Ilo чi аr dt, ! vi G- ц' ) lu ar-P i,n'

,

a

или

дJ =- чr€tЁ) 
,G- uttD дuФdt, .

т

J
0

Мы имеем еще следуюцlие формулы:

л7 =тоич) = тоR е(о)) = Qб (аl)

0е=lЪRr,
Qe = RiT,

, ,... Qt(c.<l) : To(Re @D,

е2)

(2:] )

(24l

t
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i.

Ё

l

t

,. _Прежле всего, проводя рассуждения, аналогичн"," [ZJ, можно доказать, что

llVf - Qillцr* О прп €+ 0 (i= П). д.";; для вычисления пер-

вой вариации функчионала рассмотрим вспомогательнук) систему уравнений :

# -" # *-(сФ,.- кФЬIu;)=0;

# - в Ч# - **(c|f- кФ,s),Ii tцull +

-з.Ф:-d Ф:-д фф:)Фi=0;

#-g iФttt,r) d,x+(d.+ t1,1,Ф! = о ;

_ Olj 
=о;

ý 5. Вспоьлогательная задача

с краевыми условиями

0r,
оФ! tt,o)

dL

-0;oTitt, о) u. 'ri(i,'' * Фf (t, t) = Фitt);

-0; б аФiЬО*Ф!{t,t)=0

(25 )

(zo )

с и начаJьными условиями:

Фr'tт, I) = о ; Ф:ff,r)э 0 ; Фltтl = о ; Фiеl =- ! . eтl
Очевидно, последнее уравнение системы (25) имеет решение Ф|ttl=-!

Л е м м а 3. Задача е5)-е1) имеет еtшнственное решение Фf ,Ф!е

'W!' 
(е), Р' 

" 
W; ГОrТJ и справедливы оценки:

llФf ll,,z. L< соп5t,(tЛ,Фпrtuf lil u"+ t) 1t = !; 2) (2s)

llФз'l. . соп5t (ilA фпrTill ьо* t) _

Теперь установим взаимосвяэь построенных

фуlrкчияьlи 9i, 9,., vr,, v, , *JJJ:":""ji*:-'1i":::"""
выше по теореме Рисса. Для этого умножи.\.t уравнения систеNlы (25) на ДUt ,

Д'lh,Дtg, Д{Ц и проинтегрируеNt по @ . Попу"""пп

{J # - 
" # -Ч+ttсФ,'- кФ)!Фi)ьцdrdt-{L#_

- 6 # -# - gФl- к Ф,') 
!" 

! n,tu tl r r. Фr фФ : - А, Фп,tчi ),

л Фr'J о tL d r & rir # - l irO ;tt, 
"l 

аr * Фj. 1а* чЕ )] д t, d,t +

-iГ#l,Aщdt=Q, (29 )
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Да:tее, llнтегрируя по частяt!,t, иN{еем

[Фj Н - 
" + r 1+! + cf UL' A{t+ с v| ln,htfl, atJar at *

- 
U 

Ф : L# - В * - K!(lI29 Ац *Q- к t; I"tut) ьt -

-r.дr;ld.rC,t rj оr'Г!# - а irлrt tt,л,)d,l.+(d,,rr') avrJdt *

- дlц(t,t)- А !a"y;,o,trarJdt*0

т
*Фr'tо -uзo) - !а;{#о,

*

(

a

, Q|tоl + дllц(т) * L,l Фftь,tl (L, t) х

* а дttэ&, t) n, Ф| to, r) а v,(o, r) аr r l Ф|Ф, r) д ц(о, п) dr +

x[p,tr(t,o) - B.uou:t'o) J

+ " # - # * cltv) ьtr+ ctti!,,rrui) AlIr= 0 
1

+ - 6 # - # - к !(u"t ) д tl,, (g - к ч,' ln OlrФ{r- !, А l!,= 0,

+ - ai otIчt, r) d,l, - ь [r) + tt л tr= ( Е - tlro ), ь tl, ;

+- b1l/t7t)- А 
!*"rr;r.AlIL(t,L)olr 

= 0

с гранllllныN{и

t

а дlЦL,t)
ar,

ад ,1)

I

-t
0

d,t=0

Поско.пr,ку ДIЛ, ДlIzt ДVз, Д l[1 удовлетворяют системе уравнений

-0;

-0

(l]o )

(з1)

а

6.

а лlл(t,o)
0х -ДlItft,tl)=0i

- Д[l,(t,d = 0;0А 0)

0L 0z
И НДЧiljlЬН1,1irtИ )'С.lОlJllЯNtИ

ЛЦ(О)х,) = 0l дгL(O)L) = 0, л lIr{Ф = 0, дtq(Ф = 0,

(32 )
)

{
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L

то из (3О) получим
т

Чтобы показать справедливость (35), рассмотрим разность двух систем урав-

J
0

Фt' аt+Аlл/D=0.

отсюда д7 = дlIчff) =- J дч.(Е- lIil Ф; d.t
0

или 
т

лJ=- JооlL-(Е-Ц').Фi at. (зз)

Из {22) и (33) имеем
7

J_lu,tLl,G-ur?tl) Ф|ttl, Ф?u)di=ol (з4)
0

устанавливающую взаимосвязь функчий V! ttl " Фrlt,l . Теперь покажем, что

при ё *0
llФr'- QiI ,,r,r* О, ШФr'- ФrО il. -* 9 ( = 1, L) . (з5)

Действительно, при Е_* О 
"n.".no ||Д1l1la*0 (L=tr2r3) в силу

леммы 1. отсюда tIi, * U; , tQIfl * iU) ,

t

!'u!ttr'l = Ij n Ui * r. (1I: - u! )) d,T * 9#, W =

=-|.Lvi- u;-T.(,ti-Ё)J,* - z\r;-,rilr= 'Эff' -

дч.(Е-,IrО)
т

(

l

нений для Фf " Ф|.,о"о. для приращениR 2ýV;= Фс'- Фr'ti =lr|ri)
и}..1еем систему уравнений:

У -" # # + clllfl А9,,- кforr\ Афfф,(еl;

- #- в # - # + !,д9,- d,дчt 
":- #,

х(сач-кд9z) = Фrtеl;

- + g 
l^Фr(t,rуdr 

+(d,+t),blLr= -Фr', оп;

( 36)

t
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aL
в-0;

дvl(Т,r)=0l ЛЧL(Т,L)=0, Д9r(Т)=0, (ЗFj)

гдс 9, tel = (*Фi - сч1€ ), Gott'l - tФ2o)) ,

t
9rcel = 2А,JГu/- u;-r 0t-lr;)7rdT- 2д.Lui- ti], +

0

*(!u"tr"') +) ui (rФr'- сФr')

В системе уравнений (36) оОращаеNl вреNlя, т.е. заNtеняе\,t L на Т- t }t

затеN{ из первых двух уравнений, применяя результаты р"Ооты f3], получаеNl

оценку

llд9i |l,,r,r< сOпп (ilPr{e)llrr+ ilФr{е)llчrп llацll,r)

(L= t;2),

а А чJt э)_ =0;ёr
Э д vz(r, о)

слсдовательно,

Из третьего уравнения систсNlы ({}6) иьrеем

tt

ý G. ,\\ножителtt Лагранжа

llдч" il" + соп5t,(ilФta)ilur+ 19.relll b"r llagrlI.)

а. а О!аr!t,D + Ач,(L,t) = О,

ч;, ч;, ч;

(:}7 )

l суц(iствOвtlние

1

,

дЧэ(t) = 
[Гg, ! 

о rro, r) ol,r- дyr,ФL+ rr,О) -Фr', дtl,J ат.

П о н сравt,нt:r,ву Г ронуо.rла-Б е,плt.tана, полу чtlt\l

llд ч ft)lс < соп5t.(ilФ, celllurt ||Фr{е)|| ь|ilьuil u,) .

О.,сюда llд ч(Ё)ll.-, 9 npn € -+0, следоват(},lьно, n fД Чiхr,r,r-?
lrprt Е + 0 (L= 1;2,) . Спрвел.пивость (atS) докаэана.

,

Тt,псрь покажсNlt ,lTo dlуltкции 
'У: 

,
КОтОрых утверждплось по T(.oPe,\lc Рисса, являются NlножttтеляN{lt Лагран;ка д.,lя

tlекоторого лагрёlнжиана r)алачli (5), (7)-(LO). Формуrrу (24) ,,аttицrеr,л в Dиде



Необходимые условия оптимаrrьности 63

0о = (S;l )- ъ
иJIи 0о:Ъý;' ,откуда

]Ъ-qоýо=0.

Испоrп,зуя (З9), наfiдем систе}4У уравнений лля чi , чi, Vr', 9/
варитеrьно введем некоторые обозначения:

# " *"#+cu1!0t"1 ,

*-в #-#-KttfOil-
- 3 0Ц- 1I7) t

F\I,tl,)=
dlIз
dt
- uft) |Гg

При этом функчии !, , {r, tэ, tL,

lt"(t, r) dr - tIr) -

)

I

(J
0

(е

d

dr,

[=

=0;

=0)

(39 )

Прел-

u

1II

!L

1Il

tq

D

l

# t,(t,t)- А i,[vi- t"]| ar,

удовлетворяют следующим условиям:

o''ubQ*'o' - t,(t,o) - - ! ;

В uuЗ'?,' - {L(t,o) =- ! ;

1Ц(0| r) = trо(r) ; 1t2@,r) : U^p(I) 1

Uзrc)={зоj {ч@)=g.
Оператор F (t, tO) рассмотрим в пространстве

fu Ф : Wr"L(Q) , W!2G) , w:[0,TJ* W;[o,TJ,. br[o, TJ .

Л е м м а 4. 1. Для оператора F (Щ 1L) проиэводная Оо.r. fl(t/

0lh ft, !)
а{

0 ttz(t, t)

l
0 )

имеет вид

+-" **#-clotil.йt+
+ ct|, а{Уil -uz ,' llJt

riФittt,,r =
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F;O,ix){ =

Фунщии |l!tlllI2,|i1 ,tiq
0dlft,0)

#-в #-#-K!щ).{l+
* (g-r"i #).uIL-!.{з,
duL . r!
ir - d(!ФL(t,l) dr -ur)+ u,О.tлц 7

+ -u;t(t,O-n I':Y .ur(t,r)d.x, .

},дсJI,aуlъорпот услоэиям

а

0.

ат,
OШb(t,O)

-uh(t,o)=0;

- tiz(t,0) = 0;

0 ul(t, t)
ai

0Фl,ft,l)
аr

=Q

:0
I

аr
U|(0,r) = 0 ; uI2(0,I) = 0 ; Щ(о) = 0 ; йц(0)= 0t

Ю (F; (ti tl")) = И П { "р.""о"," и начаJIьные ,"n*"" } .

2. Проиэволная Фреше лrцеfiного фнщионала То(Ф = 1Iч(Т) есть

згог же функчиоrал То (UЛ = .Uц (Т) ,

Нетрушо эаметить, что Fi tfi llo) UI являегся сryжен,.ем операто-

ра So Qrt) lr... FЬ Uo, uО) с So ). Соoтноrдение (з9) в области

0 Gi 0Io, uО)) пр,.яимает вид

Ъ - 0о F} tчО, 1lo) = о . (4о)

Введем в рассмотрение фнкчиоlал (лагранlклан)

L (u,u) = тоOл - ао F 

'r,u,) 
,

где J tu,) = {ч(Т) = То 0I @) .

Испоrьэуя функции - Ч: , - Чi, - ЧОr- 9! , поr.у,,"нные по теореме Рис-

са дrlя функчионала 0о , n""p"r,r,,""" t можяо эаписать в сJlеýrющем виде:

,

a

Lnt,ш)= 1Jч(т)- f vitt, Ф L+ -.,#***
+ Cllt I0ыJ d"r d,t - !!чitt,ilГ+ - В

- # - K{t!Or"1- ! 
.0lr- nlJ dr olt +

Oz tIz
т,

!'
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* j*,',*, L# - щ(t,,)-А.iw u,1| аr]аt (.l1)

1It l 1,ЦIz, йз , йiч удовлетворяли гра}lичныNl и начальным условиям.

Далее, илтегрируя по частям соотношение (42) и испоrrьэуя соответствую-

чше граяичllые и начаJlьные условия для lit, lit,, ldз, ач , получаем

jv,"ttl t+ - l (i^urtL,r) dr - tr ) - uф .(Е- v,)] at +

о0

t#--# #+сч:лOrр-

- к ф: t vil]d,r d,t r JJ ,, # б Цrо-#-ч;(g-

l

В сиrrу форпrулы (4О) имееьr

tч(ч",uО)чt=то(й)- arF;0Io, uО)uJ = 0.
Или в подробноi.i записи

[,,(ui шО)ф= tllц(т), 
Цч:LЭ#- " #-# + c!Qti:u,+

r сч,о_ОЦф_ urJa"orr|lvi L#- Ь #r#-к!Ф)u,+
r(g- rri #)uz- ! ,l,]a"atr[ui L#, o(jo*,(r,x) d,r-

т

- utr) r u.o. ш,J at + l,|;. L# - w,(t, t) -

^ i# . u,(t,rld.r] dt -_ о. (42)

Нас иятересук}т р€шrения уравнения F|r(UО, tlo) Ш = Ci ( при

u' - (о, о,(Е - ui l , btl,, о) )] *о"оо",. прlrнадлежат C',n ,(в) ,
* cz,n(g), Wi,[o,i1. с' Io,TJ . Поэтому теперь оператор ri pi ttla

рассматривае, ui'-Сzr' G) ^ 
С2,ф(а)^ wlГо,тJ * C'[o,TJ , причем чтобы

tчUО,чО)чl= JJr,
4

r0

- к[,О,#)+ сL4о.# ч:- d ч;-ч; 
^ #JdroLt+

о
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т

J
0

т

Jr
0

1

J
0

+

+

+

,, r # l i,Чitt,rldx + (d.+ ч') ц"l di +

-ач) #
t

dt + l9"0 r).ulr{T, r) dr +
0

чitт, r) йl,(Г, r) dL* 9зlт) . иr{Т) *(l* V*lT) .шчff) -

+ шлt,о)dt-6iЭvУ
т

-о J
0

urr(t,o) d,t+

+чirc,0= vitl;
+ V!r,t, t) = 0

+

Отсюда следует, что в сиrry произво,пьности ut е Ю (F,r Фi ч'))
функчии чi , чi, ryZ , ч|. удовлетворяют соотноlлениям

т

!rrrr,1) Fgictl+ о. аЧiý,О +v;ft,o]atr

т

r 
lrro,,).[6 #+liL,ц]аt= р .

# - " #- #* (сЧ'- кч:) ltvll = о ;

#-6 #-#+(cvi кч;)ц".rЪ!r' -

* g.v;- d.ч:- о. ':{' . 9tО = 0 ;

# - ? !Ч;G,r) 
dr+(d,+ ч") чi = 0 i

_ d,Чi 
= п.

dt
с граничllы\:lt

чр=о, а,

#=о,в.

(43 )

И4l

l

a

Jч,lЁ, r)
aL

}l нача.rьныrlll условия}"!и

а
аr

,t) (45 )
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t

vitT,i)=0, V;1т, r)=0; 9r(т)=о; VftTl =-!,
Таким обраэом, мы покаэаJlи, что фнкrrии 'у: , ч;, 9i , Vr'
ся множитеJrями Лаг;эанlка и находятся как решения эадачи (44)-( 16)

3 ам ечан и е:Сопоставляяэадачу (25)_(27) при €=0
(44)_(46), виtшм, что

llФj - Ч!il,,.;z* 0,
Фi= v.: G= п)
llФ;'- Vr'll.*0 np,,

vr€{c) , (Е- tru" {L)) дu.(L) dt
,I

в виде

(lб )

явrlяют-

и задачу

(22')

отлично от нуrlя лиlль

,следоватеJьноl иNtееil{

Е+0 (i= 1; z).

ý 7. Первая вариация фнкчионала

Вернемся к форr,,rуле (22) приращения фнкчltонала
т

д7 =- J vrltl, (Е- 1r;Ф) лlLФ dt ,

0

По определению управлевия Ut ft) , прираrцение ДU
ва интервале Д€ , поэтому

д7 =.-

to+ Е|a

l

J
to

t

J

чr€rt) (В- 1ц"ft)) дuЬ dt ( при f>0 ),

о

д1= - (при .Р ' 0
to+ €

3апишем д 1
Ef

vJo(t) , (е - tt't0), лч (t) dt +

(F >о) ,

l|ля слryчая _Р a 0 представлени. Д1 проводится алалогично сrrуч8ю

F >0 . Покажем, что последншfi интеграл стремштся к нуJrю при ё*0
Для этогоrиспоrrьзуя (34), эапиlлем его в виде:

to*

д1=- t
tо

to+ €/
* J д uttl, (Е - 1цО). (./rОФ) - чjttl) at

to

to

J

.сf

Lo

tn+ eJ

дu(t). (E-rlo).(vr'ttl - чrСtO)d.t = д tl. (Е -dJО) . (vJo- Фr' ) dt,
to
J

to_t €l tо+_€|

t i -дч. (Е- t r'). (чr€- ч.€) r{t = J Ач,(Е- to) , (ЧrО- Фr') аt
to to

Теперь
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tо+ E_F l t9*€f
" 
J 

o'"on,L,.(E 
- rлr) Фrъ Фll atl. 2 n, l 

,l'tc- 
t;),Фз'- Фr'tlаt .

Lo+ _fl.L

J o(t, u,H) d"t = g.
tor р. t

где СLrъЧ=0 , a(trtl) _непрерывнаяфункчия; tl,(t) -""-
€+о с

мериNrая ограниченная Фнкция. Поrryчим

,

Функчия (Е- tt!) ' (Ч'- Ч') непрерьrвна, поэтоlчfу! испоJьэуя теорему о

среднем, поIryчаем

, 
":j'f,r- 

u;, (v,,- Ф,,)l dL= 2u,;f,е.lrд- tlcl). ц,G)- v.'@)l
to

(где to а Т . to+ C,f )

В силу сходимости Ф.'Ctl * Q,'Ctl по HopN,e С [О rТ1 , иN{ееr,{

l{Е-,лr'),(ч'- Pf)i1="- б при Е + 0 . далее восполюуемся

форr,ryлой [_4, с. 8|:

Ч- Р), |'ftо,чФJ + 0(t) t

- (,tm
€ "-о

обозначим

+ (.Lttъ 01€) 
+ еrm I

t+0 ' €+о с

= - vrо(tо) (Е - {эо (toD , дu Фо) , |f I

чittп1 1д- uftt"l) , ллL(L). |l|. s +

назовем первой вариацией

было оптимальным, необ-

,V.'- Фr') d.t =(

с

лu,(Е-r|rо)

€
Laý

J
to

l

р

t1 = LLtъ +, н (цtl,V) = (Е- llзfti, ut). ЧФ)Е+0 9

выражение frJ = - Ч'. G- vll. дlI. Vl

:;::r* 
J . Дп" того чтобы управление U0 (L)

tJ =-(Е-tО) vr' о tl,. tfl= Н(ui 1L',v)-НФiй,Ч"),tfl>0.1аlу
Итак, доказана

Т е о р е br а 1. (Принчип максил.fуlttа Л.С.Понтрягина.) Пусть прочесс

tIrott,r) , [; (t,r) е C',n (0) , tlrotL) , Wl, 0, т) l
1loft) е И (npn (Lrr) С Q ) является оптимальным. Тогда существуlот

такие неЕулевые фуЕции

t
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ЧrОtt, r) , ч;(t,rl е Wi'"G), v.o(t) , W; ГO,тJ ,

что:

r ) 4уншrяи

апе (at );

2 ) фнкции VrО , \Р

3) почти при всех t
гает макспl,{ума по IL

Эult
at

ч 9rО , 9rО являются множителями Лаграяжа в лагранжи-
о

t

({8)

ý 8. Доказательство лемм

При вьвQде необходимого условпя оптимаJIьности нами были форttулирова-

ны леммы l-З. Чтобы не докаэывать эти леммы по отдеJьности, рассNtотрилr бо-

лее обчдую лшrейную систему и для нее докажем теорему существования, единст-

венности и оценку решения.

Рассмотрим лЕrеfiЕую систему уравнений:

;, aР; являются рещением задачи (аq)-(а6);
из [О, Т1 фнкчия Н (t/o, Ш, Чu)
при 1I = uО (L) :

Н hti t, чО) = уар Н (1Io, й, чо). йеUо

OLull
аrL

aLфl,
arL=6- *azr.# + a22(L,r),uI|+ dд(tlr) чr2+

дости-

(49 )

(5о)

01lIl

-= 

(Iat + Qt|, + +оrr(t,r),чrl+а,r(t,х)йъ+Y,(t,r) 
1

,a

r алч,Фз(0 + Чz(t,r) ;

#=oзt
с граниtlными

n, ";f,'o' - еilull(t,o) = бпi а, 'Чý,') + бB,u[,(t,t)= бц i

в # - ец u2(t,ol= бu, В, ' еЧ") + бл,uIz(tlil= бд1

1

t 'r(t,r) d,r + аэz(t), wз+ \(t)
0

W, (O,il = бзilr) i UzO,r) = бэ{л) ; urr{Ф = 6$ t

и начаJIьными условиями:

где

(51 )
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Q, 6, аZч , ag' - положпт€rIьные постоянные,

0,п(L,ъ) | a,,(L,L)7 Ф2lФlп), Фu(t,.r) е Co'n(q),

Ogtr- ограниченная, измершмая фнкчия,

8rr, 8r' - неотрицательные числа,

8д, а2ч, 8ц - постоянные числа.

введем обозначения:

8rr, 8r., ,
Urr2 Оиr 8rr, Ou,

,=(Y;"),о,=в ou),",= (1ъ) l ol=(""':":_),

* = (а) l оз =(;,,) , бt=(uo" 
;,,),u,=(';;),B,= (; ;"),

бч =
8п
8rч

8r= lrln
\о

8н
бу,) ?

-t
t оо= i,)t

3адачу (49)_(5l ) r.ro>rcro записать в виде:
L

- ЮtrП r T^a*fu'""ut * QзltIз + ч = о iК=о
t

0

- ЮtШr+ Qзt. t r"Ф,r) d.p + азz. ц!з + чз= о ;

(52 ) l

ао9r a(t,o) - h ш(t,о) = бz i

ao9ruI(t,t) + аз a(L,t) = 8 ч ;

(53 )

li (о| х.) = 85(r) ; Шg(0) = бзз. (54)

П релпо.rожrtr"l, tlTo выпоJlяены условия сог.пасоваllия

(ОоЮ*Lrtl,)- 8|,Вý(Фz=о= 8z; (цЮr6s@)* 8r8"@)).=l= бч. (55)

т е о р е м а 2. пусть Ф2(L,r)еСО'П{q1,6s@)с WtrtO,t1 u

вь!поrlняются условия (55). Тогда д.,lя любых YrrЧ"е L1(Q)2 9, е Lr[OrTJ
решенlrС эадачИ (49)-(51) cyurecTByeT, единствевНо, принадлежит И и спра-
вед.flива оценка

,з z .
ll&tIl t,r; ъ *lu!з;]wr, а С, (f, lv,l..* Д illrrtr, 

* 1) , (56)

где Сý эависит пиlль от данных задачll.

?

(

t
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Д ок аза тель с тв о проведеttt, испоJьзуя теореNiуЛере-Шауле-

ра.

Рассt"tотрим семейство уравнений

Y"ш = - futuI*аоЮ:а + Qlflrrll+a"li=-E. аr- Ug- Ч ;

t

t

- futйс+ аз, ! чL(L,r) d.r + Qз1,чiз+ чз = о
(57 )

0

(где 0 с Т с 7l 
" граничньlми ll начаJьныtltи условиями (5{t)-(5a). Д;rя

зад8чи (57), (53), (54) поrryчилr оценку (56), где константа Cs не зависит

от t, Шr r't!2, йj, а завис}rт лл|lль от данных эадачИ.

l1римсняя [З] к векторному уравнению системы (57) с соответствующllr-{и

КРаеВЫr\{И И НаЧаjЬНЫltlИ УС.'lОВllЯ\,lll, ПОЛУЧИNl ОЦеНr.У

,L 2

llr|,,riL < const (Яilч.llчr*Рс. чlзПь"+ЕrilПrrl*;r i . (5s)

Известны неравенства

lZ,tIz llc 'lorr| o,a_t сOпst ,lul"ll 
!,2; L i

|t uзlу"<llur5tu, < сопst.iluцlс .
t

Теперь из неравенства (58) ll последiих двух неравенств имееrlt

L2
xtltrl, 1 crfust, (ЭJп. il ,rrilцП_ + ZJEзLL 

", 
* t) ,

Третье ypaвHelllte сllстс.\1ы (57) запrrrчеNt в вl|де

tt
шJн = бзl* J [аr,. ! шr{s,ъ) dr+ or"(s).uIr(s)t yз(sd ds .

00

(59 )

Отсюда }llIeebr

t 1

a

,

lwrttil ,l8,r|+ 
ILalt, 

tl*лс[о,s; o,IJ dL +

+ |arr(s)| llиrrсlШс[O,s] +|vrtsl|] ds

|urtt)l| с to,t] 
1 сOпst (f,.ln. I ur* flB,iil ,, 

+ t) t

Используя неравенство (59), из последlего неравенства поJrучим

(6о )
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t
+ const

0

и, по неравенству Гронуолла

J trr| с[о,r7 dS ,

з L
Zlsr,c=t|wrft)l gp,q < const (Д lv,; u, *

2

Zlsrt
L=t

w!

|w!'t)

Тогда, очевпшоr

3

Пшl,,ri 2 1 сопst, (I..lvrl, *-i=l u oL

да.пее, имеем lшrl|п; = illlIзrr,.S#l
Справедливы неравенства

tur, ll u"1 с0 п st, lutgl, < соп st,(ЁJч, lrr*

I#|r,"oo't
отсюда

rЁД, I u"r t,ilB,il ц; t t) .

з2
lwr|wi, const (дrм,lrr* | lб ,i|wi* l) , (62)

Из неравенств (6r) и (62) поltучаем искомую оценку (56).

Теперь докажем единственность рещения эадачи (49)-(51 ). Доrrустим, что

задача (49)-(51) имеет Фа решения: IlI1 ,lll2 7 tiз " ЙrrЙrrЙ,
Рассмотрим разность решrений LL= ЦIL- Й Q= ф) . Тогда для

Li ьеравенство (56) примет вип llrJr,r. z*lZz|r,z;z+llg|ц; < 0 ,

Отсюда имеем единсттlоul:сс?t, : €щения.

Теперь переfiдем к доказатеrьству существоваяия рецJения. PaccMoTprrM ба-

нахФопростраr|ство 8 фнщrrfi tift,n) ," 0 , 8С СВ)
Для ках<дого ?iT= (UI1, Uъ) е В ч Т С [О, l] построим ре_

цrение W rc, t) = V (U, Т) лхнеfiноfi системы

- 0rW*а"fl:W* atfurW +оtW+{=- t,аg.Uз, (6з)

удовлетворяюшее условиям (53 )_(54 ), где

2z
с-- ]

',
bL

lбэr

r l).

lri* t),

(61)
t

(

t

0

з

.ё1
l/hL) = l8rrr to[{au lr"(t, L) dr +



Н еобходlдлIе условия оптимаJъносгt| 1з

+ vJ(t)).

т
-t

ео
апft) dtезLВ) ds

J dr}

t
I
ое\

l

l

решение второго уравнения системы (57).
Решrение , W(trr) линейной сисгемы (63 ) существует Lз] , п

W(trr) ' Wz"z(q) . Прверим выпоJIнимость условий теоремы ЛереJlJау_

дера.

1. При t = 0 уравнения последrей систеlйы пмеют единственное ре_

шение.

2. рассмmрим чJар I"= {Ute В, l1ИIс < L} . Покажем

вriоrше непрерьвность оператора V (W, t) при V r е [0, tJ . Для каж_

дого UI е IL имеем решение W(trL) ' W!' (@) . По*"*"r, что

lWilц2; L < C!(L)
Для систеьъl (69) с сооtъетствующими граничными и начальными условия-

миr по известноfi теореме fЗ], nr..,

lturr;r, zIz 1 c;[ilutrШbrr l.rll bL+l6ýl": r t]
или

t|lt/Ilr,l ,z< Q,ШцШr+llVl b"rl6ril*;r t].

Рассмотрим третье уравненше сшстемы (57)

tt

t

,

uз(u = ап + tоГаrr, lo*r$, п) do + ag,$) , uц(s) + чзбlds .

отсюда

t
|цtt)| .00rJ+ач.Т.t)+ сопst IЩtsllds + сопst,lЧrlь",

0

иJIи |wrtDl с 
_gц (r) . итак, il Wil r,r i z, 

з сз,[сrttl * l'Yll bl 1
* lldл [ wi * tJ . обоэначим с1 (z) = с, [Crtzl + ШVl Lr+ llsl у1;' tJ .

Таким обра,эом, оператор V(Urt ) переводит огрлiнченное r,orolcecTBo I,
в ограниченное },оtожество It'=tW: ll,t/l l,r, j L З С1@)} прост-

раяства Wr"L(q) , а значит, и в ограяиченное множество простраrr"""" С(0).
вложение irt;,rtBl с с (0) вполне непрерьвно. это означает, что

мяожество Х z Еляgгся компактным " с в) , следоватеrп,но, операrор !/
переводхт ограяиченное мноr(еqtъо простраrlства В в компактное множесrъо

пространства В , .... on"parop [ впоrrне непрерывен.

3. Покажем равномерlую непрерьвность оператора V (W, Т) на

I" x|OrtJ . Рассмoтрим фнкчии U', UL е I1 . . Обоэвачим

WJ = v (uIJ, с) (где ,i = tr2. ), z = w|- WI! . Фунщия tr
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удовлетворяет уравненшю

-91t*ао
Имеем [З]

llz l

Юlr * Ф,flr х + о77 = - |, ar,@t! - u|)

r,L;l,L cTtLst trr! - ur, Ь.'
L

ll

1

t

il Xl ,,ri t э сопst ilu! - u?il с

Иэ третьего уравненпя сисгемы (57 ) наПдем

Ш!- ч|= Ив,r)- u:6,Ф) dr+

r &лl.t9 , (аrrl ltsl - ш!в)] ds

Отсюда

lш! - ш!| с сrпst ,lut'- шLlс t

llW'- WLlr,z;z 1 сопst Itl'- й2Nс,

Iw'- ц'il, < const,ilul'- u"il, .

Таким образоl,t, оператор V (Ut, Т) равномерно непрерьrвен по UI на

I" Х [О, t] . Пусть Т', Т' е [О, t] обоэначим 

'L: 
УЦ,ti)

(L = t; L) . тогда llW'- WLlt,L;z L сOпst ilulrl ьr, ltn- rL| ,
т.е. имеем равномерrую непрерьrвность no t Раэрезая 0 по t нд до-

[o, t .,l, Lo, t7, Lt,, t rl x fo, tJ,, . .,h п-,, L o1,

tt
t[ar,, l0о

cтaтoltнo узкие полосы

тогда для полосы

, иrвыбирая соответствующим об_

W- Vkl,Ф буает

, т.е. чтобы qB) < 7,

булут выпоrrнеяы все условия

х [0, 1] , "о" to=0 " Lп=Т
рзом ! , можяо добиться того, что оператор

осуществлять отображение шара IL " ,.р f 
"ГLr-п, ttJ ^ to, t1

теоремы ЛереJЛаулера. Следовательноr рецrение Ш i задачи rlt = V (Иrt) ,

t, < fo,t] , в L -й полосе существует. При этом в качестве начаrьных дан-

Hblx в L -R полосе берем значенttе решенrrя на верхяеfi граяице (t- l) -И

полосы, а эа реlшение UI задачrt в области Q можно принять р€lл€ни€, скле-

енное иэ соогветствуюших речlений дJtя всех полос, т.е. Ulftrr) = .tll 
L(Lrr)

при LcLtt_t,tJ G=ТV) .о""""л'оtчто uJ L W';'tal'
Единственность решения была доказана выце.

Теорема 2 поллостью докаэана.
3 а м е ч а н и е 1. ДоказатеJтьство леммы l проведем, испоrьзуя не-

равенства, рассматривавшиеся в ходе доказатеrьства тсоремы 2. Прежпе всего

для прирачrениR Дlh t ДUу , АtIз, ДlIц, AlL запишем систему уравнений:

a

q



Необходимые условия оптиN.tаJьн ости -:

+- ", +, # - сtu;),А[t-сui;цlI;) lur.

+=ь#. - #+к!uh,дul +

- (Kt,t !|pi) - r), дu2 + g. лuз ;

I

= а, (!avr(t,х)d,r- Aur)- lt'. дtIr+ дч.(Е- t') ;
0

+ = A{/t,t)+ A.!+urail att (t,r) dr

dд{,
dt

с граничньIми

(64 )

(65 )

а

в

адlhft,0)
aL

ад ,0)

- дtlr(t,g) =9 1

0дlh(L,r)
aL

QAlILft,1)

0 ,

t аr -ДlIL(t,O)=0; aL
и начаJьными условиями

}

,

Д1I1@|r) = О, ДlIL@,r) = 0 l ДЩ(Ф - 0 ; А1/,lФ) = О. (66)

Первые три уравнения задачи (64)-(66) являются частныN,t случасNl эадач}t

(49)-(51), поэтому для задачи ((;4)-(66) из неравенств (59)-(6О) имеоьr

t
Ibttrttlfc[o,t] 1 const Iriloиз(s)llc[o,sJ ds + const.lдtl,il ьr.

По неравенству Гронуо.пла и}чtееN,

|аtlr(il|с[о,ёJ < сопst,ilдшП ь, .

отсюда

Шд tлr l ,,r 1 ,1 cotLs t - latl,il r, ,lbtt7 о,а< cOttst.lAl;'l ь l t

(L= 1,2) .

Jrloжrro показать, что il+l, < conlt ,lДшl ь, , тогда

|btlllw < COlLSt lOlra t!. " 
L' 

. .поо"чдливость нердвенства |ЬUц! 4 <

4 cotLst llд tl,il bt очевидна. Лемьlа 1 доказаяа.

3 а Merla н и е 2.Докажемтеперь лемму 2. Псрыетри уравнения

задачи (14)-(16) являrотся частtiым случаем задачи (49)-(5r ), поэтоtту пер-

вые три уравненllя эадачи (14)-(16) имеют едд|ствецное рещение ЦIt,
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UIL? Wt;L l Цlэ С W: и справедrtива оценка

|шr|,,, 
; 
"+ 

lurz| t2 ) L+ hп rl w i < с0 п st, i lv, l u, .

UцеW!

t

тРазрешrимость четвергого уравнения сttстемы (14) очевидrа и

Из четвертого уравнения системы (14) имеем

отсюда

t
)=J,

о
UIцф

.l,

(s, 9 + д !фф;) uIL$,o d,r+ V,l(sil ds .fu,.

ll

|utцttll ьrё сопsr Zrlv; t лt

Такrяе нетрудlо поrrучить оценку

Отсюда

ч

|ulч|lwI э cтnst. ZlV;ll r,, .

L=t

Лемма 2 докаэана.

3 а мечан и е 3.Докажемтеперьлемму3.3адача (25)-(27), со-
гласно теореме 2, имеет единсtъенное реrrtение (в чем легко убелrrтьсяr заменяя

t на Т- t ), справешrrвы оценкп (28), т.е. справедrrtФы утверждения

леммы 3. Необходимо отмgгить, что в заддче еЫ-е1) произвоша" alР laL
в точке { = t, L = Т терпит разрьв. Действитеrшrо, в сиrту -(77)

имеем Фr'(rlrl=0 (Оз1,3l) тогла

Э Фr'(т, l)
аr-

Далее, в силу граничного условия (26) имеем
(Т, !)t , т.е.

t+ll ,,, const Ёiп,;r"

= ,r* Фr'ff,t- аф- Ф|ff,t| _ Q .

лr+о AI
бr> о

0r Ф

проиэвод}|ая * терпит раэрьв при Х= ! l Ё= Т.
3 а м е ii" n е 4. Докажем лемNfу 4. Имеем отображевие F(UrttО)

V1 ----* V, . Рассмотрим разность

Й. | г 1ч.Ъ u!, чО ) - F (IJi ll\ - F;(vi ш\ ш| vL =

8

J

dаФi

t



Необходимые условия оптимаJьности 1,7

t

с W, U(u; * а,.) - t tчil) r

*, (t*tчt',- ur{i' 
)ltT,

- K.fu,.Ga;- aJ) - ltцl) *
L

llиrll
1

Поступила в ред.-изд.отлел

1-{ апреllя 198З г.

V1

+ u| ul2 G"tv"'l- ''r{' )l
t

- 
^ !ГФr,ч, 

-'rrff' J, ш,tt,r) d.r

-а 
(g+ к) .WQ/;r щ")- ltu;ll.+(c*K1 .|!'urtrr;l- ffl, r

-д.tф"<utl- 'ЗY' il,

Известно неравенство llUrrll.- < СOПSt nUr"n t|L;2 . Поэтому в

сиrry непрерьвности функции !\ril , * , #, иrчlеем

l t @; - йr)- !at!t|r- о, | !'ч"tЧrr' - rr-#r' 
lr* 0,

пФп"tr;l +il,.*o
при ll14f[yr*0 .Лемма4 доказана.

v2

}

l

f
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