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о точкАх экстрЕмумА одноltr функции

В.И.Костшr

Хороtшо иэвестна важность так наэываемой "эадачи параметрического оцёнП-

вания", т.е. эадаrtи восстановления коафичиентов лиференциаJьного (или, напрп-

N{ep, раэностного) уравнения по решениям этого уравнения. Работа f1] посвящена

примснению град{ентньtх методов к решению такой задачи в различньrх ситуаJlиж.

Ниже рассматривается вопрос о применимости градиентньlх методов в сJтучае

сравнптельно простой задачи восстановления коэффичиентов 4-точечного розност-

ного уравчения по "спабо возмущенному" решению этого уравнения. Постановка за-

дачи несIолько отличается от постлtов*п , [r] тем, что мы рассматриваем одну

реализацию воэмущенrя. Накладьrвается ограничение на входные данные задачи ти_
llпа малости lJtr _нормы возl.,{ушения oTHocиTeJrbHo L2 -нормы невозмущенного

решения. Исследуются некоторые эатрудlительные ситуации для сходимости гра_

диентных методов лри решевии TaKofi задачи. В конце приводятся резуJIьтаты чи_

сленных расчетов одной модельной эадачи описанного типа, демонстрирующие "ов-

ражность" исследуемого функчионала. Расчеты проводились по "безавостным" про_

гра\,tмаN,t на ЕС_lО5О, составленньrм по матери.л., [Z].
Как буает видяо иэ дальнеfiшего, аfiалогичные резуrьтаты имеют место и дJtя

сrrучая Р -точечrых разностньrх уравнениЙ. Не имея цели гнаться за излишней

обшлrостью, мы остановимся на сrryчае Р = а.
Пусть последоватеJlьность точек /д t К = !, 2rЗ r,,,, N+ 3, "мало"

отличается от последоватеJIьности точек l.LK, К= |r2t..,, N* J , поторая в

свою очередь явJrяетoя решением системы разностньц уравнениfi

ILK+3, Jзtш*rz- "FrL*r!-.fullк= 0 l к = l,L, л/

Таким обраэом, наlли предпоr"тrт; относитеJIьно

!к=uц*t*, ЁГr <t.
формулируются Tat(:

уПо вектору требуется восстановить коэффичиенты раэностного уравнения ..Рr'

у

Ё

fr, f з'^*, чТобы возмуцrение было мшrпмаrъно. Ниже булет прелло_

жена вариаttионная формулировка этоfi задачн, состоящая в нахокqении MиHиrvfyмa

некоторой гладкой фнкшии Ф (fr, 
"Рr, "Рr) 

, n о"уr"ствлена попытка ис_

следова|lия качественньD( своАств этоfi функчнш. Будут прflведены также резуrь_

l

е
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таты числен}lых экспериментовr демонстрируюlцих качественное поведение rЬункциl{

ф в некоторых частных с.ryчаf,х.

.Рr, Fr)
".оо* 

-" 
Ir/

Д = Д(ро, 13,,
3) , "... "r"'o,uu" 

ДI

N+З .Тог_

у , т,е,

Введем улобные для дальней!лего обоэначения. Пусть

лl ,(il*

-fз -,Fz -.Р, -.Ро 0

0 -"Рз -"fo -f, -/3о

Таким образом, Д (rr, _Рr, .Рr, Jgr) _ л€нточ}tбя t\{атрица, причем ширина

ленть] p€lвHa четырем, а по "длагоналям" стоят одинаковые числа. В дальнейцJем

всегда булем считать, что 
"Fо=' 

l , а числа .Р, , J3", "F, 
- вещественнь:е

параметры. Для крткости булем польз,оваться обозначением Д tРl = Д( t r lЗ,,
t\, fr) . O"o"*ol что раяг матрицы Д И) = Д(,l, !3r, "|3",f5) ""о"о.
р""."N,ауравнени" ДL=0 ,где Z-столбец. N+3 _ьrякомпонен-

тами, задает разностное уравнение

Zх+з- _FtZrrz-./зzх*пr-,FзZк: 0 (к= 1,2,,.,,N). 
(1)

хорошо известно, что раэмерность пространства решений такой системы раэност-

ных уравнения равна трем, т.е. раэмерность простраяства ре!ленttй системы урав-

нений AZ= 0 равна TpeNl. С лругой стороны, так как!анг t*tатрицы ДТ

р".." N , единственным решением сrtстеIIы уравнений ДТ UJ = О бупет то-

ждественно нулевое решение а = 0 . Этими фактами булет улобно поJьзовать-

-.Fr-}t -jo 0 0

-fз -/Зz -h -fо 0

- некоторый фиксирванньй вектор размерности

оэначает квадрат длины раэностrr векторов Z

- ПРЯМОУГО.fЬНаЯ МаТРИЦа РаЭ}trеРа

+ 3 столбца вида:

-f,
0

0

0

д

ся в да.lьнейшеN.t.

0

0

0

0

.l

да

Пусть Ц

|ir, yilLo
квадрат расстояния от 7, о" У :

rlt3

llz-yilL= Irrrr-yi)'
Нетруано видеть, что

Lп! ll- yilL
д1.0

есть не что иное, как квадрат расстояния от вектора у до подпростраrlства,

(
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опредеrrяемого уравнением ДZ= 0 , т.е. до,подпростраяства реluений систе-

}дr разностных уравнениЛ (1).

Прелrrоrrагая, что параметры ll , _Fz , .Fз могут иэменяться процз-

Bortbнo, мы опредешем функrшо ог этж параметров:

Ф (F,, f t, f) = .Lп! lz- у ilL .

Д$)L=0

Очевядrrо, фнкчия 9(Рr, .F"r.F) - глбдftбя фнкция переменных f, , ,fl,, 
,

;6, . Таким обрзом, все точки экстреNfум{l удовлетворяют уравнениям:

аФ
S=О, J=t,2,з,

При этом среди точек ..16 l удовлегворяюrцrrх выписашным трем условиям, мо-

гут окаэаться тоtlкиt ве доставляющ,,е максиNfума или миниNlума 9 r например,

седловые точки. Поэтоr,rу t'ъl булем их назьвать просто стшионарнымп точками.

Для фнкции Ф можно поJryчить явную форrуrrу, удобную для вычислениП.

Именно, есrrш имеgгся оргогонаJIьно€ разложение ! = fto* | , Д (f) 7,о

= Д Lо - 0, а ý ортогонапен подпространству решенип ДХо= O, то

по определенпю, Ф'- t r Ш' . Оператор

Р: у=_хо+ý* ý

есть оператор ортогонального проектирования с шром, являющимся пространстЁом

реIлений д L : 0 . оказ"вается, Р = Ат(д дт)-l д . докажем это. в са-
момделе,есJI'. Дr=0 ,то Р7,=О ,..". lerP содержитпрост-

ранстворешениfi Дr=О .Сдпrгоfiсгороны,еслrr Pl =0 | т.е.
ДТ(Д ЛТ)-1 ДI = 0 , то, так как раяг ДТ рвен |r/ , попучаем
ИД\'t Д7= 0 , . отсюда Д1= О . Таким образом, ялра операторв r{

и С = ДТUДТ)-l Д соЕпддают.3аметим ещеr что

QL = д'И А\'' л Ат(д лтуlл = да д')-t д = Q ,

,.". Д'G Д')-l Д = Q - проекторt причем ортогонаJIьнып проектор, так как

очевшдпо, что 0' = 0 . Таким обраэом, действитеlшrо,

0= д'(лд')'|д = Р.
Очевидно, что ранг матрицы Р р""." Д/ . Это слеryет из того. что яд_

ро Р совпадаgг " *ро, ,4 . В сиrту очевиллых своRств проекторов иI9.еем

Ф(f,,fr,,fr)=(Р(!,,.Fr,,h)у,у), Р = д'(д дТ)-1 д. (2)

Это и есть явная формула, предст{lвJIяющая Ф . Отсюда

аФ
a.Pj

а

D

(Йу,у)
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Чтобы их вычислитьr нужно сосчитать производные ог ,атричь, Р

тать llx в некоторой фиксированноfi точке J3o .

Матричу Д Ф) мы можеNt представить в виде

Д (F) = До+ ф, дr+ ф7Д2* ф, Дз ,

где до = Д !3о) , аr: 
"Ft-.l3oп 

d2= ,Fе- "Foz, 
dз: ,,Fз- f о,

tlrатрицы Дl= Д(0,7,О,0), Дz,= Д (0rО,!,о), Дз= Д (О,о,0, t).
l1одстав.,rяя выражение (3) в формуrrу -" Р , поIryчаем:

Р =(До+dt At+ dlAz+ drАr)'[(Дr* drA,,+ drAr+ drАr) х

Д.пя счета про}tзводной + мы вправе давать приращение только лиlдь

.Pt , " пара;\!о,гры ,.Р" " 
O.PF.' 

считать неподвижными. Эт. обстоятельство

сокращает Hat\, выкладки. С лругой стороны, в сиrrу симметрии форьrулы л"я Р
ПО ПеРеi!lеННЫN{ ос' , фr, ' ОС, . очевилно, что производные no fl, " ,,Рз
по.тучаются просгой заменой индексов.

Такилr образол,t, будеьl считать, что

Р = (Ао+ cL1 А1)' [1лr* oL| Al) (Ао+ а, A,)J'' Uon ф,А,) .

Разлагая по.пучснное выраженltе по степеням d,l с

стопеllи, полуtl}rNl llcБo\loo выраженltе для производной

Иliееl"t

(Ао* а, А) (Ао+ ol1A,)T = АоАТо + a,QoA| + Д, д{) t

г!lс ],(r,tкitNltt обtlэнt1.1е}lы членыl ttмеюц}tе степень по d1 выше первоЙ.

'|'огда

Lto о* dt А,) (Ао+ oL, А 1)' f-' :

= (Ао дЬ-'- ф,(АоА:i[А, AI* AoAi]U,Ai Г'r .

. Будем счи-

(3)

a
а

точностью ло OL,1 в пеFсй

+ " ,о.*" fo0F,

,

Перемножаеьl

р = (до+ фt А1)'{И, А: Г' -

- d, (Ао Ah-' [д, лI r А, Ai J (l, л!i'} (Ао * а, д,) , , .

= А|(д,д{)-'д,+ a,{Aiи,A;jh,* д|иоАI)-'д, -

r

t
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- д|G,А:Г'[д, дi * А,А|JOоА')-'л,} + ..

так как по условию Р qф = ДТ Uо Дf,)-'Ао , 
",о

* ,n, = А| (А, лЬ-' л, * д|, (д, д[)'' л, -

- л!tl, дh-'G,А|* доАЬч, лЬ-'д,
Удобно ввести краткие обозначения:

дIи, лh-'
тогда имеем

# ,n, = А: Al' * Ar, А, - А:[А,А[ + Ао AIJ А:'=

= (д|- АIл,АЬА:'r л!(л,- л,л| лir1 .

Очевидно, что

А:Дr=Ро, дIлJ'=ро.
Такиьл образом:

+ (f) =(I- q ) А| ai' r Al A,(I - р),
гле f - €диничнбя матрица.

Итак, искомые выражения для производнь]х поrryчены:

Й *., = (I- р) А|, AI'* Al Ar(I- р) ,

ft tr,l= (r- ф Ai Ai'* А| дz0, р ) ,

* ,о, = (r- р,) А: дi'* Ai Ar(I- р,) .

Прлвепем сводку форr"rуп для матриц, участвуюrцих в (а):

А|= А'о(ло А:Г', дiТ= QодiГ'л,, В = лi л, = л|

До= Д (!, !З,о, fzo,,pr), дt= Д(0, t,0, о),

Дl,= Д(O,О, 1,0), Дз= Д(Or0,0,1).

= А: , (Ао A:i'A, = А:'

1

(4)

fT
0,д

Стачионарные точки функции

системе уравнений:

Ф при заданном векторе У удовлетворяют

a
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(* !,!)=о, (#!,т)=0, (й!,!)=0.
Если обозначить через Ci утрицу 

(I- Ро) Д] Дi , то правые частп

форr.о,л в (4) имеют вид Cj * Cj , Матрича r- Ро - проектор, причем до-
полнительньй - Ро. Сп"доJ"r.rьноl ее ранг рвен 3. Отсюда р""" nr..pnu", С,

;:ЖТ:"ТlЪ-.-"rf*".""","i'J';"r";;;FТ:::-*1;;"r"
уравнений относительно 

У

*!,а=а, frо=о, 
**r=о (5)

a

Ц , образуюшие подпростраяства размерности| не
о

Таким образом, если имеется точка f о , а вектор

полнена система уравнений (5), то градиент функции Ф в
у тдков, что вы_

точке равенэтой

кулю. Отсюда следует, что градиентные численные методь] в точке 
,.F о булут

останавливаться, причем ниоткуда не слецует, что поJryченная точка f о on""r-
ся точкой минимума функчии Ф Я).

3аметим также, что если записать две системы уравнениil вида (5 ) в лвух

раэлlrчньtх наперед заданных точках ,Fo " .Fоо, то раяг полученной системы

не булет большrе 36-ти и, таким обраэом, осли N + 3 > 31 , то ],1о)ю{о llай-

ти вектор 
} , удовлетворяюший условияNt типа (5 ) в двух наперед заданных

точках _Fо " f оо . С.п.оо"ательно, фувкчия Q , опр"л"ленная по Taкo},fy У ,

булет иметь по крайвеfi мере две стационарные точки fo " _Fоо. 
Ясно, что

при достаточно больlлспа числе компонент вектора 
У 

существуют примеры функ-

чпИ ф с любым числом стационарных точек.

3аметим также, что примеры функчи* ф с боrьrцим числом стациона5trьrх

точек можно построить еlце следуюlлим

что 9(g- s, еs- t, 9t) = 9
то каждая из таких точек при любьtх

unn ф.
Прtвелем также таблицу значений функчии Ф для Heкoтopbrx значений f

в окрестности стационарной точки с целью демонстрации того, что она

окрестности довольно "остра". В нашем примере N= 30 . Вектор

ляется следующим обраэом:

!.,=0, !z=!,lз=t,8,

l**з= 3-Y**z- 3!r.tr Х*, К - !,2,.,., 30 .

А комлоненты 
Т * отличаются ", ! * следуюtцим образом:

образоьл. Вслч !к= |К , rо очевидно,

при всех S n i . А так """ Ф(f)20,
S " t является точкой минимума функ-

ý

у

в этоll

опреде_

ё
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|* = !*+ о.3 со,5(3,tч к/2+ t) .

Прlвелем эначение функчии Ф (fu, ja,,,Рr) " точках квадрата

J\ = з, "Fь=- 
3 +G-3)x lLt fз = lr (l-il х h,

L,l: !r2,зr4r5,

где h = 0,1 . з"."."пя р приводим с чgгырьмя эначлцими цифрами.

С1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

521з
5115
5о39
5 157

5196

4663
44I2
4о92
5зз8
з r73

377 4

2996
о.1437

з869
48L2

2о26
1461
4452
5168
559о

2з55
з926
5476
582р
бо74

Прlвелем ,u**" n,,"ron* (
аLФ \з
ffi ) Lrl = ! в точке (з, _э,1 )

.t

|| =

Число обусловленности этой матрицы

JU (Н) = !,з02,|01 ,

что говорит о Totvt, что поверхностп уровня фнкrии Р в окрестности точки

(з, -3rl) сильно вытяrlуты в одном направлении, a.a. ,"aрrдr" Н ппоrсо обус-

ловлена.,

Прlrвеленrше выше выкладки и Fеэуrtьтаты численных расчетов демошстрхtу-

ют значительные трудlости в примененши м9тодов тппа нахскореfiшего спуска.

Ньютона и др,угпх для отыскания мпнпмума описаяноfi фнщии. Такпм бразоrи,

применение этих методов в задаче параметрического оцениваншя требует ддльнеl-

rцего исследованl|я сходимости решJения.

Поступшпа в ред.-ша_д. отдал

27 марга 1984 г.

3329
21а5
2289

27а5
2з33
192о

22в9
192о
15ез

€
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