
Управляемые системы, ИМ СО АН СССР, 1984 г., ъып.24

удк 519.8

о поискЕ миниI\tумА выпуклоЙ Функции

С.ЕJвоэдев

Пусть thl,) - выпуклая функшия, имеющая в каждой точке tf, множе-

ства 1I = {Qt,,II)< R2|0< lIL <,llL , t= Г,Z} Фr"РL. * , L= Г,L)
ограниченный субградиент V (U)

В работе предлагается алгоритм приближенного решения задачи

mLrl, JQL) (1)
uell,

и оцениваются отклонение поJýrчаемого решения о,г оптимаrьного и трудоемкость

нахождения этого решения.

Обозначиr,,r е, = (tr?) , е2, = (0, 7) ,
градиентовфункции ttUl вточке Uе l/,

Л (lL)

; гryсть

_ множ€ство суб-

имеют место

ltlaL mач {ler. чODI|< Gi, L= П.
u е lL vпD е А(u)-

Для каждоЙ точки ll е tl, определим множество

WOt) =lU,w) е RЗlш=- v(и), tI= !{u) + tt.цL v@) е Д{Ф}

(энак ""' оэначает скалярное проиэвеление).

Покажем,чтодля UеlL " (Ц0 eW@)
следуюцше свойства:

lI- u.uг = COtttt t е)

tI- ч.Ф > т- ч.й (з)

для каждого ({'rй) е Wй), i, е lL .

l|ействитеrъно, свойство (2 ) слелует непосредствеЕно из определения мно-

жества W @) . Установим справедливость свойства (3). В самом делеt IrycTb

tt, il, С lL , Тогла иэ определения субградпента в точке il имеем

JCt1,1- ttil > VЙ),@- Гq r а из определения W tul поrтучаем

1I-U,Ur-@- а.й) >- Й.(u-й) . Поэтому 1I-u.лtl>t-u.й
Спрвелливость своfiства (3) установлена.
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о

Схема .*ор"rr. Д рецrения эадачи ( 1)

Агоритм 
{ состоит из последовательности однотипных шаговl в каждом

шаге происходит обращение к процедур" П(U) (0 + U, t 1Ut)
началоlч! работы алгоритма эадается 2 *"*rор 6'= (й, Dz)
0.tLrlL, L= П.

Опшшем работу flрочелуры П (Ui . Пусть задано число 1Ц (вход про-

цедуры П tUr) ), К -й шаг (К = lr2r,,,) процедуры состоитизслф

ДУЮЩИХ ПУНКТФ.

l. Опрелеляются веJtиtlины

n|-"'= mах, {n", в;-' le,,,,u > о},

n;-"' = ttrLt7, {nr,, B:'l еr. чr < о} ,

где В:' ( К > t) _ - множёство, обраэованное на (К- 1) -м ш8г€

npou"ofr' П \t,r) ( В: полагается равным rryстоr9fу множеству); Ul
вторбя компонента пары (lI, а) е W (Ul , Uz) l причем максиt"тум (ми-

нлмум) по пустоNfу мнuжеству полагается равным нуJrю (Р, )

2. крнтерий oc'€l'o.a работы процеryры П ttt,,,1. Ъ;" l tt|'"Z -
n;-"' l ' t, t т.о процедура П 0,Ч) :а1.'чЕает работу. Выходом

процедуры явшется множество ýl 0t) = {Car6l| , где числа а ч

6 onp"o"r*r,o, следуюцим обраэом.,

Обозначим uL = ш|,-"', Й= Ц!-"'i lL'= (Цt,Ui),

ш" = (иt,tt'i) ; 7T',rI') е W (u')l@i ur') е W QLo) .

фt > 0 из соот:lошениR

фt+ фL= t, еr"(аru'+ d,rtllu) : 0 (4)

. Перел

такой, что

(6)

l

и полагается

где, по определению,

а = oLttll t dl,ч О - (dtuL GL- ч ') + dt,L!, (Q. utn)) i (5)

6 = Ct, (dtt' + d,"ti") .

Если (С7 а') (С", Ur") > 0 , то по,tучаем

а= t- Gl., йl {сr, Йl ; 6 = С,, fr ,

t- п й = mLn|tr'- tt/,ur', t/o- tL", tlr"}

Е7, trl = 0Если , то полагаем

(7)
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а= 7r'l 6= Ct'

3. Опрелеляем величину U| = t
множество В; равным Bt-'" U {

lлагу процедуры П (tЦ)

,ull.

/z @t
ш;}

K-rL + ш:-',r)

(8)

, и переходим к (к+ t) -I\lY

КОТОРОГС)

Описаttие К -го tлага процедуры П (U,,) завершеllо.

Опишем работу алгоритма д , ( -й шrаг (К = trlr ''')
t

состоит иэ следующих rryнктов

1) Опрелеляются веJ-шчины

u;-"t = mъtr{u,, B;-'l б ,. о},

u|'"'= mLп {u, , Bi-'l $. 0} ,

где В
алгоритма

K-t
-lr{ножествоr обраэованное на (К- t) -м шаге

полагается равныIvt пусто}чry шurожеству); 6 - вторая

tl, е U,
uleul

, где

д
(Ф,6) 9 (u,,)

имеет место

Лемма
u, с ll,,

а) а- шt.6 = СO,п|t для (а,6) е ýL (Щ)
б] Ф- llt б t 8rСr, d - u,0 для (а,Е ) с SZ(Й)
lL, С ll1

(K>t)
(Bi

компонента пары из множества , поIryчаемого в

зуJьтате работы процедуры П tu,) ; причеN.r максиlчtум (миниr"rум) по

Обоснсrваниеалгоритма Д

Оценим трудоемкость алгоритN{а Д и точность решения задачи ( l ) при

помощи этого алгоритма.

Докажем внача,frе две леNtN{ы.

рс-
гry-

стому множеству полагается р€rвным 'rулю (ilr)
2) Критерий остаяова работы .-oon"rr'd . a"n" lU|-"'- rl|-"'l< l,

то алгоритм Д заканчивает работу. Приближенными решенияlttri эадачи ( r )

являются величины Ф rъсi) = Ч'- U| бl , Ф kl,il = а,О,U'l В" ,

где (&', Е') е Q (tli'',') , (an' бо) ,е g (u,|-t,z1 ,

3) Олрелеляем величину Uf = * C"i'|,L + |lK-t'| ) , полагая

множество Bi р€lвllым Вi-'U "0rl , " n.o"*oonr * (K+l) -nny

ш8гу алгори.пrч У,
Описание /( -го шага алгорштi\tа Д заверrrtоно.

t

1. Справедливы следуюцше свойства tчlяожеств 9 (Ut),

го
и любо-

, полагая

t
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Д ок аэательств о.Справелливостьсвойства а) слеryет сразу

lr(е из определения llножества Я (tЦ) . j|окажем 6). Полагая 1l,, е 1,L1

примени!,4 процедуру П (U,r) . Наполлним обоэначения (,п. 2 процедуры

П @,) ):

ш!,= u|-',' , u|" = u|- "L; rl,' = (u,, u,!) ,

ц" = 1tl,,, u'/) 1 0r| u) с W@|)t 0t| чО) е WOlP .

Неirосредственно из (5)-(8) имеем

(9)

I,де

а- Utв > t- й.Й,

II;;cTb

обqзначим

i- й tr = mLп {u'- u'. t t', Ir''- |,t".ч'} .

i,, е lt, (|О, + tt,t) , применим процедуру П Cilrl

я<t1; ili= n[- "', i! = ir'=1ir, illl ,

(1о)

u K-t, z.
L,

(11)

(rz)

, то, умножив неравенство (tt) на

" dl оПреДеленЫ сосугноше-

П ttl,r) ) " сложив соответству-

(1з )

(re )

1ii,аl} =

t t"=(i.,,ih; <tri i,, ,wai),tii ti'l е wciil .

Из неравенствд (3) слеяуют соотноцения:

t - L.tr > t'- il,
Если U",it') {е, it\ < О

cL1 , а неравенство (t2) на фL ( d,

нияlии (4) в резуJь,гате рботы процедуры

ЮЩИе НеРаВеНСТВа, ПОПУЧИlчt:

tr,- й. й, е, tr' r art' - ГL, (е, frt + оцiIО)

а ll

I

t
a,,i'* чt,- il.(er}s'*a"tlt\ : а- uri *а,u'"{\r,,it') r

* aliiцL lio)- (r й Gt @,,ir'* ariloD ,

u!

Пц.ввая часть неравенства (13) MorKeT быть представлена в виде

где, в сиrry (1О), сr' й равно либо tl,! ,а i=dr|'*
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* d.L},,-@liiщz.a,) + ца'; Gz h'))
*Ortitl)

В сrrучае LL, а, = UL имеем

u 0 (е, Ьet

&t u'zцr. il' * arii(r, lh'' - ,rКСr, (а, it'+ Цit')) =

= (i;- Il;) (Ct. (а, tb'* a"itg) * фLф; - iLl 0z. it')

Прrаrимая во внимаяие, что al,,(d, rt7't artlt') = О ,tio;- i;1,
, tr,, er.ito з Gz . из (9), (rз), (ra) поrт}rчаем справедrrивость

свойства б) леммы 1. Сrryчаfi 0r,й = u!,

+

рассматривается анаJlогич_

, то обозначнм

(rs )

с

но.

Тогда

EcrM (0l, irt')
:a
ча - mLtrlit- i'.,fr: i'- а'. ,h'}.

Ql,ito) > О

u-

а!.Апллti=i-(съ.йlQr.йl ,6=Ц.Й. (16)

Иэ (Э ) слеryет

--^ryд
U - tl,. Ii > t- u. uI. (1? )

Воспоrьзовавlllись (16) ш опредепенпем вектора il , преобраэуем правую

часть неравенства (17). Имеем

^,рLлАЛ.ААi- ъ. fr = а,- ш,0 + (|l.. D rц. Йl - (eL, а) (с". it) =

= а- u,0 + Q ti,- Ы а" i,l. (18)

оценим снизу веrtrlчlоlу (СL.(ft - il.)) (Сr, bt . рассмmрим слу_

чай еr,ф', о . Тогда из условия (ez,h') (ь, aJ') > 0 сле_

дует аr.0)" >Q , а иэ (15) вытекает Сr.Й" > О . Далее, в

."* on*l"n""n" ilr! , иэ неравенства Ц. Ъ'> О имеем i!,:.|r",
" n. | Ц- all 1 t, по,ryчаём ,р, i,ilL > уц- tz . из (15)

слеryет, что еr. й _равно ilL ,,иОо ft! 
^. 

По"rому, в сиJrу оче_

видныхсоотношений е".Й<,!* , f,l .fu=G" 1спрiв€!-
лllво

лл
(Q, @ - Ы (et, йl > 0, G". (19)

Таким обраэомl еслll С,r. ir' > О , то иэ (9i, (1?)_(19) вытека_

ет справедливость своПства б) леммы 1.

В сrryчае еr , th' < 0 рассухФения аналогичяы.

t

,



Мширrуrи выrтуклой фдкчии 25

Есrпл

где а.

имеем:

hh ':0 , то! очевидно,

1I

А, N л. л 
^1I'- й.Ф'= ii- Щ6,

4 at

" 6:С.,'ф'

l

и (rr) поrryчаем а- цtB > а - U,6
л. Следоватеrьно, из неравенств (9)

. Из опрелеления фнщии

Лемма 1 доказана.

л е м м а 2. пусть ш|, шi е tlt,@;B') e Q,fuhr @|8') e
е Я(Uh , lU|- шll < й тогда ecrпr

mLrL{u.! ,ui}-о ч lпаL{В',В'}<0,
либо

mаL {ui , uiJ : ./ r " TtLLn tB', 6"} , 0 ,

либо

пL[tъ {В', В"} 1 0 п tnax {В', ВО} > 0 ,
то

паr{ф@il,Фtuil}- mlr Фсц, zQG,* Q 6"). (2о)
Ulе ll1

Д о к а з а т е ль ст в о. Рассмoтрим сrryчаfi mLП{U!r,Ui 1=g
ч Tlal {В', В'} < 0 . пусть пLп tt"i , ui} = 

'il! 
(ecr.l

mLtL {tl,i, tl,i1 = Шi . то рассуждения аналогичны). тогда ф(Ui)
= ф (О) = а' и дgЕ ка)|(дого Шt е ll1 имеет место Ф (U,'r) <

' al- ltlBl . Поэтоr"tу, в силу пеммы r, о- @rЕ) С 9 kl,)
справедrtиво неравенство Ф'- Ur6'З а- Ur6 + tz Gz l сл€дФ

вательно,

Ф @il - mLп Ф @,) э бlGl,
u, е ll1

оценим Dазкость Ф 1l,i l - Ф tuil
ф Ш), в сиrrу сэоfiстэа б) леммы 1 и неравенства |ni, uil < 8!

t

ф otil - Ф tuil 4 a'l- lL| tr-(аО- ul в'- 0rеr) 1 Ц в|+ trG, .

lпаL {ч tu;'l, Ф@il} - mLa ф ful с
ЧСШt

, что доказьвает неравенство (2О).

m,ах {ul, uil = .f t п tпifl{В: а'}>о .

Таrим образом,

1йq+2\0ъ
Рассмmрим случаfi

пусть mаъ {t"|, ui'} - u;' (еслrr mаL {tl,i, tli} - ui , т
рассуждения алапогичны), тогда Ф tU,il = ф У) = ao-|t't"< а'- Шr6'1
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1 а- Ur6 + tr|" лля.rюбого ll| е lЦ , с.'lеловате]ьноl

фll,il - mLi Ф аl с ЙGz, Нетрушrо проверитьl что Ф tч|l -
' 1/,, е '|,L1

- ф 0r;') * 6, Gr+ \ G1 , поэто,,ry

mах {Фtu',l, Фtuil|- mLry Ф(ш)rйG,+2а2GL,
u, е ll,

что доказьвает неравенство (ZO).

PaccMoTprrM сrтучай mLru {В',6"} ' 0 , lt Tflart6',8"J u0 ,

пусть лля определенности mLrъ{8i, бО} = 6' ll rrLaю{B;, 6'У= Bu .

Тогда, очевидно, существуют числа d-l , фL >. 0 Taкtlet что d,1+ d_r= !
n dt6'+ Ф28П = 0 Из леммы 1 и опредепеIIия фнкчии Ф@r)
д..lя любого u1 € Ц1 справедливы неравенства Ф fu) + tl 0z >

> al - Ur6' " ф (U1) + trG" > а,'!- ш,6" . умнохв tlep-

вое из :rтих неравенств на dl , а второе нб dL ll слоrкllв поrryченl!ые не-

;:#"",с 
J-четоN! соотношений oL1+ oL, = ! " oL16'+ oL26"= С ,

Ф 1u,) + й Gt ) d, а' + Ф10-'lm L?L
urсU, (21)

Опрелеrпrм веJтичину

.,F = mаr|аL ui 6' -(а'- ш| во),,ао- ui8"-1а'- ч|8), t, G"}

очевидно, что а'- ,l',6'-(a'- dl6') - 0 а J3 " а|- ul 6' -
- (а"- U| В") 1f . YMHox<rB первое из этих неравенс:тв на dt , u 

"."р.л,,
на oLL и сложrв полученные неравенства, илiееNi:

d, о' + d,"&o > ф (lLi) - /3. (2z)

,

d, &' + d"Фl' > Ф tuil -1з . (2:;1

Оценим сверху величинч f . Илtее:rr

а'- u|8'-(a"- ш; в') = al- ш| вl-@П- u';В") +(ui- u|I 6"<

п'- ш|8'- (а'- u| В'- tr 0") n (u't- ui ) бО =

= (ui-lL)(B'-6u)+ tr|2a 2t,G,+ trcr.

Дtrалогично показьrвается| lrтo

Аналогично устанавливается, что

t

а" - u,i 8"- (а'- шi 8') n 2 t, G, + фGz
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Спедовательно, F + 2 t, G, n ýz G 

" 
. Такиьi l)браi:lоr:, }:з tlе,рirвснс,гв

(21)_(23) получаем (2о). Лемрrа 2 доказана.

Т е о р е м а 1 (о точности решения задач}! ( l)}. Rt:личины ]

Ф tUiil . поrryчаеtые в резу...ьтате работы "r.opn"*,. 1Д, , я.с.,tяi,.,тся

маJIьными решениями задачи (1), гае |= LG1 G| + 2 ё\ G2)
Д О К а З а Т е Jl ь с т в о. YTBepiKlteHиe теорс:r\ы экlзIl!}а.lентн,J

справедливости неравенства

rLar, {Ф t";l, ф сui)} - m[ р J tul 1 |, .

uG,u

Неравенство (24) разобьем нА IIва неравснaгLrа:

mаr {ot,"il, Ф tttj lJ- mirс Ф fu,] 1 l(ЦG,+ 0rGr) , (Z5 )

Ul € llt

,1Р(:В(,РКе

(24)

(_](l )

по.,lучает()я зна-

, уд()влетворяющее

Ф сш|) ,,

j| ,оп:.,i4-

(27 )

mLrL
UtеЦt

Ф(u,) - mLru Jo,c) < 2\LG,
цеlL

l

Неравенство (25) слелует непосредственно иэ леьл:i:ы _.

Докажем неравенство (26 ). 3аметим. что функчия {tu,,) = rtlL П J@t,U),
uzе Цz

ltrt= {ШС RlO * U n /r"l t выпукла и опреде:lена на \1ноже(]т-где

ве llt . Поэтоr.tу в резуьтате работы процедуры П tU,r)

Ф (u,) - (J- u,6 ((а,Ы е s7 (щ))

Фtu,,1 - mLfu l (u,, 1лъ) < 2 бz
И2€ Ир

Действительно, из выгry-клости функltи" { tШr) с поi\.iощьlо рассухjiениЙ,

аналогичньD( испоJьзуеN.tым lrpи док,eзате.ylьстsе леNrNlы 2, с :зашtеной ве-,Iltч}tн ILi ,

u| , 6', бi ,Р / веJtячинаrчtи Шi,Ш!,, {r,й', er,tl'| ,tt" ;

Ntножества 'l,L1 .-N,ножествоNл И2iHepabe'(jTl]a tUi-tli l att -нt,ра-
венством lt"!- tcll Э tL i условий (а', 8') с 9 tujl it

(а,", 6") е Я (ttr") - условиямя (t)', ti') е W Ql') li

(U'| tlto) С W ttt,i) соответственно, где ?l' = (Ut , Шi) , ll" ,,

= Цtl,,,, Ш!) ; {ункчии Ф tU,r) - Фнrtцией ttUr, Ul) , в с}Iгr- c.(,ilc'..ir

(3) (аналог свойства б) лемrсы 2), поrryчим

mаL irl'- u'. ш', 0"- (L",ш"J - 
t:шrl @,, lL) 1 2 бLGL

Наконец, нётруд}lо заметить, что иэ (4)-(S) и определенrrя функчltш ф (Ur)

следует mаtr {U'- tt', ц', lI"- u", liuJ > ФQl1), что доказь]вgет (2Т).

ченпе функчип

неравенству

GL

a



2в С.Е.Гвоэде

Неравенст,во (27) справедrчlво для любого ltt е ll, , поэтому

mLп ф 0,i - miru mLfu l {u,, Lъ) < Z бLGL ,
Ut G Иt u,, е Ц1 шl,€|h

но ?tLLtL mLru t {Ur,il) = mLп l(Ф , следоватеrьно, справед-

ЩGlЦ ц2GИ9 uеU
ливость неравенства (26) устоrовлеJiq, что доказывает теореrиу 1.

Т е о р е м а 2 (о трулоемкости решения эадачи (1)). Апряорная оценка

"n"n. Т точек U ,"о*"aa". И , в KoTopbD( требуется найти элемент

мноr(ества W ttl,) , дJlя полученвя [ -оптшмаrьного решения задачи ( 1 )

имеет вид

Т ,, (hg ilL , где L = mаLtlt, /L, Ц'|, t/} , (2s)

, ц= 2Gq+ZizG).
Д ок а за т е льс тв о. Числошагов алгориrr. 3f , достаточных

для вцполненпя п.2), не превыt'"., | СОg ,!r /t, l tГХ] оО*""чаетна_
gменьшее целое, не меньrлее r ), а /( -П шаг аrrгоритма Д требует об-

ращения к процедуре П (tli) r для выполнения которой требуется ГИglra/t]
раэ найти элемент мноr(ества W ttt) . Для эаданного f, -вектора i}
= (8, , fil теорема 1 гарантирует поrryчение решения, точность которого

не превыlлаgг tL . Тахим обраэом, общее число Т точек ll, , в которьш

требуется найтп элемент lдlожествa W(Ul . для поrrучения { _ оптималь_

ного рецJеншя эадачи (1) пмеет вид (28). Теорема 2 доказана.

Пусть ý _ лrоСое полоrl<итеJIьное число. Имеет место следующая

Теорема 2'.Дприораяоценкачисла Т точек U ."o*"."rrlf ,

в KoTopbD( требуется найти элемент мнох(ествл W(tO) l для поrrучения t -
оптимального решения эадачи (1) имеет вид

т ^, Gоg ilL , где t = mаr{,/ur,,Fх,, Gt,G", €-'| .

Действительно, если положлть, например, Дr= е lбG, , Ф= €|6GL.
то 1 = Е lt утверждение сформулированноR теоремы следует сразу же иэ

тео;:емы 2.

3 а м е ч а н и я. 1. В том виде, как описана схема алгорпrr" Уr, rр*
буется храr{ить элемеtlты множеств Brr-', К = |, 2 t,, . . Мопифичи_

pyeNt cxervry аrгоритма Д так, чтобы избежать храяения всех элементф мно_

жества Bi-' . С этой цеrью орга}tизуем работу п. 1 /( -го чrага алгоритма

Д следуюцlим образом:

Если К=7 rтовеличины Ш|-"', U|-t'Z полагаютсярав_

ныt-rи нулю " ,lu t сооIъетственно.

t

,

,



Мшrиьrри выrrуклоfi фунщии 29

Если К > L, то, испоttьзуя реэуrьтат п. 3 (К - 1)

r ГД€

-го lЦбГб аЛГФ

L где

ритма Д , определяем энак числа В
Есrи этот знак положителен, то полагаем

Есrп отриrrателен, то n|'"' = lt,|

(а,Ы с 52(ut*-r)

довательно, дrrя определения веJIичин ll,
лиlль тF,и чиспа И|'"" , U|-''' ,
не потребуются.

Анапоги,дrая модификачия может быть проведена и в п. 1 процедурt П (Ur).
2. В описанную схему аJIгоритма А можяо ввести дополнения, позвошю-

щие найти значения аргументов функчии t tU) , на когорых достигаются пФ
лучаемыо приближеняые реrrtенЕя задачи (1).

3. Перехол к задаче нахождения мхншмума выпуклой функцtли, эаданной на

проllзвоJtьном ограниченном ?L -мерном кубе пространства JR 
@ , "" представ-

ляет принципиаJIьных трудностей. При этом тwдоеш(ость ttахождения прибллжен_
7п

К-|, I

'uf -
,
t

''= u|-',, u|-t_:.L= n|-',O.
n|-""- ur"' .сле_

llr.-| L достаточпо эвать

t когорые в даJънеfiшем уже

{юgного миниlrума этой фнкчии определяется веrвrчияоl .П
a=l

t i - в€JIичинбl равная огношению дr!ины i -Л l.p""n |fi| -мерного куба к

чисrry, эадаваемомУ ДО начаЛа РеЦJеНИЯ ЭадаЧИ. ОГ ЗНаЧеНИЯ КОТОРОГО ЭаВИСl|Т ТОЧ-

ность поrryчаемого приближенного решенпя.

t

l

l


