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ВПОЛНЕ РЕГУЛЯРНЫЕ ОТСЕЧЕНИЯ В БУЛЕВОМ ПРОГРАММИРОВАНИИ

О.А 3аблоцкал, А.А.Колокопов

В [r_a] пrti анаrlиЕlа дробнцх процессов огсечения цело!tиспенного прог-

раммирования (ЦП) раэЕl|эаетсr подrод, состоrщиl в исследовавпи специаЕного

разбиения допустимоП области соответствующеl непрерrвноl эадачи (метод Х _

раэбиения). В терминах такого разбиения оппсан щасс регуларнDлх отсечениl,

обеспечиэающих конеrпосгь алгоритмов, построена BepfiHll оценка числа требуе_

lvGlx отсечениt (в общем слJцае) и никнlt _ дtl одного класса аmоритмоэ бу_

лева программирования, содеркащего, в частности, S _аrrгорит, ISI. В [r_Д]
иссJIедсlютсg своiстъа Y _рзбиениD рf,да эадач ЦП.

В настоящеI работе вводится в рассмотрение и иэучаетсl более щировиl

по сравнению с fa] щасс вполне регулlрrrьп отсечениЛ. Устанавпrэаlотся необ_

Iодимце и досгаточные ycJtoвиl принадлеr.(ности шнеlного нераэенства этому

массу. Длл проrессов, ocHoBaHHblI на вполне регулrрньrr отсечениlx', поrýвена

нихttii оцеfilrа чDiспа отсеченшl, лtмогичнаl оценке . [4]. На осноье aTol

оценrи сгроятся примерr специальнь!t эадач ЦП, котоБlе тр€буют длr сDоего

реtдения боlъtцого числа отсеченяl, экспоненциально рбстудего вместе с раэ_
мерностью эадачи.

0 1. Класс отсечениl TCil

Пусть Z 
Л'ý - лr"о*".r"о всех /L -Meporx Ееiторов, у хотор|t перче 5

KoomDlHaT целце ( S бпхспроаяо); Zn'n=Zl|. ! -р""б""""е непусгого мно_

жесIъа яg R' onp"o"**, слеý7юlцхм образом:

а) кахдаr точка t е Zfu Врзует отдепьнцП щасс;
96) нецело.олсленнце точIи L " t экЕllвалентнч, L-t, еслu

Y(r)= Ч(у),tr9lrl] = IYrorJ, rL= YL, L= !r.,.,9В,)-!,
где y (а,) = tп L tv lL : r i * fr i!, t= tr'.,П}. Соо.".."rвJ,ющее фахтормнохество
обоэначим 9-l' , б его злементы назовем t _отреэками ( ! -щвссвмш).
Пусть Jl и Д'-непустше мнохества ". R'. Булем гоЕорить, что м леiсrlо_
грфически боrыле .ЛL' , Лlt-l4', "*" rtfi,.l дrrл всех rcll,, 

'lel1.1 
. Не-

трушо проверить, tlтo длl элементоэ а / l эоо огноrление влlетсl линеlнь.м

порядrом. Если 5L огранпчено, ,о 9 /t _ хонечное мнохестъоi roтopoe моrelо

эаписать в виде SlIt=tЩr...rVрIrY. tsYirr, L=|l.,.rp-!, t_отрээхп, соGtоI-

'a
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щие иэ нецелочпсленlьrх точек, назьtваются дробншми.

Рассмотрим ээдачl огысканtlt лексикографически максимапьного элемента

MllorKecтBa Я ПZЛ'ý, т.е.

z*= есхmап(LпZп,s), (1)

"д" 
52 _ вцпуклое эамк}гугое мноrкество иэ куба

В"= lx: О < LLэ 7, L= f,...,fo} .

Предполояtим, что !, = hrПаХI " iё Zn'S, При исслеповании дDоПственншх

sлгоритмов отсечения особМ интерес представллет множество 9*={r:I€fl ,

Л l- 1 дпя всех Х,е 5l П Zo'S|rro""" которого долrlоlы быть неirр€м€нно Фтс€-

чены в процессе рещени, зсдачи.

Линеlное неравенство
l|

Zt,trilto {2l
j=t'J _

с вещесгвенными коэфициентами tj , j = Оr, , , rП, наgываегся правипьншм сг_

сечениемt если:1l(l ,i)> Yo ;2l (t,il 3 to лля все* ! еЯпZП,S, где

f =(hl..,rtr"). Булем гоьорить, .тго (2) исключает (отрезает) Е *р".о"
Vе S{tr"*ч (frL) ) Уо длr все* t€ I/ . правиlъное огсечение наэшваетсл

регулярншм, если оно искпючает t *р".о* V1 e9|t, соперхашиl .о"rу !,.
3аметим, что регулrрlше огсечевия содерхсатся в гр)mпе отсечениI пеFого лr_

горитма Гомори [6].
Опишем дЕоПственншП дробныl проtlесс огсечения дrtr рещениl эадачи (1).

Пооr,есс fl .

о) Поrrагаем

1 ) Наrодим

цесс,заканчиьается. В пеFом сrtучае поfiуrlggб оптимальное решенrlе эадачи (I ),

n(,)
r(ц i'i r*" хфе Zo'5 nn" 

'{'= 
о. то про_

=l} ,h
hлпаr

во вторм сrIучае

2) 3аменяем

Dецtениl нет.

Q(lJ ," .il@ na", исключения из текlrщеl систе,n6l ;аЕИ-

чениR Heкoтopbtx отсечениfi. При 9том долкно вшполняъся равенGБо

lb = h"*oъ-st'b). (з)

3 ) строим правильное отсечение (tф', 
") ' Y:l)

4) Присоелиняем поJI]венное с/гсечение к ограяичениgrчt задачи, полагаем
g{h+tl= ff0п l*'ф "l' lР'}, l,:=|-*!, п пере,(одим к чrагlr 1.

Отметим, чго поскольку в процессе fl и.поr,""зrются правиrrьнше отсечения,

то дпl "".* L имеет место вхлючение SLтZO'S i g{t'l , Условие (3) гаран-

типlет сохранение лексикографическоl моногонвости процесса.

Наэовем процесс 0 р""упrр,ым, если в нем использlrютсl тоrrыо рец/лrр-
ные отсечения. l

a



Впоrше регулярrrые огсечения в булевом программЙровании 57

введем обозначения:

a

J*til ={j, Пr= !, j= !,...,ч(fr)-t}l roбl={j,rr=o, j=t,.,.rч@-+.
ч.р.. fii) обозначим мноrкество линеrtФ!х неравечств вида (2), rоэффичиентш

t(oтopblx удовлетворпог условиям:
1) 0< lч<f,,l < t1, h с J*6) ,

2l |;=0, j= 9(i)+!,.,,,lL;

" Ij-'0, j,Jo@, ;

q| fo=.Z _tjj,!rcal
Легко проверить| что л Т(Ф содержатся огсечения $ _алгоритма fЭ]

Е xi -Z r;j+xglal<l7+(ill
JeI+(a)'JcJ"(i)' '-

и его усиление

Еje J*cil
Ij* 

'r(i) 
< 1.I- (i)| .

Нетрулrrо показать, что лобое нераЕенство "" Т(i) впяетсl регJiшрным отсе-
чением.

Буаем говоритъ, что регулярное отсечение имеет гrцlбияу h , ""n" 
оно пс_

мючает ". J}*/Z .о""о h * _оrр""*оr. В [аl установленоl чтогл}r_

бина отсечени' к.'rасса Т(Е) "" превшшrает величины S _ числа целоraисленньlх

переменншх эадачи (1).

Прочессом Т """о""л, регулярныI дЕоRстЕенншй прочесс огсеченпя fu , "
потором на всех итерациfi испольэзrютсп Torrb*o отсечения иэ шасса ! Сrф)) ,

"о. fl, 
_ номер соответствlrющеЛ итерации. Пусть Хт-(Л) " 'i(9) 

_ соогв9тэ

ственно миниtчtмьное и мексимальное чисJIа oтсечениl, испольэуемцх процессоt!,

Т npn рещении эадачи (t) на мноr(есгве ýL< 6'.
Т е о р е м а r La]. Длg эадачи (1) и прочесса отсечения Т "r"о,

место сосугнощения

*lr,, l*lr litпl -, ylcol.Ifl* lюl .

В 2. Вполне регуrtлрные огсечен;rя

ЛинеIное нёравенство (2) наэьваетсl вполне регуlrrрным oтсечением (точ-

"n i ). 
""nn,

1) оно исхпючает !_отреэок Vae B"|t, содержащиl ,очr.у i ;

2l(t,|) -а Уб ллr rшобого 1,G BnПZn'S."*o"o, .l.о i t- Э .

Мнохсество всеt вполне регуrrярншх отсечениП (точкlл i ) обоa".*м череэ

t

}
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Trtil. Легко проверитъ, чго оппсанныfi вшше *n ". ТСr) содерх."тся rТ'Сп).
введем мноrt<ества

I: Ф =|j : j с TJil, j, Ll, т!о = |j, j е r r{i,), j, L}, fi, с {t,, .,, foI .

Т е о р е м а 2. Лшеfiное неравенсIъо (l ,L)< У9 вrrr.r"я вполне ре-

гуrrярным отсечением ,o"*n Е тогда и тоrц;ко тогда, когда его коэфишиенты

удовлетворяют условиям :

r) lч@l'0;
zl }j = 0, j= ч(i)+ t,...,foi
З).U yj+tч@rlYк длявс€* КеI*(i);

jcT!<i) "
Yj>0

4) То=х Y1 .

j, т*ti) -

Д о к а з а т е л ь с т в о. Д99д9ý9чщ9щ. Пустъ коэффициенты линеl_

ного неравенства (}, r) Э Yo удовлетворяот соогноrлениям 1) - 4). Проверим

lrсловие огсечения !_отреэка VLC B"fX, Возьмем rеYi,ТоглаР(tr)=Рф,
ХчtФ e(O,t) ч

Е _ У* ек + Y.ясz) zvlal >Д tK ,
к с I+(D ^ '' ' \'-' ' \-v' 

кс I*(i) " I

поскольку f qаl ) 0 покаlкемt что лtобая точка а пэ Вп Л /'ýr"""", *о
7 bZ, соf,раняется. Обозначgм tl(irr)=mLn{t : ii* Li 2 L= tr.. ., ru} .

Очевидrо, что l|(Elil < ЧЕ)-вслп t|(i.,t) = 9(а) ,rо (ft |L) = |о. Пусть

Р= ЦtirL)<9(Z). Тогда ясно, что J+(i)* Ф " Рс J*(E). в атом с,tучае

Й,-r'; 
|j* fчс*lLч(п) =

=*ё-u|*r-- 
iёзо|ilj 

* tq,ахс(п)< r"-Yр*ZIоJj * lчса) :
Tiro

соглосно условию 3). СледоватеJъно, отсечение U,il 2-tn впоrtне регулrрно.

Цgýцsдцд4щ. Воэьмем проиэвоЕноевполнерегуляIЕlое оФсечение

(ТrrlЗ Уо. По*а*.r*,l необrсодимость условиl 4). Прелпоrrоrcrм, что

Z l*> Yo.Ho тогда отсекаются все точки Le ВП П ZlL такие, что
к с lr(i)
tlВrL)=Wft)п I,i - 0, j= g(Е),,.,,tL.спедоватеJъно, Е_ .,!ralо.заметиr,Kc7*(t)

что отсюда вцтекает условше 1), тах как в противном сrQвае (тri)=Д 
-_7a*r< 7*(D

* tч<аl inrnf 16. прелполо*r, *o*}rt 
,o!i 

. Уо . Тогла

€ =(yо - ё_ruri / Yrrо,, о .

ft,il= Z l
Kcr+(i)

кхк*

a

;
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Воэьмем точку I,€ JГ1 тацrю, что Lgц1sl ё. Дш нее

(Y' 11 
'r?r_r-rYK+ 

Vqcil Е = Yo,

Поrцваем противоречие с тем, что 7! _огреэок V; *ce*aeтci полностью. Сле_

доватеlъно, Z fK=|o.
кс h(i)

Теперь докажем справедrrивость условиl 2). Предполохим, сlпцествчет jo
такое, что ЧФ.jоltLч lir# 0 Если ljor 0 , то огсеченноt охазшва_

eтcl точt(а ZeZfu таJ(ая, что 1@rz)=c/ta), iчвl=O, Lio= t ч L1=0
дш всех j >Ч(i) " j +jo . Так как i!- 1, то поJtучбgц про,тшворечие. Ес-
* Yjo< 0 , то не отрезанными окаrlOrтся, например| точки Z еVа, у которьв

rjo=t, O<T,ч(ar<-tjo /t*Br, Xj = О,j=9(7)+!,,..,rL, j + j, это
противоречит регуJЕрlостп огсечения. Следоватеrъ"о, У; -- 0 длr Ч(i) < j<tl.

Наконец, ycтaнoвitм необходимость усJtовия 3). 3фиксишем номер J( пз

J-(El. Воэьмем точку I€ $onZ'r"*y,o, что } = ! п* je(I*tfrlrtK})U
u(I[tfrln{j; У,>0}) ULЧtilt, " xj = О пп" o"i"r,""r* j очевидяо, 7-ьz
Следоватеlп,"о,iй ý а Yo . С пругоl сгороны,

tj Lj fj 1j * fqсп Zч<i) =

- fо- Y**.Z_., _ ti + lч@) 1yo 
,je rоК (ft) J

trJ '0откуда вштекает 3).

Теорема докаэана.

Т е о р е м а 3. Класс oтсечениl t*@) совпадает со мноrкесIъом

всех неотрицательнцx, линеlньЕх комбинацип след}ющиt неравенсtъ:

Ljrt, jeI*(i);
-rj{0, jClo(il;

..Z,r*+ ti э liltПll , j, IotD;K.Tt

Z _LK+ Lgспl A|IJil| 
,

ке r+(1l
пршчем последнее вIодит в ети комбинациш с полоrlоlтеJънцм коаффициентом.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Каlоомlr шпrеlному неравенсtъу шэ (а) _ (7)

поставим в сооIъетствие Dектор коэффшrиенте, R.l _ шя (а) и (5), Yj - о-
(6), S - шrя (?). Утъерх<ление теоремы равносt{rъно сJtеryющеN{у: огсечение

(4 r) *4 }'о принадrtежит {*Ф) тогда и только тогда, когда on" j=(ltt,,.
.. - , Уtъ, Уо ) имеег м€сго (,(i) - 1

. t =r.t,of y,Ё, n, R; + 0.ý, (8)

(T,,zy = 2
jc I*сr,)

+/
jetocЪ)

(+)

(5)

(6)

(7)

l

l
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np""", ý>0 , авсекоэфичиенты С| и;9; неотRицательны.

Сначала покаrкем| что любое неравешство, удовлетворяющее (8), принадле-

,кит классу I*@). Из (8) следует:

'tj=-фjnfl, jeroЕ); (9)

lK=d**rёyurfl*E, к€rr(i); (1О)

}чсtl = ý,, (11)

to= Z d** Z rij j<пl - ýlЛ-rtll . (12)

кс!.(7) Jer"(a) 
-

Не:,.осредственной проверкой устанавливается, что хээфttциенть, Yj , J=Ot."|ft,
удовлетворяют условиям теоремы 2. Напримерl проэеDим выпоrrнение условия 3 ).

3афиксируем К из Ja(E). Лtноже"r"о JotD ПЦ'Yj>аrj=l,...,П|йоэнаrпr,, Ji.
Тогда

Fr,rr* 
lч@) = ёr oLi+f) + t =

='Fr,nj - 

ёr, fj 
* 6' n* *rё"*r*rfj* 0= Хк,

Теперь докажем, что любое отсечение из класса {'CXl удовлетворяет (8),

I rycTb ( }, L) 4 Yo Ilринадлежит Т* til. Составиr,t систему ,rравнений вида ( Э ) _

(12) и покажем, что она имеет неотрицательное реtление. Легко проверить, что

(] 2) прелставляет собоfi сумму всех уравнениR (11-1 , Поэтоьrу (12) :\,lох(ло

опустить. Так ках Tcl6,1 2 0 , то ý >О . Из (9) и (1О) выразtrм ai
(je Jr@l U rобil Положим h = fl, еслч li 2 Q, ч .fj = 0, если

fj.O(j'ЛВl) Тогда, очевидно, dj>O пiя jcro{i) При Kern(a)
справедливо

dK= Yк-Z fi-t= У*-Д,{i- f96у>0,
1е $(i) 

J

в сr{лу условия 3) теоремш 2. Следовательно,d ц2 0 ч для KG r*ril,
теорема доказана.

Перейлем к вопросу о глфине отсечениfi класса {*(П) .

Л е м м а. Глубина лкlбого отсечения иэ класса T*(ft),. превыlLает

числа целочиспенных переNtенных эадачи (t), т.е. величины S
Д о к а з а т е л ь с т в о. Воэьмем (}rr)-./о 

". Т'(7). Рассмотрим

некоторьlй аробныt f -отр..ок VС ý|t,, отличньlfi о. VЕ Пусть r е V
Р = t1@,i). Ясно, что Тl@,ft) Э V@), Если р=9Сr), то Т.уG) = 0 }r

(Urr)= Уо (" .nrry теоремы 2). Следоательно, дробн"," f _оrр".ки, у которьв

|(r, 7) =9@\ не исключаются.

t

т
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пусть Р< Ч(i,). Т

(f,r)= Z. fi+, jeI!@) J

огда,
v(a
Z

j= р+

очевиIшоt J*tZl * 9 " PeJrFl, Если Ip=0, то

,Ti 
?9j < fo- |р jё"nuri + tc(аll4 Yо l

tj ,0

,a

n / -оrр."о* У не искпючается.

Следовательно, огсечены могlп быть nn " !, -отреэки вила Р€ rr(Ф
0'Пр < !. их число не превышает ll*tПl! Уr"."r"", V' , nor.y"..r, что

гrпбина пюбого отсечения ". Т"(Ф не бопее ll*(rl|* 1 4 S . Лемма показана,

Обоэнатим через Т* регулярный процесс fl , п"пол"эующиfi только вполне

регулярные от.ечения оптимума текущеfi непрерывноfi эадачи; У;- (а) и

l|-tЛl _ cccTB._lT.-TBeHHo минимаrrьное и максимальное числа отсечениi, ис-

поJIьэуемых процэссо^.r T*npn решении задачи (t) на мноrкестве .ý}< ВО.

Теорема 4.Для задачи (1) и пrюцес", Т'имеютмес,госоотно-
шени,,i 

ti*_ lX,|,:- tлl {хi,кL)t|л-lt,l ,

Версняя оценка спедует из регуJrярности отсечениfi прошесса Т Т " ""rо,"" 
_

непосредственIlо из леммы. Отметим, что еспи мнокество t) u"n"*o*, лежит Б
|L

поrryпростран.*ч Д rLЭ К (О'К<П- 1), то гrцiбпна вполне регулярного от-
L=t

сечения не боrъцrе К (так как в егом случае |J*СПll' К-1 ), ", следоватеrIь*

"о, Ii-(J}) , f,,lЛ- f L| , .о" Kt= TTzLn {s,K! .

Блиэость ниюrеfi и верхнеП оценок укаэывает на Tol что различные шго_

ритмы решения задачи (1), поlтгrающиеся конкретиэациеil проrIессаf { примерно

одинаковы по чисrrу иТерациfi, а величинаlSL-lt l оо"r..ооо точно описшваgг

слоrt<носгь решения задачи этими алгоритмами. Залачи с больlлим числом эле-

ментов " ГL*f t деяствительно 9влýются тmlшыми on" Т*. Hrrжe булут описа-,

ны ceMeDcTBa таких задач.

ý 3. Контрпримеры

Пустьлалее S=tЪ
П р и м е р 1. Рассьлотрим многогра"rп*Л, заданншй таким образом:

п
2Z ri = К , К нечgгно, 0<К< 2rЪ ,

j=| ,l

04rlL!, j=t,...,rL,
()чевидно, !И П Z"= ф ", *"оо"ательно, lИ*='Л. Оцениьl 

"""""""ylt|lrf ll
Тtvэ:ьlЁп.-'i,"rr.''rIп_t полоrкимраDными о иrlи 1 так, чтобш

Z' 
''.r= 

l+l Чltсло такиt кэрtби""r"* C|{"f Легкс про;еригь, что всс
j=t l LLl

1
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посгроенные таким обраэом веrторш вляются предегавителлми раоllичоrх лроб-

ных .r-огреэtrов uэ Л| t, Упорrдочим их по лексикографческому убшванию:

il|Fr,L F...> Tn ,;= СУ1'. рассмотрим yi= !(ritrL*5, L=|l,.,fl-!,
Очевидяо, no YL предсгавJчег HeKoTopll лробныil j *р""о" "" Л/ Х l
r'Ъ У'rЛ,ЧКро*rе тогоt в Лl У. пршсlrгствует Е *р".о* ьпм t,o= !

п-L
trп_|= * Fr"r=Lкl2J-t.следовате,rьно 

, lЛ* l Xl> 2. Ct::! " для реще-

ниi этоl задочи с помоlцью проtесса f 'потребуется не мене€ +,Сt;?] "r.-
раuиfi. отметимl что при t(= /L r"похесrъоlJ совп"д"ет с многогранншt(ом при-

мера Дrtсерслоу, ЕлпоrдегосI контрпршмером дле мегода Лэнд и Доrг [Z].
П р и м е р 2. Пусть о""о лr"о*..."о.Z,

lL

2.@,.- lf ъ)fuс gL, Ч, R. +, (1з)
L=l

0+ris!, L=,tl,..rtъ.
У т в е р rк д е н и е. Для реlления эадаrш (t) на мноrкестве frr r"B*n

on-o(2ro- l) "n*r" регуллрнцx' отсечениl,

Д о к а э а т е л ь с т в о. Упорлпочим мноr(есгв " ВО | ! no ,,.*"n*o_

графическоrиу убшванию: Х'F,Ч }- l1}-...tsYz_t >1,Ъ ,,"о. triG ВП П ZL ,

L= ll,.,lL ,7,= 2|l У1 _ орМ,-е t _отрезв", L=!r...27-1 . 3аметим,

*.о V; П IL + Р длп любого V;е ВП/ t . Деlствитеrъно, pacc'o.prr'

"t=tGL+xL+t1 
. (14)

очевидно, rbeVL. Легко проверить, что 
'' удовпе{ъорпет такrеусловию (13).

Следоватеlъно, эiе Vl,Пfi,. тах rак fi,. ВУ" fi,ПZП=Ф,rо|fir/Х|=2П-!.
Тепер покахем, что каr(дое отсечение /, испоlпrэуемое в холе реtцениl

задачв (1) проIrессо., Т*, шскrtючает ровно одшн дробншt t, вtрэов мно)tr€ст_

ьа trL. Обоэна.rrм 7(') n"*o. отсеченпе процесса Т*. Т"* rав f;(l) прин"-лЬ

юп T(i), 
"д". 

Е, = hr,паr 1,е\ , ,,о (У(", r).> Yj')* лобого r , "
(Т0, r'C1 ' l!" ам 21LCl,. Огстода с ln,gтoм (14) по,r}rчаем

(lЧ rL) а l i') о* 2r Lз r-1 . следеате,ъно, отсечевием 7 
(') .**.оr""

все t _отроэки мнохе.'ъа fi , *р*r. V, . Пусть верно. что сугсеченше j{K'O
(кэZ-2r) искJпочает лпь L -отреэок Vx-.t , Пока"tем, чго тогла 

'(к)оъре.аgт тоrъt(о Yд . Отсече"r. l@ вполне р€гулrрно, поgгому (YЮr*)>|Ю
длл Bcer r,сVк "UЧr,r<УУ пм K+7<LCl,. Но тогда. в сшу (14),
(tB! ПЧЗ40 orn K+71L1l-!, т.е. исrпоченнцм ойаrlъаетсl лиltъ ! qt-
реэоr [д Следоватеrъно, длl реlлениl эадачи (t) на MHo,recTDe .fi поrшr_
n"rlrtf Ll=ZЪ! DпФtне рэгуллЕнца отсечевrd.

{

Поступша в ред._иэд.отдел
3О марта 1983 г.
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