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о минимизАllии выпуклоЙ сЕпАрАБЕльноЙ ФJ"ilкциI.!

НА ПЕРЕСЕЧЕНИИ ПОЛИМАТРОИДОВ

Н.ИJлебов

Рассматривается задача 'rnrnrrraau,nn выпуклой сепарабетJь:r,й ф,,.g11,,"" ria пе-

ресеченяи двух целочисленных полиматроидов. Некот,;рые частные э.пучаи этой за-

дачи быjlи рассмотрены . [Z, Зl _ для пересечения двух матроидов - и в более

ранней работе [rJ _ пля множества допустимых целоttисленных решений транс-

портной задачи.

на сснове реэуJътатов проведенного исследования пре/ulагается итсрацllон-

ный метсд решения задачи, число итераций которого ile превосходит минимаJьно-

го из рангов попilматрк)идов, а тtDtдоемкость каждой итерациl| полиномlrальныNt

образом эависит от размерности простраяства и линейным образоьл - от cy!\ti\lap-

ноf, тF,удоеlд(ости процедур вычисления эначений фуllкции и проверкlл принад.lеж-

ности точки поrrиматроидам.

коротко о содерхаяии статьи. В п. 1 форr.туrпrруется оптимизлlио}rная зада-

ча и вводятся нексугорые обозначения. В п. 2 вводится важное дrtя дальнейчrего

понягие нерзло>юлмого орцикла и устанавливается критерий неразлохФмостн.

В п. 3 докаэывается ряд утверждений, в которых pettь идэт о свойствах по.'rи-

матроида, используемых в п. 4 прtr исследованяlr структуры пересечения дв}nt

поrtиматроиде. Наконеч, в п. 5 рассrrrатривается t обственно оптtllt{изационная

задача и схематиrrно описывается метод ее реlле!,,iя.

1. Рассматршаемая эадача имеет вид:

пLп|tt"ll хrЦпР,.},, (,,,

"о" Q " Ръ- целочисленные пспиматроиды,

п

!@) = Z tt{rl), (2)
L=1

l;(') - выцкrше фцгнкчии целочиспенного sргумента, L= iП .

В даrънеf,щем будем пспольэовать слепlющие обозна.tения:

Z t

_ мнокесгъо всех цельв чисел1

- множество всех цеrщх неотрицательных чисел;

Z
,

есJIи lr! G Za, ro 11 у эквllвалентно у-хс Z:
L 

^ У (XVY) - точная нпжняя (веросняя) грбнь векторtlв I л Р rэтноситеrь_

но чаqгичного порялlса 4 ;
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Lx,y1 = {z е Z" lr ^у 
* 11 I"y};

lrl = Zlr'r,bt

lru}

О п р е д е л е н п е 1. Непустое конечное мноr(ество PCZO| ноэы_

вается (целочишенньrм) поIlиматвошом, еслlt:

а\ аэ tG Р следýrет tO, r7 С Р ;
б) для rпобого 1, е Zn+ суrдествует чцсrrо Z тахое, что для какдого

максимаJtьного (относитеrъно 4 ) вектора/ иэ Р П[OrZ] шмеет месго ра_

венсгво lЦl = 7, .
.I

Чпсло L , одllоэнаtlно определяемое вектором ! согпасво услоию, 'б',
принято наэываlъ рангом } и обозначатъ tat!(E). Р.r"о". п*"r"rро"лаР
наэывается максимаrъныf, пэ раlгФ векторов Х , плв, что то хе саное,

maTrlr,lIreP|. Еслп Ё eZ+, томножеств" PФ)=EOrtJxP TaюKe

явJIяqгся поJtиматроидом. Вэяэ в качесIъе t ,"*о, не меtъцtее миншмаrъного

иэ рангов полllматроид* Q " 
Рл, истоднf,ю задачу Morlolo свесгш к збдбчё ми-

нимиэщии на мноr(есtъ. {lle РrФП Р6ft)ltUt = t}. В свяэll с этим да-
лее вмесго эадаtlи ( t ) мы бlrдем paccMaтptвaтb задачr мипхмиэацtли фнкrчrи

!(r) ". мяо,кесIъе Q = tr е Р, п Poll*' = t}, предrrолдгая, чrо f,'. 0rе 4 .

2. Пустъ Н =(Ц Е) - проиэвоrънцП орlентирФлrшlП грф (беэ петеrъ

и кратншх лlrг) с множесгвом 
""р,rrо, 

У и мноrкесlъом дуг Е . Всш С -про-
стоП,орrикл грфа Н , ,о ""р"" е булем обоэначаъ характерrстнчесIиR вектор

множества вершин орlиклд С ,,... е={eCrtlltteV} r гд€ e(й-l , еслн

вер!ина f приналлеlоr, С,n е(U)=0 _впрqгtвномсrтучае.В rъ-

нейщем термин 'орtикл" будет испоtьзоваться ltак эквt{Еалент терlина " -тоfi

орtикл".

О п р ед е л е н и е 2. Оцихll С буд., назьвать Dаз}лоrкиrлiм,есЕrдпя

HeKoTopьD( Сrr,.,, С* - простцх орrшклов грфа Н ч Дк20 , K=L..,)l|L,

}

lr}Д}= Z{r' ! Le Д} , .rc Д . U,2,,
бi = (0,..,,O,ti, 0,. ..,о) . Z".

имеет место

er,l

,lL

z
Irl

1) к ,

D

L

l
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Для форrаушроэL Iр.тер.я нераэпо)Еlмосгп орцшла С введем в рaссмог_

рсrrе орраф С Н , шrохество вер!лпн Iоторого находятся во взаимнфлllо3нбч-

Holn.l соответствпи с шlожесIъом ш7г оFrrхла С , 
""пr 

(UltГ) - дUта qцпклд

С ,,о сооtвgтствуюшrую efi ЕерIпну в f,}| Оулем обоэначатъ череэ Zll. Мно-

жество д7г граф СН "о"rо", 
иэ всех упорядоченнцr пар (lJ tI, U: ly') тахкx,

что (ll,,tl)e Е ч lLtI* dt' .

Т еорема 1.Oprrrr С *р"поомтогда rrолцоrогда, Iогда оF
грф сН ациклическиI.

Д ок аза т епьство. Прелполоrlо{м, чтогрф СН содерrхт про_

cтol оFrхл, проходяццl последФательно череэ верrtrнц lЦ[t, , lL2V1 ,.,.

..., ll,пlf,t*, ЦtlЦ Тогда, по определению грфа СН , имеем (llKt VK+ieE_
К= '!r,,.lfu, гДе lГmrt=tI, . пля проиэвоrrьньц, верлин l,L чlГ opr""rn ( '
череэ С(Urt) обоэначим (единствевный) rтуть пэ |l. ь |/, обрэеаЕrшfi дута_

ми орtlихла f, . Опр.л"*м дшее простые орtиклы Ск, К= ll,,.rЩ поJIо)|ов

С к = ((Ш*, 1fк+) l С(lГпt,lЦ)\поскоrьку (IIK, IIK,) 4 i, .о |ei< lel,
K=tr.,,l7?L. Последовательность (Щ, tЛ) C(ui, u*) ,@*rtf*) ,

С (tIпr\,|n -t), (1L--, ,lI--), . . , , C0I2, ur) представляет собоfi эамшtу-

тыl орrаршрут в Н , обрзованlшfi д]гами орtIикла С. Сп.дв"rеJьно, каri(д.t

вершинa n. f, в.rр.rается в этом марлmrге одно и то ,ке число, скажем, 
{,

раз. Отсюла непосредственно следует, *.о d ='/g#Fp т.е. ордикл С о*-

ется разJrожtlti,шм. Таким обраэ_ом, иэ неразлоr<лr*" С слеryет Фlпкшчностъ

грфа СН.
Прелполоlсrм теперь, что орlикл С о*"r." разrrоlклtчФtм, , Сз " Д з ,

К= tt,,,rm,, удовлетворяют условпям 1), 2) в определении 2. Поскоlъку со_

огношение 1 ), рссматрrвэемое как сшqгема линоfitъц, огносптеrъно ,l х vpа"_
нениfi, имеет неотрlцатеJъное реlление, а ее коэфицшенты и свободные членш

целочисленны, то с)пцесгвует неотрицбтельное рациопаrъное реlление сисгемш.

Следоватеrъно, наf,дlrтся неотрпцатеJъные целые "".* |tr,,,rjmu Q та-
кие,что 9>0 ш

lllgе=!rQ.*е*. (з)

Рассмотрим далее муJьтиграф Г l мноrхеglъо верrин которого образсано

двумя копDiямll 'мнох(есгва веFJtин орlикла С . В"* t/ естъ эерtшша орrпiла

С , ,о соответствующие efi Фе верлинш муlrьтигрфа Г Оуд"л. dозпачаъ пь
средством 1IO ч lI f . М"о*""оо дlг муJътигрфа Г поро*дд"п." согltасао

следующим правилам:

а) каждая л,'.a (|trИ) ошихла f,, порожлае" N wт (U', ЦО) r.уrъти_

грфа |- ;

a

0
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б) каждая дуга (Urt) орrrикла С* пороrш"". (независиьlо ог ее вхох(це-

ния в дпrги€ орчиклы) |,* OV. (t1,o, tI|) муrътиграфа Г, К = | r ..', fu .

учитьвая (3), нетрудно видетъ. .rго построенlшfi таким обрэом rиуrьтигрф

Г яв.тяет.я эйлеровым (для каtкд_оf, верцJияы число входящих дуг равчо чисJry

выходящих дуг и равно }), Отсюла следует, что множество егодJг r,lox<eT быть

розбито на конечное чис.по простых срциклов, в какдом иэ Koтoptx дуги типа

(0,0o, tr|) n (U,1 , f ) чередуются. Всякиi орцикл ьсуrьтиграф |-, который

сэдер,кит дуту типа (ИО, t') , порох\денЕую ýrгоfi (Urtr) орtикпа Сц , ".
входящей в ( , ипrеет плину боrъчlе дЕл(. Более того, в какдом tlpocтoll орlик-

ле муrътttграфа Г, л:vеющерr плиrту боrьчrе Фр(, все ýги тппа (l1О, 1/) пороlк-

дены д)гаt*tи (tt,,lr) орttиклов Сд, "" входящими в С . Лобор,у такому оp-

цикrry r.lуJът!!граф Г, 
"чда""оппу 

в виде последовательности д)r.. (U7l ,U|)rlUО, ,

v/),И', tt:), .,,(шi-,,1i), (Ц,u!), Ц, t|), s2 L , со_

ответств)rет орIикл в графе СН , э.данныП в виде поспедоватеrъности верiлин

Urtt , Uzllz l . , , l Ls lIs , 1Ц 1/, Поскольку каrкдыfi орцикп Сд содержит

хотя бы одну дугу, не входящlrю " С , ,о тем самцм доказано, что граф СН
не яв'lяется ациклическим.

С л е д с т в и е. Орrикп f, чершоlким тогда и тоrъко тогда, когда его

дуги мог!гт бытъ упоряпоченш (Z1 Щ) , (|lL U) , , . . , (llp, l/) так, что

QLL,tj)l E при L"j
Пусть на Mнoil(ecтBe верцин граф Н определена вещесгвенноэначная tфrнк-

uuя цf . Тогда Ц! Qi будем наэывать весом верlttинD, 1/ , а под вссом U G)
ордикJrа Q Оулем понимать сумму весов всех его вердин.

Еслч'J{, есть некогорое мноrкесIъо просгыr орпиклов графа Н , то 7t66у-
дет обозначатъ MltorкecтEo всех орltиклов 

"a 
ff, "r"ощиt 

минимаrънМ вес, т.е.

leg = "!.zx mtfu{rtCl l С С Х} . Орrикл f, булем называть ллццццlцЕдЕц

по вilпочению (элементом Jtl, е"м uэ С, е ff, е, З ( следует El4el.
В частности, ,tобоП орtlикл 

^э 
7t " наименьшим числом верtин Eпяeтcl Ml

мапьным по включению.

Посрелством il|(Vo jV) оВоэначим мноrкество всеx' простiщ орlиклов

грфа Н , содеркащиf, все верJины иэ мноr(есгв" % n не содерlсащих ни од-

но' верrлинш из множеств" V, , VоПVr= Ф " Vl,VrС У . Пу"rrVrСV
и 'lIo С V. Vr

Л е м м а 1, Если вес любого орltикла шз fi(Ф; tlouV) неотрицоте_

лен, то каlt<дМ минимаrъныD по вlсlючению орtlикл ". JepUo)L) вляgгс,
неразлоrкимцм. fft

д о к а э а т е л ь с т в о. пусть Се Хаоkrо;Vr) " е=Яr\"0о
К=1

"л" Сде ХФ; V), le Kl< El , Дц>Orк=l,,,.,tп,поскоtъrч Д{^к l Ске

eXQIo) VЙ= !,,о а@) = *2 lKa (Cr1 =Д{,a* l/ICK)iCK €

a

a

t
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с 1е QIo, ; ut, Ztl - u G к) l С ке JtlФ ; t$ v V1 )} > Za * шс к) l с ке 1t Qrо ; ц [ >
> ltIrc).

Следоьатэrън о, UGк) = аl(С)пча Су е fr (tlo; Ч) , ,.". (з С 7EotrtIo iVJ " ,""

"." dх < е, teK|.lel , * С "" BJueTct мшнпмальнцll по вIJпочению эле-

мевтом frоU, ; V).
3. Доlахем рлд лемм о сэоlсrъаl поrхматроцда Р . roтorr. шспоrъэуютсi

намп при псспедоЕ.нии струr(тrr! пэресечениl Фlв поrtхматроцлф.

Л е м м а 2. Если rcP п trё| , то длr rпобого ноt}раJъного чиспб

t,lrllЪА zotL! (1) , q,ществуеа у е Рп[пr{тавоП, что lY| ='|, .

Утверкление непосредсlъенно сл€дует пэ опредеJtениi попиматропда.

л е м м а з. пусть r, !r, Zi, 7-3t| Р, i=lr..,tК,ШПgЕF
(

= lxl- 1 . тогда 7- Frltl Р .

Д окаэатель ство проведемог противного, Пусrъ a=i ёrr*р.
е.зl

По лемме 2, qrrшесrъует Уе Рпtаrl Tarol, q19 l!l=l{,|-f . Это оэна_
х

чает, tl'o np" 
"е"mоро, 

j имеет место Т= z- \ е Р t, Z- \> х- Er|i
Отсюда сJIедJrет с!пдествование номера S, tA S!K , дrtl которог"Z-tj>Z-ts

" |- tc С Р . Поltученное про,flrвор€lrие докаэывает лемL07.

Л ем м а 4. Если rr!e Р ч Хllr6j| Р,* пэ X,+l1-iieP
сJIедlrет Tr6j-ti,eP.

Д о казател ь ство. Пусъ r+Бj-t;СР.Тогда алУ+0,-0taВ
.!наче мш имеrпr бш rlУttiСrф-Л;, "rо 

противоречит услоэиlм леммш.

Далее ио Уе Р " '!У+ 
0i l Р следует aаfllq+ q)= ryl . По лемме

2 сушествуеt lc РпLrа!* 0j- бi, у+ l;7 .""ol. .r.о trl = lll . т.е.

принекотором|( имеет меФо !+ti-{KeP п !+ti-iк>алlr6i-6i
СrтучаЛ К+ L невозмохен, посtольку тогда будет иметъ место lr !i- t*>
> rЛУt 0i , что привод}lт к противоречшю. Следоватеrъно, К = L }t

t-q-O;е Р
л е м м а 5. Ешв х,, trlrd"- d", r+ф_dк€Р, то t+fr;-d.еР
Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверrrление трtlвиаrъно, еслп L=K или

j=К.Всrryцgg i+K " j#К.полагая !=ltf*-01,, буаемиметь

'^!r 
0j = 

"+d;- 
Лi'= Ytt1-01. Тогда доlцrщенпе .Е+Ф-rlс Р пр,оод," к

противоречrrю, поскоJrьку в сиrtу пеммц q rc trrOj,fк€Рследует Yt$-CreP.
Лемма 6.Еспrrr,уеР ,trt=|y| и

1r- у)tлJ r (у- r) ЕВ1> + lz- yl ,

тона*ýЕсrномерб LеД ч jCB таtие,что ltQ-d;еР.
д о к аэ а т е л ь с т ь о леммш достfтоtцо просёстr длlсJrr{аl

к

a

a

l

?
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л а до=|LI r, r!i}, gб Bo:{t l i. yt}
Определиll вектор .o9 , полохив r! = !' при сС Д " r!= Д0 _ в ос_

тальньгк сJцц69*. Очевидно, 04LоЗ tr, , и, сJtедоватеrъно, Z4e Р . Поскоrъ-

ку Zallr(rov !) >tYl=lZl>lIol, то, по лемме 2 яаlдется вектор !' ,r-
Kon, что У'е РпFо, ЛоvtJ п lY'l =|at . Учитывая неравенство l|з ус-
ловиR леммы и пегко проверяемNе соогнощения lyll -B.l =(y'-ril3J+$-x)ИJ,
t tr-Yl = Q- О[Во1 " 

(у'- {)tВо, Ъ] з(у-rlt6,. бJ, nooy.,".,

(У'- Ц)[В1 > 0 Отсюда вытекает| что при некотором j a Е имеет место

ЦtбiЗ ll п, слеаоьатеrьноt rot ti е Р. Дшее, снова по лемме 2, наtдется

вектор .c' TaKofi, что r'€Рпfrоr$, rttil п |I,11 = |cl . Нетрудно ви_

деть, что r,|= Ltti - ф при некоторо- L е д .

Введем в рассмотрение двудольныП орграф G(rrИ=(V'uY|E), 
"леy-={i- |L= t,...,ruI, y*=ti* | L=t,...rfu},

Е = Е (х, il = L(L-, j')l r* 0.- d; е Р} .

эtl
Еслп oLrf е Z';, то под (dr.il -погоком , ýkrР) будем понимбтьнё-

отрицательнJrю фвкчпю, определевнJrю на дугаf,, этого графа, такlпо, тго для ках-

до"о i = П ?rrq эначенип функчии на д)rгах, исtодящщ ". i- (заrсодящж

, i* ), р"вн" dc (f') .

| т е о р е м а 2. Если л,!е P,lrl=l!|,a=Ov(I-!)" f=Oч9-п)
| ,о "уr""оу", 

(d,Р) _поток " ý(r,Р).
Д о к а э а т е п ь с т в о. По 

"рфу d(UrP) nocTpo"M "*, @ , доба-

вив полюса S n t и дуги (S, L') " 
(L*, t) с пропускнNми епособностяt"lи

oL' " f'"ооr""r-""*"о, L= |r,,, rtЪ . Пропускнше способности дlд ис]rод-

ного граф бlrлем считать неограниченными.

Рассмотрим проиэвольныfi разрез в @ , опрелеляемы' разбиением множ€-

ства верrцин сети на подмнохестваV, п Vt Gg Vt, LeV;) Пу"."

Л ={Le ДоlL-е Vrl " В=ае Bqlj'eVa}, "л. /о n бо nr"'o, тог же

смысл, что и в докаэательстве предыдущеП леммы.

Если cyurecTвyeт д)rга (L-, j*) С Е(r, il , входrlцая , р".р". ('l л) ,

то пропускная способность раэреза бесконечна. Прелполоя<им, что такиt дуг нет.

Тогпа пропускная способность раэреэа равна d-Ио\ ДJ*f[Цr В] и для лю-

Вьв Le Д " jeb имеет место (L; j91 Е@,Р),..". r*lj-6t(P,
t3 силу леммы б отсюда следует неравенстъо

(r-y)tAJ * (у- L)tвl з + lx-ll ,
которое вмесге с соотнощениями с [/о, Д1 t F [8or В] =

= (L- 
у) [д,1 - @- р tД1 +Ч- п)[вJ-Ч - л)[в1= lr- у l - @- PtA|-

-Ч- OLBl приводит к ниlс,еП оценке

D

,
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фГАо\ /J f l[8or tsJ, L tr, yl = lal = |pl,
достихоtмоil на раэреэах (SrV'uV'u t) " 

(S U V'VV', t), Сп"по."r"r."о,
по теореме о максимальном погоке и минимаrьном раэреэе, любоl максимальныl
поток в 

""an ý будет насшщать дуги этих раэреэов, т.е. булет порокдать
(а,Р) _поток " G@rP) ,

4, ПУсть rе Z! " Рr, Р" - попиматроидц. Введем в рассмотренше

ориентированныfi грф Н@) =(V-uV',^Е), "д" Е = Etu Eo,\=|(r,P) 
"

Е 
" 

=tU *, rl lG; j *) , Е&, р")Т
Если ( _ op,rn*n грфа Ёl (r) , то череэ Х(С) бупем обозначать в€ктор

n. ZП, компоненты которого определiются след]rющим образом: Z'rc) = е,G)-
-dtil, j,=1t,.,l 1?,.Орчикп С буд"rна.}ывать9Едцдсдцщ, если из

|L(O = 0 следует е0') = e\L-) = 0,
Т е о р е м а 3. Если re П h Р2 ч С _ неразлоlкимый орчим граф

Н(r), ," r+ 1,(С)е Ц п Ръ,
Д о к а э а т е л ь с т в о. Пустъ (Lr, j)r...rG;, ji) - дуги

нераэложимого орцикла f,, , принаплеrкащие мноя(е"."у El и упоршоченные со_

гласно следствию иэ теоремш 1. Через lg " lbg обоэначим векторы Л., n 6r,
соответегвенно. Тогда r+ lur- !з е h 1 < t 1llL п r+ tb*, tg { Р1
7зr<к<m,.

Если при некотором {l нервенство Х, > t з ," имеет месга, то компон€н_

та вектора f с номеро, j5 р"9"" нулю и единственншм простшм орциклом

граф Н(ф , "оо"р*"r"r."р,rr""у L; , rвJIlетсп орlикл длинц дЕа, проходr_

щиЕ череэ L| " Li, Поскольку luli такого орttикла lmверкдение тёоремы три_

виаJьнlдм образом вшполнrется, то дапее будем считао, жо "r9r, 
74S+П.

Более того, так хак эсе !, попарно раэличнш, ,о х > Zt!!
к-1

Пчсть / = :Е+Err|r-!)e Р, (пр"ппопо;rсение индукцпэt, K)L ).Тогда
к-1 K-t

х^у> r-Z!оr0 
",ьсиrrулеммц з, r+ъ*-Zrlrё Р, , откуда

Х, Л Yt Ъ*( Ц. По леlлме 4 в этом сJryчбg ,. Т,+ hK-lK С Р1 следует

к

у+ h."- !*сQ, ,," х* ZtOaг !r) , Рr. тахим обраэом, учитываl соотно_

fll

шение ! G) = ZOц- fu), nrln K=ttL будем иметь l,tZG)е Ц .

'=t
Пр;шадпеlоlосtь I + l(C) полиматроиду Р1 докаэшваgгсl аналогичншм

образом (при этом испоrъэуется упорядочение дуг орцима, принадлеrкдlцltt мнф

кесrъу Е1, противополоlсое порrдку, поJrучбgь,tgму на основанltи следстви' иэ

теореr,ш 1),

l

t
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Т еорема 4. Если r,!€RпР7пlr_l=ltl ,тов.раф Н(Х)
суrцествуют ординарные неразлоrки}"Фtе орlиклы С к , К = 72 ,, ,l'lTL, такпе, что

r+L(CK) е tr,YJ п !-r=2^KZ(CK). "п" ,\д 20, К= lt",tTtL.

Д ок азатель ств о. Пустъ ф=Ov(Z-У)п f =?v(Y-r). По

(o[,P)-noro*aM в графах G@, Q) " G(rrP1), "u,,r""r"oвaниe 
Ko.opbtx гаран-

тируется теоремой 2, очевидrшм обраэом строится чиркулпrиr Р в графе Н(ф,

обладающая слеýпощпм своlством: для лtобоt верttины L- <i*) величина погока,

проходяrлего через аly верцrинJr, равна оС'(Р') .

Циркуляrия {Р MolKeT быть прелставлена в виде сумlG, эrrе}лентарнъЕх циp-

куллrиfi 9к , К- 1r, ,'TTL , "ле 9g имеет полоr|(итеJъное эначение, равное

rlд, "" дуr,аr( некоторого простого орlикла CK, n нулевое эначение _ в осталь-

ных сJQваях. Тогда, rак нетр)rдно вшдеть, при побом L= !r,,.rО буryг иметь

место равенства:
lfL . nL

n'= al* e*(i-), .f'= Е l" e.*{L*),

ИЛИ fп

y-x=f-d-=Z.^Kr(ci.
" кв!

Отметим, что орцихлы Сд "" пр*опlт через вердину L- G* ) , ""n" ' 
i4

aУ'("'rУ').Отсюда следует, что орltикл Ск ординар,{цп п I+|(CK)e[rrlJ,
К= tl..,tfu.

Если HeKmopte иэ оFlимов Сд вппотсr разлокпli,Glми, то, представпяя

их череэ нераэложямые орциклы, мы придем к утвер'l(денrrю теореьщ.

5, Пусть JCrl - вшпумая сепарабельнал lМl<ция, определенная ". ZO ,

" \!,еZЪ . Чепеэ Vу J@) будем обоэначатъ 7l,_BeкTopl i_" *orno""*_

,. vi J(r) кmорого определяется слеп7юцим образом:

{

v; t(r) =

, t@- Д;) + J tr)
t G+ ltl - tt*l

,0t
с L, если

, если

, еспи

L>LL
L= LL

у
t
!

L

LL

I

Легко проверяется неравенство

":i:,?i,o,|"

Jч) > t @) +(vy ! tr), у - r),
оэначает скалярное произведение вектопо 

f,
l то вцполняется раэенсгво

tч) = tlлl +(v, t@ц у- х> .

(4)

Есtм lJ-X<

(5)

На множестве вершин граОа H(U) определим весовую фrнкпию ty', попо_

urL-)= t@-6)- t@) " utG\= fltr+til, Jtrl. отметим, что

t.

t
x}lB

t
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t

UI(L-) + WG+)>O. Если ( _ простоп орtIикл граф Н(а), то a(()=(ari)-
вес этого орlикла. Непосрепственноfi прФеркоl убех<лаемся, что в сrцвае

r+ 7 (с) е [rrYJ имеgг место неравенстЕо

ur rc) > <Vy t(d, r(О) l (6)

которое выполняется хак равенство, еспи орtlикл С ординаршR.

пусть Ё' € Z * n t'' Ф a Ц n Рr.. Введеьt спеýrющие обозначения:

0 = t"e Qn РLl lal = t'},
Qr={хе Qlr'=L',tI ,

м1= Дzg mtп {ttrl l к Qtl ,

где t= 0rll.,,,lt' . Обо."""""п" lCUo;V) " \Co(Voi У1) иrеют тот я(е

смысJI, что и в п. 2 при Н= Fl(r). Кроме того, для мно,кесгв IЦР;tt; t9,
Х0-; t') " 7eGf1 l) Оуп", испоrtьзовать менее громоздкие обозначения

7со, ft- " ILi "о*."тс?веннс.
Т е о р е м а 5. Если *q Qtl то слеýrющие утверщения экЕrrвалент-

ны:

а) rе М1;
в) каждшl орциш "a hto имеgг неогриц"."*"Ь,.".
Д ока зат ель ство. а) )в). Пусть С -н9разлоrr(имм орцикл

пэ П''О ч Ur(С) < 0 (такоП оцикл cJrцecтBlreтl если в ICO .n" орrrиклы отри_

цательного веса). Тогда по теореме Э У = r+ 1(С)€ 06. Поскоlъкl !- I=
= 7,(С) е t- t, О, 7}L n х+ r(с) с [r,!7 , ,о

0 > шrc) > (vy f @), LG)) = ttр - l@),
T.e.J(r)rtФ"rlMt.

в)=} а). Пусть с,ТrQо " tq)< {<r),r.е. х 1Mt По теореме 4

существуют ординарные орциклы С1 и чиспа Дк>0 , К=!r,,llП, такие, чт()

!-L=
,lL

E ,t* I rcK) х+ L (Ci е [r,!1 . тогда С* е 7t0 п !(r)>
K=t

,

t

lll
> ltp > ! бl,{v у ! @), у - I) = t а, Я,^ Kvy !{а, цс )) - 11л1 * Ё l *w (Ф,

отк!rда спедует схlществовани 
" a 7lО оFlиша отрицательного веса.

Теорема 6.Если rСМ1 " С - неразложимыiорчикл n"T,],ro
rt1(Oc Mtnr " J(r+ t(О)=tцrl+uIG).

Д о к а з а т е л ь ст в о. Пустъ i=tr+l(C) п lGQcrt , В сиrrу

теоремц Э, i е 0t*, . По теореме 4 qlчrествуют ординарные оЕиклы Ск n

числа |д r_0, К=1),,,rm, , дrrя которьв имеет место trtl(Сr)СГtrУ7 "

у- е = Д а* ъ(ск) заметим, что Сдб 1е-ч 7ао, Д{,t- !Сце ft'|=1 ,о lt-- 7
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ur(Сi>UJ(С) при Cxelt- u, потеореме 5,1[(Ск)>О при СкGfiО.Учц-
тьвая вшrлескаэанное, на основании соотноIлениi (4)_(6) булем иметь

ltyl > !@) * 2r^* (Vy t{пt, zGр) =
]о

- J (r) * Д iK .чI(ск) =
K=t

= tB) -l, { A*ul(cilC*c ft'I* E{t" arcilCye %"}>

> tсr) + E{r. u(к)| Сце 1С-} >

> t@)+a(O>
> t@l +<Vi t@)l r G)) = t@ .

Отсюда сJrед]rет, no -Л, е fut3'.*t.KpoMe того, в приведенноl выше цепочке

соотно!лениП послешее нераЕенсIъо доrrrкно выполнlтьсg как равенство, посколь_

Klr в прогивном сJпrчае мы прпrдrrи бы к противореrrию, полокиЕ ! = i .

3 а м е ч о н и е. Если в условиях теоремц (и в ее докаэательсIъеl fr'
*фзамениlъ на 7{,- l то мц пол)вилп бы, .rTo Ttt(O е Mbl " t(rtl(ф=

= t@) + ur(С).
Пусть

т= {tlati Ф} " F(t) = ttlLrLtlФl rе Qtl,.L ет.
Опираясь на теоремц 3 и 4, нетrцrдно покаэатьl ,rrо,"olKecTBo Т лредставля-

ет собоl отрезок LО, Lo7 натlrраJIъного рrдд, где Lo < t' .

Т е о р е м а 7. Фуrкrия F(t) rвллется выrцrклоп,,.". F(t- t)+F(*1)>
>-ZF(t) npn O<L<to.

ДоказатеJtьство.Пусть ТGМt, С-СlС;, С*СХ! " CjCn
нероэло:кимы. Согласно теореме б и замечаяию к Hel, "r.., F(t* !={1il+a(C),
F(L-il = tВ)+W(С+),,rc tltr1= P(f). отсюла спедует, что длi до}, :Jъ-

сIъа теоремш досгаточно убелитъся в справедливостrr неравенвъа W(С-) , й(Сr>0.
Пусть (jr, !-)r(tlK'1_ дуги орltикла С-, a(i,-, t*),(l'rt)- дуги ор-

циrла Ct. Ь определению "р"ф H(I), имеем ctd"-d1, Т.rЙ-6;е Р, "
.I* q'- d,, r+ф- ф С Ра , откуда на основании леммц 5 слепует

L+6K-d;cP, " xrq,-0le Р2, т.е. (L', К*) ,(j*, З]) _ оу"" граф

Н(r). Удлrяr иэ С- и (+вершинш 7' ч 1t вмесге с инцидентнцми им ду_

гами и добавляr ryти (С-, Kf) "Q+r 5-). мш поrýвим эамкцпм ориенти_

ровашнШ мардр!rт, воторъil мохет бштъ представJtен в виле оýъелиненил просгъrt

ОРrrИ!иФ Ск, K=!r,,,|tTL, прпнадлеrкащхt мнохеству 7еО. эrо прtlводит нас к

соогноtлению WG)t,(gtl=fUtQЭ-Wtl'ilril]U(С*l | в правоп части кого_

t

,

0
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Доказаннце вшчrе теоремш поэвоrшот предлоr|оlть,метод решенпl задачи

tпLtЪ{l{Лl l Х,€ q}, стематичное описание когорого приЕодитсl ниrке,

Прошесс вычисленшП начинается с тоrilи r,=L|.tt , при отом 0о=Мо={Х}
Пусть yкe проделано f, шагов, в резJiьтате K<rTopэrf, попlЕена точка .Т е Мt ,

Тогда очередноil (t+ 0_П шаг булет сосгоlъ иэ поспедоватеrъвого вDlполнениl

следующtrr процед!rр:

1) построениl грфа HG)l
2 ) вшчисrrеюrя новDrr эначениl Beceol фдщии Иr ;

3) нахоlсденпе, 7t- нераэлоr|Фмого оЕикпа С ,""rпrаъного веса и пере_

хода от х. KT+L(O ь сJфчбg Ur(с)<O; есш WG)>|-r" ift-= 9, tо Т,

есть решение рассматр{ваемоП эадачи. Как слелует иэ пеммш 1 и Teopebol 5,
в качесгве С моrкет быть вэят орtlикл 

"a 
lli с минимаrъtlцм чисJtом BeplttиH.

Поступила в ред._tlзд. ФдеJr

21 пrьара 1983 г.
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