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с слоiкнсJ(lти зАлАч минимизАции полиномов
ОТ БУЛЕВЫ.Х ПЕРЕДlЕННЫХ

А.А.Агеев

в ряпе модеrtей rсследования операциft, в частности в моделях оптимаlъноfi

унификацrlи t| рбз\rещения производства, воэникают задачи минимизации деRстви_

тельных фнкчиЛ от булевых переменнь!х. Иэвестно, что всякую такую функчию

F (rr, , . ., tr m) можно лредставить в виде полинома

!(r,, ..,, r*) = Z . Са .П ri ,

а<.{t,..,,m| L€d

В настояцеfi работе предстбвлены реэультаты, указываюlлие на с?ществова_

ние тесной связи между эадечаN{и минимизации полиноNrов от булевых переменных

и задачамtr о минимально:!l покрьlтии множеств8ми. Похаэано, что эти задачи в

оIределенноNr смысле эквивалентны. Из полученных результатов в чбстностй сл€-

дует известный фкт о принадлежности эадачи минимиэации поли}iомов общего ви_

да к K.qeccy NP -rруп"ьrх эадач. Поскоrьку это так, то особое эначение присб_

ретает исс..rелование вопроса о суцrествовании эффективных алгоритмов минимиза-

ции спеttиаrlьных классов полиномов. Причем наибоrьшиfi интерес для приложениП

представляет выделенrtе достеточно lлироких классов эффектtвно минимизипlемых

полиномов. Опрелеленные успехи в этоьt направле)lии уже были достигнуты ранее
(cn,r. [t _.l J).B настоящеfi работе выделены н.овые классы эффективно минl|,

мизируемых полияомов и полr,.номов, задача минимиэации которых lrJР_трулrrа.

Несколько слов о терiлиlюлогии. В основном она эаимствована иэ f5]. Vточ-
яим ToJlьKo некоторые испольэуемые понятия.

Всякую дискреl,ную оптимиэационн)rю задачу можно рассматривать как класс

индивtIдуаJrьных эадач с конкретно заданными исходными данныttlи. Подэадачеl

данной задачrl называют эадачу, соответствуюцtую HeKoтopobqt подклассу этого

класса.

Под сводимостью оптимизационньtх эадач в работе по}lимается сводимостъ по

Тьюрlrнгу, определенная " [5J Две звдачи наэьtваются эквивалентными, если они

взаимно сводимы.

А.лгорttть: называется эффективнымl если время его работы огранич€но поJrr_

номом от длины записи исходньгх данных. 3алачу, дrlя которой с]rществует Taкol

алгоритNt решения, булем называть эффективно решаемоfi.
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l

ý 1. Сведение общеfi задачи к задаче о м}lниNrальном покрtтии

3апишем задачу в виде

,

ё,'.,(t- 
П ri1 r E,ornr*r*,-:j !!n,,, 

* *riз, (r )

dte R, CjrO, фj.{t,.,.,ф,lфjl > 2, L=t,n, j= П. tzt

Z о,_(r- r.t) -.I 6; .П LL - rrlLrъ , (:l)
L=l J=l ' Lсфj (rt)

Фiс R, 8jrO, di c{t,,,.,fuIt la1l>?,, L=Ф, j=ф,. <al

l n емма 1.3адача (1)-(2) своtlитсяк подзадаче (3)-(4).

Д о к а э а т е л ь с т в о. Поставим в соответствие эадаче (1)-(2) сль
дуюuryю эаддчу вида (3)_(4):

|Ll fll tЪ rlL tL

t r, Ti - Ъdiit-ra,.,"i [!"i,t n Д F,r r(| 
- il (l - !j) -,t'; 

i",
где 6,,={o,""nn 

L.l Ч пG>Lr, -t,о,
:' (1, е"r," L С d,j j=l ' L=t

Пуст, (ii) , qР - оптимаrlьное решение эадачи (5), Покажем, чl,о ltNle_

ет место соогношение

Рассмотрим следуюццrю подэадачу

пL ru

*= 1- П
Le Фi

i:
В самоп.t деле, пусть существует ieOi такоп, что ii=O, тогда, l

оптимаJrьности д8нного, реltlения, Tj = t, в случас *" Li= ! лл" "."х i.O4;
по тоП же причпне Т; = 0 .Cn"oJJ"."*Ho, при поиске опт}lмаJьного речrения

Mor|clo ограничиться булевыми векторами, удовлетворяк)циttrи соотноцrению (6).*
Равенстъом LL= TL установим вэаимноq)дноэначное соответствие N|ех(ду таки-

ми векторамп и допустимыми решениями задачи (1)-(2). На соотьетствующих

допустимшх реrлениях эначения полиномов эадач (1)-(2) и (5) совпадают. Таким

обгаэо1, """" 
(ii) , qj) - оптпмаJlьное решение эадачи (Г-,), то вектор

rt- it, L- t@r- оптимаJIьное решение эадачи ( t )_(2 ). .IIемма докаэана.

ЗадачеП о минимальном похtrштии наэьtвают следующ]rю задачу:
.rU

Z 'r&i 
+ mLп, (7)

L=1 (tlt) '

a

;

Ti (6)
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2. 3адача (з)-(4) и эадача о минимальном покрытиш эквиЕо_

лентны.

Д оказательство. Пусъданазадача (3)-(4). Поставим еП в

соответствие эадачl о мllнимальном покрtтии вида
ff,

ýаL аr; ll,;.2 !, j = i-rn,
t=t 'J w -|

tl,ie |0, t} , L = tfr. ,

eLj, {o,t1, L= |-JtL, j = t7"

I aiu; *
fL

Z LKlIr + tnLt_l,-^ -'t 
ФilOIi?

(8)

(9)

(1о)

где Cj 
' 0,

Лемма

L=l K=l

a

.ZU,,+tKZ!t К=П, (11)
i,cdK

ШL,lrк е {о, t!, L= r-1t-rLl ц = i-,п. (12)

Пувь (tC|) , Uil - оптимаJъвое рещение этоЛ эадачи. Нетрулно проверить,

что имеет место соотношение

lri=.П !-u,il , к-ф.
сефК

Всякоtлу допустимому рещению, удовлетворяющему этому соотнощению, поставим

в соответствие доrтустимое рещение (Iа) 
".д"*и 

(3)-(а) по форr*уле trL= !-1,1L.

На соответствуюrцих реtлениях эначение полинома и целевоf, функшии задачи (1О)-
(12) совпадают. Отс,эда, ."nn (l,L|) | аil _ опт,tмбJъное реrление эадачи (1О)-
(t2), то вектор Li= !-4,, L=i-rn _ оптимальное решение задачи (3)_(4).

Наоборсrт, пусть дана задача о минимальном покр'tтип (7)_(9). Рассмотрим

эадачу минl|миэ€ции полllнома вида

mfu
Zс,O-r,l*GЕП I;+mLrъ,
L=l j=l tlaii=| (х) '

где ёrЯсi".
ь=7

При поиске оптимаrrьного рещения этой эадачи Moxcro ограничиться допусти-

мыми решQниями, обращаюlцими в lryrb вторую сумму. Равенстъо |Lt= |-trL
L= trtTL устанавливает вэаимно_однозначное соогветствне меrкд}, такимш буле-

выми векторами и доп}rстимшми р.r."""лr" (?2;) эадачи о миниммьном покDN-

тuч (7 )_(9). Так как на соответств)rюцrих доrтустимых решениЕ( знач€нtlя ц€л€-

вых фнхrrиf, задач соЕпаддют. то оптимаrrьвому рещению одноl задачи соответ_

ствует оптимальное решение дргоП.

a
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Излеммlи2слелует
т е о р е м а 1. 3адача лlинимизации полинома общего вида сводится к

задаче о минимаrьном покрlтии.

ý 2. Полиномыl задаваеNrые некоторыми графми

Рассмотрим следуюtjIую подзадачу общеfi задачи. Пусть задано растущее из

корня ориентированное дерево Т=(И ilrI- мнсжество всех его ориентирован-

ных цепеfi. Кажлому такому дереву поставим в ссответствие полином от булевых

переменных @g) G е Е) ,

Р, ((цD= Ь% Пr*, ,

"лч Сд€ R , Lе tr,
Полиномы, соответствуюшlие ориентированным цеп1l\,,, образуlот класс пра-

вильных полиномов, эффективный алгоритм минимиэации которых описан , [2].
Поках<ем, что этот алгорrtтм беэ принципиаrrьных иэменений может быть приме-

нен к полиномам, соответствуюlцим произвоJrьным растуrлим из корня деревьям.

ПУсть €, - Дуга, инцидентная висячеf, вершll}:е дерс,ва Т, 
"" 

являющеfiся

корнем, tr@r) - множ€стRо ориентированных цепеfi, содержашпх лугу е1. J'огда

Р1 (<r"11= Lе.,.Z с. П rе* Z сцП r. .'Lcll(er) ecL Le*,lt@t| eCL
Заметим, что множитель при ag, lrMeeT тот же видt что в сп)пае правиrь-

ных полиномов и, следоватеrьноt можно, как в [Z], исключфь переменную !,р,.,
I

ЭаМеНИВ ее ПРаВИЛЬНЫМ ПОЛИНОlчlОМ ОТ ОСТаЛЬВЫХ ПеРеМеННЫХ, И СВеСТИ ЭаДаЧУ К

задаче минимиэации полинома того же класса, но от меньrцего числа переменных.

На каждом шаге при этом рассI,tатривается переменная, соответствующая дуге,

llнцидентной вlлсячей верlлине. В остальнорr алгоритм не отличается от алгоритмtt

минимизации правильных полиноt\{ов, и потому мы не будем приводrtть ег, ц-

рсбного описания.

Рассмотрим более urltpoKlrЛ класс t|олиномов, задача минимиэации которых

сводится к задаче минимизации попп"оло" Р7,
Пусть аан ориентированныП граq(=(VrЕ), 

"о".ояlций 
из одного ориентиро- '

ванного ч"*r,ч (, , каждая верlл}lна которого является корнем растучrего дерева,

причем все деревья имеют одинаковую ориентацию (cr.l. рис. 1).
Пусiь J, обозначает множество всех ориентиFюванных чепей графа S , Во.-

смотрим полином

Рс ((л,е)) = Z с, П.пg ,- L€t eGL

"л.С.еR,LеS.

a

a
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а

, 
Рис. 1

l Л е м м а 3. 3адача минимизации полинома Рб 
""олп."я 

к задаче мини-

миэации полиноýtа| соответствующего растущему иэ t(орня дереву.

Д о к а з б т е л ь с т в о. Пусть чикл ( состоит из дуг etr...rep
Рассмотрим tlrножества булевых векторов М1, L =1rР , эадаваемые следуюшим

ОбРаЭОМ: 
м. = tt".l (е е Е) l rrt= ol.

Объединение этих множеств дает множество всех булевшх векторов. Оптимальное

реurенше задачи минимиэации полчнома Рб ,оrоrо найти, решltв серию иэ Р .._
дач минимизации этого полинома на множеств"* Mi, L=tfl, Остается заме_

тить, что каждая такая эадача представJrяет собой эалачу мпнимизации полинома|

соответств}rющего растущеN{у из корня дереву, откуда и следует утверкдение лем-
мы,

Класс полиноrоa Рб включает почти правиJrьные полиномы, рассNrотр€нные в

fЗ]. Труло"мкость алгоритмов минимизации полиноt\лов Р, " Р о соответственно

o(lEll) " 0(lEl3).

ý 3. 3_связный полнном

Булеву матрицу (|LL| Q= tfr,,j=fi)oro", называть характеристическоfi

матричей полинома эадачи (3)-(4), если

bLj= опри tф*i,
1при Lcdi.t

1

Буаем говорить, что булева Nrатрица (lr,;1) оОпалает свойством Р -свяэ-
ности, если для любых L , К. р"""о"r, hij - Ё*j меняет энак не более Р раз

при монотонном иэменении J от 1 ц) lL .llолияом задачи (3)-(4) наэовем

:;;:*"", 
если его хардtтеристшческая матрица обладает своlством Р -свяэ-

В [ZJ построены эффектlвные алгоритмы минпмиэации 1- и 2-связньБ по-

линомов. Слелуючrиfi результат показываетl что дальнеПшее продвижение на згом

пути не расlltиряет класс эффективно минимиэпр1/емых. полиномов.
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a

l
| Т е ор е м а 2. Задача минимизации 3_съязногополинома Л/Р_.рr,дrч.

fl ока эательство. Покажем, чтокзадаче минимиэации З_свяэ_

ного полинома сводится NР-rруцraя задача о минимальном верlлинном покрытии

кубического граqа (см. [5]).
Пусть дан кубическиf, граф G = (Ц Е )rlVl = tTLrlEl= tLy rryсть

(hij)(i = ф, j=tr...,ru)- его матрица инциденциfi, а Ci>O , L= frr-
веса вершин. Необходимо наПти множество вершин минимаJlьного веса, покрьваю_

щее все ребра графа,

Рассмотрим следующую эквивалентную задачу (по лемме 2):

Пfu
Z CtQ- ri)- С Д .П xL* mLtъ , (1з)
t=7 j=7 LIhLj=t (Т;)

m.

.л"ý)Х Сi
L= !.

Матрича (ЪLj) является характеристической матричей полинома эадачи (13)

Легко проверить| что она обладает свойстъом 5_связности.

Покаlкем, что полином задачи (13) перестановкоR нелинеfiных членов всегда

моrtно сделать 3-связным. КаждоП таксй перестановке cooTBeTcTB)reT некоторая

нумерация ребер граф $ . По"*оп"ку граф к}l6ическпR, то число его вершин 7t|

четно. Разобьем все верuJины на пары (проиэвоrъным образом) и соединпм каж_

дую пару дополнитеJIьным ребром. В графе с допоrtнительными ребрами существует

эйлеров цикл, которыfi MolKeT быть эфектlвно наfiден известными алгоритмами.

Начиная с любого ребр послеповатепьно эанумерDrем рбра чикла, пропуская до-

полнитеrьные, и переставим столбцы матрицы (hi1) .o"n"cнo этоП нумерации.

Нетрушrо убепиться, что новая матрица обладает свойстъом 3-свяэности, что п

требуется для докаэательства.

ý 4. Полиномы с |( вхокдениями

Полиноl,л эадачи (з)-(а) бупем называть полиномом с К вхоrкд€ниями, €с-

ли для всякого i е[rr..,rП"}чи.ло 
"оrеров 

j таких, что Le ai, не превос_

ходит К l т.е. переменная Li входит не более чем в К нелинейных члеrrов

Т е о р е м а 3.3адача минимизоциш полинома с rуrй, вхо)шеншямисво-

дится к задаче о минимаrьном покрытии верщин граф ребрами.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нетрцtпrrо проверить, что задача сводится к

сrryчаю, когда каждая переменная входит ровно в дЕа нелинейныr( члена. Докажем

теорему Iutя этого сrryчая,

Согласно лемме 2 задача эквивалентна зодаче о минимальвом покрытии

(1O)-(r2) с матрицеfi ограничений, состояrлей иэ двух подм€rтриц - транспони-

a

,

a
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рованноR характеристическоfi и единичноfi. Перая подматрица содержит по две

единиltы в каждом стопбце, Перфориулиwем даяную эадач, как задачl на графе.

рассмотрим граф G =(VrЕ), V=ll,,.,.rfu}, Е=l|r.,.rфrаi>О, LeVl _ веса

верлин, 8j >О, j'Е, - веса ребер.3алача эаключается в огшсканиипокрытия

верцин ребрами и верrцинами минимаJIьного с}rммарного веса'. HeTpyлrro проверитъ,

что оптимальное рещение дднной эадачи Mo)lclo получить из оптимаJIьнык решlений

tlвyx задбч: обычной задачи о минимаrьном покрытии граф б ребрами и эадачи

о минимаJьном покрытии ребрами граф G'. огличающегося от граф е одной

допоrlнитеJrьноf, верчrиной и допоJцlительными ребрами с весамп Ц , L€ У, сь
единяющими эту верлину со всоми остальными. Теорема докаэана.

Как показывает слеýlющиfi реэуJьтат, уже при |(=J эадача становится

трдrорешаемой.

Т е о р е м а 4. 3адача мияимизации поJIинома с тремя вхождениями

|rj Р-труша.
для докаэательства достаточно замgгить, что по лемме 2 к рассматривае-

моfi эада,tе сводится lt/Р-трупяая задача о минимальном верrrrинном покрытии

кубического графа.

ý 5. Полияомы с разделяющимися перемешными

В [+] рассматривалась следующая подзадача задачи (3)-(4)

a

с

|fL п .fl п

q

|ror(t- 
rl r 

hr,u, у)- ё., F,r,, 
xiyj*,#iff,, (14)

Фi,|ie R,, Ctj> 0, L=Tfi, j = t;rt . (15)

Покаэано, что она сводится к эффективно решrаемоil эадаче о максиý{аrьном по_

токе в сети.

Рассмотрим две похох<ие эадачи:
ltr|LPп|L

Е,о{r- 
*tl - 

ЁBia- п r 
Е,' * 8, х к) - Ё F,Оl1 

rtlj *

mРruР
- Д Е, d- пtх* * 

f,, T,hi*!j L**oTti,?Ba, (16)

ai,61,CKeR,dq, tiц, lъi*' 0,,L=Ф, j=Ф, к=@, (17)

йmпР

Ё"," 
(1-,l - 

hr, а- D r ё:* (t- z *1 +

maLP
t L Z. Z,drir Ltli хк* mLъ ,i=1 jz1 к=! ,' -,l Фilql (ъ*)'

(18)
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eL,Bjl скG R, dцк>О, L= 7П, j=Ф, к=ТF. (19)

l '"орема 
5.3адачи (16)_(17) ш (1s)_(19) ДJР_rрулr,ы.

l
Для докаэательства теоремы пmребуются две леммы.

Л е м м а 4. Задача о миниN'аJIьном вершинном покрытии 3-раскрвшrrва-

емого граф ltJ Р _тrryдна.

Д о к а э а т е л ь с т в о. Покажем, что к задаче о минимаJlьном вер-

rцинном покрытии 3_раскрачllлваемого грф сволится общая задача о мпнпмаJIь-

ном верцинном покрытии.

Пусть лан неориентировалншй граф G =(VrE) . По.rро"м 3-раскраlшиваемый

гр.6 @'=([/Е) "п"оуочrим 
образом. В MHolKecTBo верщин [' BKn,o"", в к8-

честве независимого подмножества множестЕо верлин V "р"ф G . К"r,оуо n"-

Fry верlцин из 9того подмножества, смежных в граф G , "о"дп""м 
тремя н€п€-

ресекающимися цепями длияы 3 (см. рис. 2).

ц'
е=(ц{)

Ф:

Рис. 2

Гр"q @'=(У|Е') , полученный таким образом, является, очевидrо, 3-рас-

краlливаемым| причемlУ'l =lYl'BlElrlE'| = glEl , Покажем, что мини-

мальное верrлинное покрьiтие граф G' порождает минимаJьное верlлинное по-

крытие граф 6.
Рассмотрим отдеrьно подграф на рис. 2. Всякое тупиковое (минима, по

включению) верlлинное покрытие граф 6' содержит по краЛнеR мере L.Jly иэ

верlин 1г, 'lгz n тем самым индуцир}rgг некоторое вершинное покрытие граф

ý. ООр"."о, всяхому тупиковому вершинному похрытию грОа б соответствует

тупиковое вершпнное покрытие граф (, Остается эаметить, что мощ}rости со_

ответствующпх покрытпfi отличаются на постоянную величину 3 lEl . Следова-

теrьно, минималъному верлинному покрытию графа 6' соответствует минимаJIьное

верщинное покрытие граф б Лемма докаэана.

Рассмотрим слецrюlцую подэадачу эадачи о минимальном покрытии. Пусть

имеется t(онечное множество J , раэбиение его на три попар}rо непересекаюцlихся

подмножеств9 I, , I", Ir," семеЛство трехэлементншх подмножесгв (троек)

JC tT = [it , Ll,rLrl, L,,cI, , L"eI", ire Ir}.Н.ооходимо наfiти подмножество

a

r'r

tL
,



о слокlrости задач минимиэации полиномов 11

t

минимальной мошшости f,C f такое, что с пт+ Ф on .."x Тс 7 . сфор_

мулированн)по задачу назовем эадачей о минимаrьном покрIтI|и троек.
l
| л емма 5. Задача оминимвльном покрытиитроек fi/Р_трудна.

Д о п а з а т е л ь с т в о. Сведем эадачу о минимаJьном вершинном по_

крытии $_рабкраlшиваемого граф к рассматриваемой задаче.

Пусть дан 3_раскрачrиваемый граф Ф(VrО и пусть V1 _ ,"о*"ство вер_

'n" оо"о"о о."r", i = 1r2r3 . Ра""rо.рим следуюцIую задачу о минимальном пф
liрtтии троек. Множество f содержит мнох(ество вершин V граОа G , причеNr

VLr- Ib, L = trZ,3 Каждоfi паре смежных вершин {t , 1Il, поставлены в

соответствие три элементч tl|, U.t, Ut G= (trrrhD , прtlнад.qежашп€ l*lнoж€-

"r"у Ii , не содержащему верцtины 1\ ч {1, при 9том в множество троек .7
входят три троfiки lrJ,,r!o,U?l , Ш, tъ, шt I ,, {tft, tIоrшt}.Такпм об_

р/lзом, nt'4."r|jl=lyl + 3l|l ,lJ' = llE! Остается эаметить, что в дан_

ной задаче минима.пьное пошрытие системы aроо* J содержит только элементы

мнс}кр.тва '/ и вляaa,aя сдноi]ременно минltмаJlьны:чt вер]линныNr покрытием гра_

ф G.llеммадоказдllа,
Доказательство,iаоремы вытекает иэ лемм 2,4 u 5. По лемме 2 задача о

минимаJьноiчt BeFlLJиH}iolvl покрытии {j-раскраlл1.1ваел{ого граф своаится к эадаче

(16)-(17), а эадача о минимальном покрытии троек сводится к эадаче (18)-
(rs).

Поступила в ред.-изд.отдел

26 августа 1983 г.
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