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оБ опп{лiдьностl4 врЕшЕни пршлЕдовдяия в диФФЕрЕЕцилrъЕцх игрд(
Е.!i.l!ухспноэ

Исслвдуэтся оптицельность вреченп пр€следованпя в лпвеfiвrв
дифферевцпальншх пгрЕх, оппсцвееr.шх дхфФвренцrелъвшIr JреDнбнпяII
с неограяиtlЕннDtчи опораторади. Данное цсслэдованпе прпIgкеот к

[т - я].
Пусть Х - сепарабельвоо банахово простра,llст"о; Y - полЕоо

сепаребепъное r.6трI|эуецо9 проец)евстэоi Z - отдэлtIое rопологп_
чэское просц)анствоi отобреrэнllэ Р:ttlХ|ОrО)*Х пзIэрпIо по
LetOra) прп кеIдоr. Фпксt{роЕавноr(zrtI)е{rl п непрэрrЕЕопо (urlDс
€YxZ прп каI;доl| фикспрованнош tеtОrо}, прпчец сJrцаствуэтлокiлЕ_
но суllшrруечая фувкшпя h : fо, о) - LО,ф) тепея i ото |F (u,tt, tY hФ
прп лпбшх ueYt tcZ, Lеfо,а).

JlпФф€ренциелъвея Rгра описшвеетGя JrравновпэI

i = дft)а+ |(ц,II,t) /r/ .

п эеIккутшц тарllпвельвшI uHorэcTEoI |4СХ, гле |>{,оа0 r а лппсf,-
н}.е заIкцутш9 операторш A(tJ:9-X, шIgDцпо Ео завrсяl5гD от
tefOrЮ) п плотнуп в Х область определоЕпя 0, таковш, tlтo пD[
кеIдоrt re9 отобраrениэ t*Дtr)r Е€rц)эрDlвно лдi!фвренцrrруэrо ва
tОrю) ш црш всех t) О, 

^>О 

реэольв€нта(Д(L) -Л I)-' опэратора Д (t)
опродепева, приrlеI ll(Д(t) , ЛD'|ll а (l+^)-' . Прп этв оц)епr-
tlенпях на операторrl /Ёl суцествует эDолDцпоннtfi опоратор Ф(trз)
(сr. [С]).

В дальнеfiшэI llHoI€cTBo вс9х пaleprr.lв отобраrсвпf,, дэIств5rт_
шж "з.[О16] 

, Y, б;rдоr обознаqать q9рэа tL([0,rB7,Y). тоглд прl
пропзвопьпrх u() е llШo,o),Y)t UO с ll,Go,oщ)l хоG Хlозtо.Х<чt
cooTEeTcTBylO!иI атпI данншI р()ш€вп€ш эадеqп

ittl = д(L) rФ+ F(uЁ),лI(il,t), L(Lg)= ха, /2/

на оц)азке ELortJ будэц, неэшвать отобраrоrше Т.0:[Ёоrt] *.Х ,
эедавасr.о9 форrулой

t
rft) = ф(t,t) rо+ t.фft,в)F(uвt,u(5),5) dз, te Еьо,т) ,'tб

гд€ пнтегр8!t понпIаотся Е сIшсло Бохпере [7]. Отlэтп.ll, qтo теко9
опрвдолецпо решенпя задеrlп /2/ лрпсяtо, ЕапрпIер, в [5]. Даrrэе,
отобрахеншя 1l()t lI(,| будоц незDlва?ь соответственво у п р в ! -

,

-

преследоваЕшя п убэгЕЕпяо

л'



Об оптrшеlrьчос?r tpolcвrr пDсслэдо!аllпя 8r

Слэд5rя [I - 4]1 булоr сqптеть, tlTo в пtээ П/ пв наqалъноf,
Totlк, (rоrL) llorнo за!срцrtь просл9дованп€ аа врачяi не пр9Еос-
ходяlцсс rпlсла a(t)-torl, еслп шrя пюбого IJоGlIUъ,а@))rZ)
Ioпo вшбрать такос uОе1,L(ttort(alrrY), qlq lDп EoKoTopoI
rпе|Lorrlrol7 вчпоrшяQrоя !клрrlснпq IEc)cM, гпе 

'(') 
- рэlGFЕё

залачп /2/, сооtьстст!уDцсa Jrц)аlлеmя: lt,() i{о . Прп этоl дrrя
нцrоIд€нпя анач.Епя Uft) ь каrлцf, IoIcHT Le|LorrBoE раъроrастся
tiспольаовать U(t) ч tr,6)rtое!et. Чполо ТФi- tб ЕазI!естся о п-
Т П I е Л Ь Н Ш ll lРОССЕСI ПРОСЛЭДОDеЯrЯ, еСЛli, lО-ПСРllrr rl3 Н8-
qarrbBofi точкtl (I6rL) Iошо зевэршпть rц)€слэдоЕаяпс зе вр€Iя, но
преtоаходяцес чrсла a(ti-to, ", !o-!ToPb[xr rц)Е вссх Lе|Lоrrбs|
для любого U()еl1,(ЕLr,t],Y) чопlо вчбреть текос 1J(rеU(ЕtrrL7rZ),
,rтo ддя рс]эвIя tr(.) зелесu /2/ Ешпопня9lся JrслоЕпс r0a м для
всох J G [tortJ . Прп aTol лля вшбора tI ft) l к.-rп{f, IoIcBT t e[tort(Zfl
резDсшаеrоя rспольао!ать аЕеqеепя rбl , Loa 5 (t t п 14(F', to_'ё-
-еli<t, гле 0 - достаточпо llелоэ полоптспьпое чпсло.

В п.I tiапа8асrся юпоIогетслъная леlIе, в п.П - ociloвHшc р9_
зJгпьтетI о Doзrroэlocтш аавср!евпя rц)эследо!евпя п об оптпчальностп
вDсIaцш прсслсдоЕалпя, а в п.[l - црпI9р.

I. llноrэстэо lccк нспуGтЕ ааIrцrтцх подIЕоraст! tополоЕrч9-
ского простравотва Е обозвеqll тэреа 2Е. Отобреrевпо Р:|О137-2!
BaaшDacTc, sацкнJrтшI (сокtонцrаrtьltо ааIквутцr)i ccrtt ого греФпк

Г(Р) явлвэтоя заIкЕутII (сокD9Ешалвво aeIKHyTnI) цпоrэст!оl| в то-
пологЕчаокоI прост)енствэ [Or6Jx Е . 3дэсэ сэквэвшальвая aaIKEy_
тость шоrосr!а г(Р)< ЕаrtlrЕ понпrается D Tou glltсл€, tlтo эспп
про!звоrlьlоlс послсдоDатэпьвосrп tпеtО,67п Тпе P(tJ такпсr tlтo

to*t, Ц+П| то te tаr67 u х,с P(tl.
Л о r r а. Пусть отобреrэнпо P:tar6J*LEr0<6-0<00, ссквэн-

цлаrrьЕо ааIнцrтоi гдс Е - отдолпIос лrнвf,воо 8опологtlчэско€ ц)о-
oт)aвorEoi поrчrrонноэ э рсэульте?е ватблэнrя бенахове простраtlсt-
ва Х ослабпснвоfi топологшсil 6(.XrX')(cr. [В]). Пусть М -ЕоIпакт-
ное поввоIоство Е . Ео8де отобраrвппо t -- М+ Р(Ц дэfiствушшес па

fartJ l 2Е, 
""пr."цIальво 

заIкпуrо.
Д о к е а а ? аrl ь с r ! о. пусrь tncEa,tJrtp*trr in€lrl+

+ P(tr), прriчсLц-trэ Е. осэвилпо, te|art\, поэтошу достатоq-
но покеаать, tlro t,ell+ P(tl mlloor trn=ttl1l11,, гдс mп€ MlLae Р(tл).
В сп4у павостноil тсорэчч Эбсрпеfirа-Щrупьяна [8], последоватопъ-
нооlьПrtоодвDшт полпоолсдоЕатэлввость fПп*, сходяryDся в Е к
Totrкc ltLCMl так кц(, по iслоltlD, IBor9cTBo М KorrпartтHo относп-
тсльно ,опологlli б (хrх*) . СледоlатольЕо, послодоЕетепьность 1о*=

= Iпх lt?,ъх схоgrтая в Е к Totlкc I-tlL. В то re эрgr.я to**t,
traK- tanx. Х,цс Р(ф._Поатошу 

',-ftLe 
Р&) , тек как, по условпD,

отобраrонrrс Р:tаr67*2Е сэквонцпально заш(Еуто. Знеqrт, ICTL +

* P(t)< Y+P(t). леrrв докаэава.

а

,_
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Об оптrrельЕост, ц)эIоЕr преопсдоDеяrя Бз

эrбор U (t) э каrдшй IoIcET ос!пасt!ляQ!оя lсходя из пнфорчецчи о

1I(tla tр.lПэпсрь поrзаrсI| trTo сслr прп вшборэ U(t) ь кеrдшй Io-
rэвт t чсполъаоветь пвфорrаrпэ о lJ (0 п I(il | tоЗ 

' 
Аt, то врошя

достrtaвшя IпоIэстЕе М вэ болсе qпспе Хr")- Ёо. Фикспgrеr поло-
!т.льЕос qrодо tе(ОrrQ,о|-tо} . Для нацральвrD! тпсел К> t по-
допI tK = taLфtr,+-K, €rlуlС.[, гда хо (ro) = Е(tо|п l j-l (x) =

= ttlLfu {t с ft rч, l r_ z(Fol| э Ф(t,t хч) а (t к- t) с М - а G кч, il|
цlп К}2. УrравлсЕI9 цrэоледовевIя lL(.) аа оц).ако [tortrJ вшбп-

раэI по. форlryлс /6/. Тоtпе, в оrлу /5/, /6/, rчсеI
tr t,Фо)

Ф (r crs, t ) tо = frc - t' ф @ сцl,D F (u н t упа,il dt - ! qft) dt .
to tl

С дl5rгоf, cTopoBI, l аалатс /2/ ме роЕсЕпя Х(.) , ооот!отствуDlсго
Jrпраэпспtrt 1l,(.) r t/(.) ва отрсакэ [tortr] , поrrlrrlаеI

tI
r (Lt) = t ф (ц,il F(uсil, t(a, t) d,t + ф (tt,t) оо .

to

Слсдоватопьво,

ф(ц(о),t) rft) =
с

фk@),D F (ъсtl, tfФ,t) dt t
t(ro)

t
J
t

а

*Ф(r(ц),t)rо= rъ- ! ч(ud,t
t1

3начlт, ltцо€т lgcтo эклDtlэнпе

Ф (t trоцц)Йtrrc M-st (и fi @ oD

Еэтрудво lпдоть, что 04 Ц(r),ЦаХ(Li-L1 l п еспп т,(Lg) = t1 ,
то пз опрсдслэнrя tlпсле Ц(r) слодJrэт, сто IФ;)е М. Всш rэ
\(to| > tr . то ва оц)оако tЦrtъ7 продолlпI прссп9до!анп9 ,а
СОСТОЯНХЯ t,(t1) , как па Еаtrального, вшце оппсенншll обреаоr. так
кек чrсло t)0 фпксllроЕано, то прt Ё9котороч нацп)альноу lL2L
пцсоIз

tn (Lc) = Lп п lцФ)>t1 для !ссх К с [l, L,..., П-1l ,

еолr Iц)r зяr'tоll К вв отреаке [tкrtr*l] rц)еолсдоваяпс востх пз
ооотояsIя T(txl, trак па ваqаrrьного. Сп€доветельно, rftп) е М п

La,- to 4 t(N)- tc.
|I э о р о r а 2. П5rоть вцполц€вI успоDrс'Ы rэ тсорсIц r l

опоЕrDlrо условrя!
а/ ,эpllвarlbвoe чвоrество М ЕIrукло r коIпектно в оспеблсв-

Bofi tопологrrбfl(r{')i _ .

1l/ отобраrсirе t+ SlФort), tefto,t{to[ , вrпукпоаЕеqпо r
sаr;ву!о э ослеблэпвоil топопогlш 6(ХrХ') , гдэ tlпопо t@d оЕр€-
лоляэтся Iэ Dаtенстэа /3/t
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ъ/ сJrцествJrот отобра!овпв Ф(.) : Y *Z такоэ, что rц)r EoqE
1l€ Y, te [to,x(Lo)J, t 2 3, L о, вцполвяэтс

Фtt,il Р(u,а(u),s) с _Л_ ФФ,з)F(Y,tr,з)
tCz

I ддl кеIдого lLOc lL,(ftо,аlrоЛrY) сJrп€рпоаlцtri Ф(Uо) е
е U(ILо.N Шil,Z). Тогда вреIя преспэдоtепuа t(fr)-'to оптпIальttоо

Д о к а з а т е л ь с т в о. УтверIденпс о ToIr тто па яа+
чепьноfi Totlкп (rort) Iопо аевэр]пть rц)эоледо!евЕс аа DрсIя, нс
праэосходrlцсэ чпсле rВ.о)-tо, спе.чст па T€opcru I. Даrrэс, в спrrу
опрсдепоппя чuсле r(r), слслуст, что rц)r Есех t e|tgrt@))

[фrt,il)rо* ýl(to,t)J пм =Ф. /?/

Еолп t - яекоторое ,rхсло чз пнт9рrала (to, N@,)) r то знаqэзпа{(ё
управпонпя убсгепrя t/(,)e 1Ц[Lп,С@о)7,Z) на [tоr€J вrбцlаоr rцlо_

пзЕольноr а при te(era@)) - GпoцrаJIьнrш обреаочz II(t)-gi(u({".eф)l.
Тогда в задече /2/ ма рgЕенпя 

'(,) 
, соотвстствуDцого вшбранншш

управп9нпяч \l,F) rtIG) ва tёоrЕ(/,оD , rrlool|

л,(t)= ФO,tоlzо* J
to

Ф Ф,s) F (чФ, { в), r) dз = ф(t,tо) rо +

Е

+ J Ф{t, 3)F(чQ),лf (5),,) dз+
to

(

t
J фсt, $ F(uсзl,tлл(u(з-е+LоD,О dз,
€ ,

В сшrrу /7/, услоьпf, Н , '6' ш согпасно тэороIс о отрогоf, от-
долпцост}t [8], шноrества М п ф(t,tп) 

'.о+Sz(tоrt)прхвссх 
1,еfLоrUа))

сцrого отдслпII , то9о пр}l всэх t е|tоrсlrо1) rоrно веfiтr такоfi вь
прэрпввшfi ппвсfiншй ipункtпоаел 9€ Х'п тахп€ копстапtа С п 0>0 ,
q'o 

ч@) э с, 8< с ё ЧOтL) /в/

прш Есох п е ф(tltо)l,о+ ýl(t,tо), fп е М -

П;rсть Р (.) - rц)оtlзвопьншfi пнтегршруеrшfi сспектор отобраrепrя
3 +1rПzфt.,З)F(YrtrВ1, 3е[tr,€]. Тогда ве осповаrтIп уаловпя'в' п

нерев€нств /8/ пуееч
ct

ч (с (t ) = (Р (ф(t, t ) rо r ! р а 45 * ! Ф {t, Ф F (tl,tsl, Ф(uВ,Е*tс)),i dф
tо€

е
+$ Jc

tо
(L,з)F(u,tз),tвl, s) 0t5 i,ro, а) , с- ý +

е

I
to

t ч(ф(t,il F (ucBl, t@, з)- рФ) d, .
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В спlry абсолютвой непр€ршвностп пнтэц)апа Лебэга суЕеству€т чпсло
t=O>tотакое, пто

0

I 
j ч(оtt, B)F(u6),u(r),o-PB)larlr* .

'tо
Сподоэатольпо, У(Д,(tl) s С- $. С. no"roly чиоло ё= О > tog cooтBet-
стЕуюце€ 9шу упраЕлоншэ t/(,J llоIно вшбрать так, qто rЁ)Е l"|
Iц)п всэх tеро3trо)) , что п докаацвебт оптtаllальность вр€tэпп
преслодовеяи a(Fol - t9 . Теореllа докаэана.

3 а r е ч а н п я.I. Еслп при кеIпоц Lе|Orа)лпнейнпй оп€-
ратор А (t) огренпq€Е, то доказаfiЕшс т9орgчц BэpBt! п в то'l сrтучае,
когда от отобраrенпя t*Л(Oтребу€тоя лпЕь локельнея ЕнтегрrI,у-
9locтb по Бохнару.

2. Еслп заrкнутшfi шrнеfiнчfi оп€ратор Д&)Э А нс аавпспт от t ,
то тэор€llш Т а 2 вернш п в Tol! слуqаэ, когде вIссто црпняао8о вш-
]9 огреншq9Епя не р9зопьЕ9нту оператора А вцполцяется бопос сла-
бое цrебоваяш€, е шrlэнЕо! сJrц€ствуoт такое qхсло.Р , что прп всэх
}> Р опрэделена реаояьвента(Д-lI)-l on"p"ropa Д , удовл€творяrr-
.""-r"р.""Еству iИ - ,t l)-"lc С,0\-Р-Епри всех l ,f , tL = ! lLFl.., ,
гд9 конставте С но эевпсшт от } tfL.

, 3. Доказеннцэ вш!tе т9орешц I п 2 обобцапт па бесконеqноI€р-
ншf, сlцrтеf, нокоторша реэультетI пз [Т - +.l. Этп обобцсвrrя позво-
пяDт ,чссл€доватъ ковфлпктно-Jrrц)авляэlше сrстеraш вэ, толъко с сосрэ_
до?очонЕшIп, но п с распрэделэнпшIll параll9траIш.

4. Впарвшо ивтограл T"n" Q(tоrL) э конечноllорношсл}ва9рес_
сIац)пвал акапоIIк Л.С.Понтрягпв [Т], е в бесковечноIбрноu слJrqее

условпе trороз IпоIостЕо Я(tort) эп€рвш€ вDод}tтся в двв;ой статье.
Ш. П р ! I G р. Ilп(DФэрэнцшельная Iгра ааЕаетGя гrrперболпче-

скич JrpaвHoвпel

fr , (t, il = ft ъо,5) + u(t,о - u (ъ:l),

гда t >Оr3е(аrф). при каIдоI t> 0 функuпч L(t,) ,fu-Цtr.) ,
зL

ft r (Lr,) , 1L(t,,) , 1I (t,,) пргваллеrr1 L/- ф, -), щ)пч€!| вЦЕоll-

ЕяDтся Еаqальяllэ услоЕпя z 7.(Ot3)= ro1) , # "r,5) = \(3) t

lr() e'Ll(a,a), r швтэцраrr"ншо огреничэнпя на управл9нrяз

_! lt"ct,ЙlLds . 
"F\ _Лuct,illld; 

з lL, Vt , о , гпо 
.,;р 

>i > 0.

Полопr

х=Lr(_ фtф)rЬl-ф,ф)t М={LбХ: [зl .eI, С>О,

ý
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а,о = (* |(t, ), ft z (t, )), i, ctl = (ъ(t, ), о), t (u - (u ft ,), о),

У=|*,,Ф с х : ilцtr, f}, Z={@,,o)eX ; lr,l" у}.
я

Тогда рассIатрrвасIоо гппэрболпчоскос Jп)аЕнсвrс прrЕrlес, вlд!

ittl= Дrё)tiСil-ТGr,
пртqэI

se[o,t],
5 Е [Olll ,

з et0l|J ,
E€w,ll ,

" rо,1 =(ъ,(.),* zo(.)), lйttli * f , ПТ (ьr: 1 t,
еопсратор l ^ а \

А= t : а, l,
отобраrапш 7 а = |ус).\*аr,: /О .Х, пороrпаот Grлъво п.щ)сDID-

ц/D сrпIеDщпо групrтуФ(t) (cr. IIIJ). Прп этоr Ф(аУСВl'
=Ф ft) (y,cBl, у2ф) =(tу,{s*2у + у,6-L))/2 + qL(з t 0- lb?-illZ,
(уlВ* il - lrB- 0) lL * (!1,6+t) + !ъ(s-LD lL) .

В давноч ц)tIере ?ерIшпеJIьЕоэ lноrgство М вшпукJIо i воIЕ8кт-
во в ослабповвоf, тополоrпп 6(Х, Х'), отобраrснпс t * SL(Цt)'

L
- lo+CC- 3)Srldt, ,п" S;_r =f(rr,O)e X,lzrl 'f-tl, trпý7iлоэна!8яо

п аалIквуто в ослаблсвноfi топологпш б аrХ') (ar. [9, TeJ); l ка-
qсgтве отобреrевпя crX,); Y*Z rorto эзять отобреrсвпсr aallltaaloe
Форlryпоfi а(u)=tРt/|й|. Спедоватсльно, rсполъаJrя Tcopcly 2, поrry-
qaoIr tlTo эспп tц)ш пэкотороч й>0 пIэQт rэсто !плDqовIс

!t
L(o) е ф(:L) м- J qetl Syy dt,'о

то па тоqкr t(0) цопrо аевэр!пть Iц)еслэдовапrс аа оптпIеJIьпоэ
враr|я, 

t
r@i= tпLъ[t е[о,t,1, tr,р) ефбЁrм- !*rз) Sp_r ds| .

в qастшостr1 сслr C<lQ,lr|E,то пз тоqк, I(o)=(L{.)raL{rla}f-й
гдс

J rР, C,s-,tliii,C- {т (|,il,з прпtO прп

|,|ФF. 0, sz- @(p,Dв,! .F. С, прI

t О Iц)r

a

3)=tr{

lо(S)



Об оптвrrальЕосl, ЕрэIенх проследоэанпя 87

Iorrlo аавершть прбсподовенrэ ае ЕреIя а (I0D = t .
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