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дIюриqirц с оЕЕм!rи шIя зАrцч ,Dкошсощ и дкЕюА-ФриJItцщ
в сrучАз lIPEK стАflков
С.В.Севастъявов

3адаqа дкерса-Фоидчене форrуппрус?ся сл€лýrDцпt обреаоч. Еа
ставк_Ек Cl ,,,.rС4 требуется вшполппть операцt{п нед детел""" оrr,.,
,,.rflо. Для кеrдоfi детели ?1 ткезав тGхнологпtlескпf, rершрут !.- (tjФt ... t tl(rП)), являЁппfiся п€рестеновкой чпсел{/, L,,:,
:..rm| kltlt оэначает ноr€р cTeHKar на Koтopor. Ешполняется
i-я операчия детали fui), " эедена длитепьностъ aii обработки ле_
тел, Фj на стенк€ q i L= 7П, j ='i,1. Расписаниэ Ё оrо", сtlитатъ
3аданнuI, €сли для каrдой опорецхи укаэанш интерЕелц эр€raони Ge
вшполнения. Допустшrrое респисанх€ долхно удовлетворять следуDцttll
условпяЕ!

Т. (L+t) -я операцпя дотали flJ ве r.oleт наqаться paHbItE Io-
Iента окончанt{я L -й операrrии;

2. не каrдоI станке вшполняется одновреtrенно но более одной
операцпп.

фебуется нейтп оптицальное расписание, т.е. текоеrцри кото-
роц вся совокупность опереций вшполняется за неиrr€ньш€э врэrя
т(р).

В случае, когда rз = 0,L, ,. ,rtn) для всах j = ift, получа€I
задаry Дrонсона. В tIJ-построен алгорптr. трудоэl|костп 0@\ кото-
ршfi лля аадеqл Дrонсона с троIя станкешх неходит распшсаниэ с

п
оценкой т(Р)4 д*+Ча* l где Л*= rtщ| ori , a'=ta.aPoii .

L= l-,tп J=l ' Lrt J

В [2] для задачи Дfiерса-Фрt|дшане с трвllя станкечu прtlводоR елго-
рхтш построэнlrя респисепвя Q с оченкоИ T(Pr) 1Д't3(3t/Т+ilа* .

В нестояцэй реботэ предпагilотся алгорптI трудооlкост" 0(П2),
находяцпfi респисанпе аадачш Акерса-ФридIана в cлJrtlaa П=3 с оцен-
кой Т(Р) 1Д*+ ба* , и алгоритl трудоеIкостч 0(ПhХФ , нЕколя-
щиfi расписаЕи€ зедачш Дхонсона в случао m=3 с оцсЬкой ТР) <

<д*+3а* , а TaKI€ показшЕается, что последняя оценке нэJrлуq-
щаеIа.

Как rr в [З], aarleтпIr что укезапнше алгорхтсш достаточвопрп_
Еести для спуqая, когда rrатрица @t| удоЕлетворяет соотношенпяll

tъ

Z at; = д', L= |-,rrc . /r/j=t ,l ,

(
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ý I. 3адеqе IпoEcoHa

_Т е о р е_ ц а I. Для эадечrr Дrоноопа с rетрпцэfi @ц) ,
L=ф, j = i-rn r с трудоецкостьр 0(пlа!la) uoroT бrть наf,дЪпо рас-

пшсаниэ с оценкой

т(р)<д**3а*. /2/

Д о к а э а т о п ь с т в о. ОrрвдэлII вэкторч tj=(ali-a2i,
a2i- aj| е R: j = Гп, и вЕадеll обознеq€вп", 8} = *,6orj, ,hCLl-

Jzl
L-" *оордrната EeKTon. 6 . Шз соотношенпя /l/ сл9дуэт, что !fr.=O.
}tскоrоэ респисенп€ с оценкоfi /2/ бупвy пскать ар€дх тек Еаашэасlrr8
стендартвrЕ( расппсений РJi, " которшr:

I) хаrлая операцIя вrrпопняется нопроршЕпоl
2) дgтели rц)оходrlт чероз 1злrдшfi стевок в одноf, п тоfi Ie поG-

ледоЕатэпьвостп 1Е i
3) всэ оп€рецrtп вцполвяются в налболо€ раввIэ срокп|
4) нечалъншI IoIeHToI распясевия являетсе t = 0.
дrrя длинц стаЕдартвого расппсеапе Рх1 аадачп Дrонсопа пзвостЕо

вц)аrенпо

В саrоr деле, нетрудво предлоrить апгорштI трудоеlrкостп O(Ttn), кь
торшfi по всякой llатрице @i_|цL= ,\-1tfl l != tV, 

"rрохт 
Iатрпry @'ij)

со своf,стваuч O1iAO'ij Ca-i 
flrаiц=Д', 

i,= i7П, а аетэI по рес-

писеншD задечll с rатрицеИ (41;) cTpollт респrсанrэ той re длппtl

дпя аедаtlп с шатрппеfi @ i| '.

В дальнеfiш€ч соотношвная /I/ для рессIатрп!есIЕ аедеq бупэu

счllтетъ вцполвенвчllи.

Т(Р1)= rпаr (
7ёКt€КлltL

Ху ,ъ

t* \,ar,o,j, * Zrar,o,j,)

3еIвняl atrlctxr) п IакспIальншй пз эл9Iсвтоэ ari{rp , Olrtt(xa)

ва 4', полуtrееI оо""ý
трr) А 2а*+ Д*rТ'(Рr) t /э/

глэ т'(Рg ) = mаr 6}ur- пqrhf}Ф, уцп1 ={re {l,r,.,,,п}, бfirzl

не явпя9тся. строгиI локальн}rI IекспItrrrоI фJtнкцlп l@) = Вitlt.
Посцlоиll пер€стаЕоЕку Гс , уловлэтворЕ]цrD оцэЕкаIs

6}оrо, x=i-ln, /4/

8*аlа', neXшl , /r/
tl?o EIccTo с /з/ геравтщ)ует HeI оцанкт /2/.

Ди каrдого 
""*rор" 6; , j = iV, вшчпсппI уsповуD коордпЕе"у

с

l

(1

L о,.оr,
J=!

l



d,Bj) е [0,2П), удовлэтворяхtцуlо соотнощеншю d,B) = aъr( &аl-&tlЦ,
и упорядоtlиц qшсле j= i-,П по неубшваЕrrю в€личпн a,G.;i i
(jr,.'.rjъ) i лl . ЕслИ просуllr.ирОветь векторШ 6; в- порялке.2',
ТО ПОПУqИТСЯ ВUПУКЛаЯ 3аlrКНУТаЯ ЛОЕаНаЯr ЦеЛИКОl| ЛеХаЦаЯ В ПОЛУ-
плоскости 60) = 0 (сш. рис. r). П€р€становку Л(Е) булеш опр€де-
лятъ индукцrrей по 3=ГП так, чтобш для любого К= |V uно]rество

{ttt0, 5 = ПI состояло из некоторшх начального и кон€чного от-
резков последовательностп Л[' , п стобц вшполнялись условия /Ц/ r/r/.

Апгорптшш с оцевкашп для задач Дховсона и Дкерса_Фридмана 5з

Bctl

ttzl
ti fL

бj"

8tll 8 ttlРис. I

aolа*
т-

I

l
I

-а,
-4>

а' вQ)-.*--+

ба
hrC. 2

попош,rч li(1):=J1.
br"r"'i,Jl'onn"o"n"*o для J = 1,V, к<lLз |Lttl < 0 i 6}tо <a*i

lt,L,,..rla}r |пtsl, э= t]l=l.jrl, i,t,,,',,, j*3. тогда бft tll,
+ бiч0|А 0 , п сслч 8Ыzlr|jutzl ё ot l то полоIиll 111к+1)|= jy,

посло чего н€раЕенотва /ц/, /r/ лпя I=K+l вшполненш. Если

(LitZl * бjуtD > at)& (SitЛ + 0i, 0 а 0) Gу.рис. 2,а) , то полоrпrr

й(K+t), = jl и н€рав€нстьа /4/, /5/ для а= K+t вшполненн, Е]сли

ttitZl* Lj,lrD>a)&(a;0 + tjlЦ),О) ( сш, рис, 2,6), то полохиш

л(к+l),-= jr, ц(к+Dr= jl . поскольку бbrZl,'6ir{D 1Q ,то В|'{0,а*,

в то вре,,я *"* 6[*' Q) является локалънцц чексиllучоll ъункчии !(l)

t{, следовательно, 1K+t)$ хttt) . одновречеfiно в}tполняется 8|i'ol <

.-8jr0)<0 , откуда Bi'ttl ! о . такич образоч, нераЕенстЕа

/4/, /5/ вцполненЦ прп д1=K+Ll qто э8верШает обоснОвани€ ИНД}Кl|И-
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онного шага. Поскольку сацой трулоешкой опвречrtей в алгорптIо яв-
ляется упорядочение qхсел j= Гп по неубшванию величпнС(6;) , то
его трудоецкостъ равна 0(пtоgп).

Теореша r доказана.
Слелуюшиf, пршI€р покезшЕаотr что оценка /2/ ноулучl!а€ша в Tou

сllшсле, что для любоrо t,< 3 шохно построrrть такую ttатриlry @Lj),
L= ф, j = trnr что длине оптишального расписанпя й эадачtt

ilroHcoHe с rrетрпцей (аi| удоЕлетворяет оц€нкg сппэу

Т (q) > Д*+ аа* . /6/
ПDичер. Р" d деталой I-го типе вшполн€но

ац=азj=7-Е, azj=!i
для К детапеЙ 2-го типа вшполнено аi = Озi=trlzi= 0 , гле E=K/N.
иrееч Д'= дlr 0*= !. пtrrсть g| =(Л0)1'...rlСф) _ прЪr""опьная пере-
становка, где /L = Л/+К. Оч€видно, К деталей 2-го типа делят пере-
становку Л на (К+ 1)отрезковr заполн€нных ноцерачш деталей r-готп-
па, причеч хотя бш один иэ отреэков и}rеет длину не шено€ Nf(К*Ц,
IIусть таковцм яЕляется отреэок (1turl , ..,rЛU2) . Для стендартно-
го расписанпя Рхg спр€Еедлива оценt(8 

tL

Т (fur) , E,o,,ogl + 

fi,аz,лч, 
+ 

ДLаз,пg, 
>

> (п * il 0 - е) + е N f k * t) = 1t + к + 2- к - (к + D к / N t к f (Kt !) =

= Д*+3-1fG+|-(к+2.)к/N. /?/
Поскольку для задачи Дrсонсона с тре.rя станкаlrи хотя бш одно

оптимальное расписанио яЕля€тся стандартншlr то по /?/ следу9т,
ч.то для любого t <5 найдется эадаче Дrонсоне с rетрrrчеfi @tj) ,
L=ltТ, J = trfl, оптишельное респrtсанrе котороf, уловпетворя9т оцон-
ке /6/..

ý 2. Задаqе Акарса-Фридцана

Те оре ц а 2. Для задачи Акерса-Фрпдшана (m=3) с тру_
дсечкостью 0(ПL) уопет бшть построоно расписавпе Р с оцэвкой

Т(il с д*+ ба*. /s/
JИя докаэателъства использу€тся следующпfi рвэультет.
Л е ч м а. Пусть l6rr,,.rtп|.ШоrZбj=O , глэ Шо ={t=(аtll,

x.Qle R', lrUl з t, L= !,2,; lхu')- rсtл < t| . Тогде С ТР}ДОСll-
костью 0(П9 шоrет бшть постро€на текая пер€станов*лП=(1Е(7) ,...
. .. ,'It(п)| , что

к

Z,6rrj, G t.5 lJlo, к= i-,n .
J=l

(До*аз"тепьстЕо прив€д€но в [+, c.Ob69J).

$

ъ

a

l



{

a

Алгорптчч с оценкаllП для задаq IIлонсона и Аrераа-Фридшена ,,

Д о к а з е т е л ь с т в о теоречш 2. Чвреа 011 обозначиrr
операцпD обреботки деталrt 9i на станке С;. J

Построение расписаниЯ. ОrрепелПll в€кторш бi =(ari- agi,azj-arj)eRl
j= Ф. Тогда uз /Т/ l.rшееll tle ааШо, Zбj= 0, откуда с трудоеlt-

костьр 0tПz1 uor"o найти п€р€становку lГ такую, что Z 6rrц1'
j=t t

е 1.5 а|Шо,К=ГtЪ Последнее эквивалентно условllю
к,(

l f,ro,,,n,j, 
-ЁОLl,пtjl|, t,5o', к=Ф , /g/

для пюбшх Lr,L"e |t,2,3| о

Далэе расписенце будет строхться на тэх r€ rцrпвцппЕкi .lTo ш

в [2], е llllенвоз
I) при папиqпш деталей, готоЕrD( к эапуску на cTeHoKr посл€д-

ниfi не простаиваетi
2) прrr налиqии очер€ди деталвf,, готовж к зепуску на стеЕок

С;, приорrrтет цеIдJr нпUи устаЕавлl{ваэтся сл€дJrDциl| обрааоrз
а) пюбая r_я шли 2 -я операция какоfi-лшбо детелr црпорптgт-

нее любой 3-й;
6) в совокупностш I_x u 2-х операчrrfi приоритвт устанавлtlве-

€тся согласно перэстеновк€ Л (т.е. опереция Q,пцrl вшполняется
paнbпre операции OL,otjr.l , если j,. jz ) i

в) шеrпу З-ши операц!tяши приоритет проlrэвольншй.
Докаrечr что лDбо€ расписанпеi построенное Е cooTBeTcTBllи с

прt{нципачх I, 2, удовл€творя€т оцепке /8/.
IИя станка С1 вчпелчч пнт€рвелш нопрершвной работш и интерва-

пш. цростоя. llочентш пбр€хода от простоя к работе булеч обозначеть
Li., tLrt"rr... r 8 Iol|gHTt| переход8 от реботш к простою-чероэ t| ,

ti, ,. . , гле 0= t; * t!.t'". L!...,.t\lt,<L!gi,2=фrtL7g,.1 -uo-

lrент окончания работш стенке С; . В силу I-го принципаr справе[л}l-
во

з еr е чани е. Ilпя лпбьrх к=t, +t "te[t'r*-r,t'zr) все

деталш, rц)ишедшш€ на станок С1 по rочевте t r успевают обработать-
ся на HeI TaKIе до rоrевта t .

Пусть 0t,п tjl - I-я оп€рац}rя детапrt fuлцt. тогда, в силJr

пршнцrпов упоряд9чепия детелеfi не станкэi оне заканчиэается н€ по-
J

зднео Iо"енте [a_Оr,оr,r, .
1-1

Пусть 0цпФr Oi",пцt - СооТЕоТСтвенво r-я и 2-я опеРаЦиrr

деталш fuп.U] . Тогда ie стенок Сl"леталь fuхiц1 прuлвт не позднсе

дt
r.oIeHTa ЕrОr,тц) < ( в сиrту /g/): ZаLr,лвl + t.|a*.

Пусть Оi,л Ф - 2-я опорация поталu. fulц1 i которая ВUПоЛ-

няется в интервале Lti,л(j|,a|,,orlt). ft'rr, tLr*n) . Вспи срё[и опе-

a
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рачий, вцполняgIцх на станке С1 в интервале вреlrе"п [tlз ,t'!,n.ir),
суц€ствуlот leнee приорит9тнцеi чеl| 0L,л til , опорацииr то рассrlет-
ривеоч последнюю llз вих (|i,лtjo, ) i если re Taкt{x оперецпfi нет,
то IоIеш считатьi ч?о последняя и.а них име€т вулевую длительность
и вшполняется в интервеле 7t'rr, L'rr) . Операчип, последовет€льно

вшполняе.rше на станке С1 после 0L,пtjo) ло Oirл tjt l прон.уlrеру€ш!

ol,пtjitOL,rt(jL)r...rOL,Taji , гле j,l=j . Поскольку вс€ опэра-

uпu 0111 Qd t к= ГrV , не uенее приорит€тншr чец 2Lrrq) r то всо

oнtf являются либо I-rrи, либо ?-xrt операцияIи своих детелеЙrпричеrl
jr{ j, к=Ф. Пусть ri# jirдостигаgтся прti к=х. в мочентпри-

хода (не позднее MoreETa 
f,;rat,irrtrl.ýT*)letan" Юi(j) на ста-

нок С1 последний rlоr€т бшть заня? кекой-то (rэнее приоритетной )
детапьDо Следовательноr к вчполненик) оп€рецtдш 0irotJr) стенок при-

ступит HG поздн€€ r.oIeHTa Zralrпt*l+ 2.5o,r, а эакончит €с нв по-
ja

здноэ цоц€нте Z ai,пBl + 3,5 aI, откуда заключасI| что опорациях='' lд ,,

0L$ цl эакончится не поаднео цошента Zral,nr*l*rFr*rLrrЙri*' *

+ 5.5 а* 1 (поскольку 
""9 

jK , к=Ф r разлиqнц и содерrатся
J

В иНТеРВаЛ" (lz,jJ ) L 
Еrоr,оr*, 

+ 3.5at t.

l|TeKr еслш Ol2rлtjlr Oц,rg) соответственно 2-я и 3-я оп€-

рации детали flril , то опереuпя 0i2.rлQ) закончtlтся нс позднее
J"

uorieнTa !2rai",nt1t\,ýa|пi в сrlлу /9/l не стенок Сirлемльflqц1

придэт не поэднео чоll€нта 
Irоrr,пц)+5а*. Пусть Т=д**5а*.по-

сколькУ любаЯ дэтелЬ прD(одпТ не цестО вцполнениЯ последнеfi опера_
цtsи над ней нЕ позднее lrоtr€нта Т , то, в силу эачеченl.tя1 либо cTg-
но1 С; эаканqиЕаот работу но поэднэе rlошенте Т , либо Те [L!r, ,

.Ltzci,rt). ПокахеIr что во Bтopoll случае простой станке С; (изuе-

ряеrшй Е инторЕал"[О, t!1r*]) составпяет не более бQr, откуда

булет следоqать оценка ./8./.
Ьпп t)rr1 ýа*, то простоЙ станк8 С1 не превrrudет 5аr.
Пусть tlci5а'ч t - проrзвольное число из ttнтервале ftirr-r,

; t| ld+ltic). Шаfiдэr ?У таков, что |,Оr,лU) 
(t-6a|<2,,or,"r, Б сttлу

!=l j,t
ааI€qапия, все детели fuлlj, l j = ф r усповают обработаться на
стенкс Ci ло шolgнTa t . следовательноr до rrolreнTв f простой станка

i

1-
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d

Сlсостевит не более t- z.&i,T!рz, 5a*+ai,rrцlrLl f,4}, откула , в

силу проиэвопьности t е Ltiеr, , tLrr) r простой станка С1 по uо-
;|t

ш€нта t'цi i" знечитr п до uoleнr" t'22i*t) ооставляет не более64,Т

I!удоечкостъ 8лгоритча складDtвается }tз трудоешкости нахокде-
нхя пэрестановкп fr и труло€lrБости нахох,д€ния неибол9€ приоритет-
ной детали пэ очерэдtl ва станок h G= П) " rtoцeнT оконrlавия
оdработки не неЕ очеролной дэтвли. Текпч обраэоrrr весь елгорити
шоrет бшть реализовен с 

"рудоеilкостьtо 
0 (ПЧ i что эзв€ршJает докп_

зетgльство теорэчн 2.

Поступила Е р€до_падоотд€л
Iб октября I98I г.
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