
рЕtJIиздIдtя чЕок)зЕдчвцх ФуЕщшi JIипэйm{хш лIршляпrшш систDlдши
С.}l.Суслоr

Пусtъ D коп€tlноIэрпоI о!клrдоlоI прооцrцrство R? в каrдчf,
IoIGHT DpcIcHш t е Т - [0lt7 задеЁо IвоIоо?lо F(t) . шш xorrl t
клессс дrФФсрсвцlальЕrI JrrцrаDлrсIсх сrстоI вrбрать достttоrrво про_
cTtrD сшстсIу та!(, чтобr за ЕрсIя t сс rпоrэотво досrlпIостlО(t)
Iало отлrчелось от F (Ё). Тоqнсэ вопрос стев;тоя так! а!пiсt!уэт
лt такая лпнсf,вея JrпреDлясIая cпcтcrra '.

ia дft)r+Uft), r@)eF(0),
q!о прп всох tеТ lноrэствg Фft) п F(ё) соэпадеэt с точЕостъп до
ааладного € > 0.

Посколък5r в нопрgрчэRоI сrтуваa IHorecTDa достпrтIостц лlнэf,_
воil систочI вшпJrкпш, то остоетlснпо рассIац)пlать топьЁо Фrпсшп
Р с вчпуклчIr энечэнпяIп. В дпскретноI rc слJrrаэ вопрос lorпo

ставить для пропавопьншх фувкчrfi F .
В работе к rссл€дованпlо постаэленноil задаq! паIоqоЕо дlа под-

хода. ДостопнствоI первого полходеi пэлегасIого э ý 2, являеtся то,
qто лпнейвея спстеIа, IпorecTвe достиIпIостп ко?ороfrФft) прrблr-
rаDt IHorocTBa F (t), строптся в ToI rc простраRстlс R1 Одвеко
осrасrся igпзвосrlrl, всрво лt эстествеппо тсласIоо lклDчэЕпе
F ft) Е g ft) всDду не Т . Кроrэ тогоr класс рэелпаJrDrrr( crcтel

поJtJrtrас"ся очсЕь lIрокиц ! ToI сIшспa, что, вообц€ говоря, IoExr"
понадобпться спстэI8 с пропавольнчIrr функчпяrl ;rпревляоrостl U .
этrt ЕодосtеткоD лrtсн ьtороfi под!од, lэлагасrшf, в ý 3, прп кото_
pol гарантtiруэтся !клDqбпr€ FH € 0ft). п Функцпя уЕраЕляеIостп
тоlдссrЕсвно равна сдtfнпчноIу спчплексу S-=tJCe Rfu:Д"l=l, tri20 1

L= tt.,.rnl . Но в aToI спJrqас реалпэуDцая crcтela с"роптсявпро-
сtранстDо R-, fl 2 fu l п чвI ?otlвoa IDl хотшI рсапrаовать ф5lвкtпп F,
Teu, вообпэ гоЕоря, болъЕе трабуэтся резIерностъlа. В ý 4 показш-
!аетсяr как получевцс рсзуrьтетI шоrно прпIaапть к эедачс прпбш-
rсвпя областэfi достшrшIостп процзrольной упревляеIоfi сrсточш обла-
сrяIп досrпt tIостп ппнэilвоil уhревляеIоfi спс"оIш.

ý I. Осповвtlс опрэделснпя п обоанасэнпя

Шнотоэначноfi ф5rнкчпеf, F:Т*Х для дЕр( IHorecTBT, Х н8-
ашrаэтся Функцпя на Т со энеqэнчяllп в lнorecтEe Ес€х Еепустцх
полIвоrэств IHorecTBe Х . Шч булеч в ocHoDHoI paccr.aтptiEaтt IEo_
гозваtlнrrэ фувкцl, па Т в R1

,
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Пустr (T,./D) - iзIерrIоо lтpoctтalcтlo, Х _ 
"опологп.r€скоепространсtDо. IногознaqЕа, Фувкцr, F :Т*Х пааllвас?Gi lэIерrIой,

сслl ллr] лэбого оrкрIlого под]воtэGrrа Д S Х справоллrво

{t.T: Fft)пд+ФlrХ.
Еа отрэаrе Т = [4 t] peccuoTpil дrФФорсвцrаrtьiоэ tклDqсншс,

вIполвяоIоэ поtlтш воDлý7 ва Т :

izдttlL+lJft), х@)ео, /т/

где /;т* уr(хrх) - IэIGрrrоо отобраrэlrrс ! проотIrапство rrппэй-
вЕ HoBpcpIlEE отобраrэпlй бапахова проотрa.ваrrа Х в сабя,
U'T*X + rаIсршос IногоаЕаqнос отобраrэвlс, 0 - подIноl.с"Dо
х.

3дэсъ п в дельпсf,rсr сlrэоп € о"""aаэ?, tlTo D;лDiatlla DIпо!-
няотся почтt DQDцг.

Областьэ дос?rпIостп аа DрбIi С е Т наао!эI IHotGcTDo
flН = |! е х' != сф, гле абсолrтно пэпрерI!пая iмкцlя r : г+ х
удоЕлотlоряе? спстсIс /Т/.

llпогоанаqп5rп ф5rпкшп F; Т * Х вааоэсr абсолэтво всцlорrrпоil,
эспr длrr лэбого е >О cyrocTryeT D>0 такое, что дrlя лэбЕ ?о;
чэr S, а tt< SL< ...< tn такrr, qто Z fti - ýi) С D , сцраDсдлrЕо

ъ d''

!, ! (Г ttr), F{s;)) < € ,

гда J0 - расстоянпэ Хауслорфе.
Соьокхlпвость ебсолэтво вспрэрIввlr llrогоаваtlЕЕ Фувкцrt

F:f +д с эаIкtJrrIIш, огранlrrсвпчI! I DrцБлшt аваqовlяш обо-
апаnпt trсрoэ д С ff, х) .

Едоr говорпть, rrTo crcTcla /Т/ t-роаrrrа5zэт фrвкпlэFеЛСОrХ),
сGпr для эссх t€Т lrпопнястоя g(FФrgФ) З € , х € -рэапrауот
сDеIцri cc!l, Kpolc тоtо, F(U Ё 9G) . ,Соlоц7пlость iDrтrrEil
FC ДСffrХl , TotlBo рсалrаусIЕ (€=О) оIсrоrалIl tтпа /I/l буlэr
обоавачатъ 'rсрса Дff, Х)

В дельяеf,rсI дrtя rвоIэGт!а Д С RЪ DEpalQBIi СОД п ГОЛ оОо-
аЕаqеDl cooTDcTcrlcвEo сго Dlцrrýrэ l tашсццrD Dlгyttпyr оболоткr,
;Д1=[SzР lI.1: frс Д}, а скелярвос ц)оrаDелсвrэ вэiторов t,r!e Rп
обозваqеэтся qвроа <rrt) .

ý 2. t -рсалrэаrгя фуrкцlrп Fe ДС(ТrRП) ! Iц)остравствс R3

Т а о р с r е I. Дll ллбоil iМвrшп Fе ЛС(ТrRа)r плоогоЕ>0
cylQoтtyc" тапая ФуЕкшя бе Л(Т, R'u) , чtо J(F(ё),Оft)) < е дrtя

всехЁеТ.
Д о r а а а т с л D с т ь о. Вrбарэr 0>0 такпr, чтоf(Fft),

F(S)) < €/4 прr lt-Sl 4 D , r возьIоLако. раабпоншс tо'L:'",сLL
oц)caвr Т , пто lti- ti_rl а D, L= !l,..lfL.

l
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С.И.Суслов

Зададпч рекуррентно вспомогатэльнуtо 
""орqзчqцfD функцпю ф

э точкФ( раэбпсппя сл€дуюцпr. обраэоll:

фrc) = F(ё), ф(Сi) = Ф(ti-1) + ДiF (ti) ,

гло rlо=l, i iiСR вшбrlrаются твЕ, что

^,П'ф 
(Lrt)l < €/ч , ,li_,(,\; - Дi_, )-' lF(LL)l + €/q )

е в тоqкёк Lе(trt, Lt) - в HeKoTopoI сuшеле линейно:

ф (il = ф(tL-,) * 9i (il Ai F ft) ,

гдо Y; (Ё) = (t - t,-,2 (tt - ti-r)-', L = t),..r?L .

Зеr9тпц теперъr что ф5tнкцпя ф реалиаJr€тся слсдJrDlGfi сшсто-
rof,:

i€ Uttl , a(L)e ф(t), /2/
гдэ U(t) = дi Фi - ti-)-'F{ё;) дrtя te [ti-, , ti"l ,

Доf,стэптэльно, область достихliуоетп 9 ft) спстеlrш /2/ эа вроrя С

совпадаэт в этоu случае с пнтегралоI ЦуIена [r] от ihrнкцип управ-
ляэIостп U . Поатоцу прх L e[ti-r, tif иllеет Еэсто

ёtl*! || =
tj,,

ЮФ) = ф(Ёо) *

= ф(Lо) -Ё r, Fft,) + v.(L), ii . F(t;) = ф(L).

Для тоqкп Laftt-r,tt7, L- l, ,fu , опрбдолпI лпнейное преоб-

раэоваЕпе Д(l) как оrатrс прострепстве Rtэ rft) раэ, гдо

уft) = ()i.-,* ?iO(Ai-,l;_r))-'.

fупкцпя ,4 ,Т * s (RT R3)абсолютно RепрерчЕна.. следоветельноlпоrl-
ти всюду не Т сушествурт операторll d"ДldtG) = Д(t). Тогпа, сделав
ъ /2/ эаltену пэрешенншх Y(il = Д0 Х.Ф , полJrtо[I , tlтo схст€ча

t; А0 A-|(Oy+Aft)lJ(L)l !ft) с F(t) /а/

точно реалlrэует бункчrю А Ф.
Покахеr ,;еперь, что ,/j,; €-реа.тиэует функцию F . Дп, атого

достатоqно показа?ьr qто 
Jp Gttl ,4ltil, FФ) 4 е для Есех tс Т

Возьrrеш тоqку tеТ п предполохи|l , ч:о tefLi_rrtil . Тогда

д(t) = p(лttl ф (t), F ft))c р tу,tlч,r), F ft ;)) + f(F ft), F (t)) .

Но, по вчбору Г, n.ee. P(FftL),Ft)) < е/Ч и

р (Ju ft) ф (0, Fftt))з у@{il(Дi_ | Frc) + 9rft) 
^LF 

ft)), F ft)) +

* р(/uG)ф(L|),./чt0 Аь,F(t;)) * P9uttl Дi-r F(tr_r),y(O)i_tFft)).

t L-t t;
J u= Ф(tоl*д J'to j=t ti-t
L-t

}



рсалrзаlшя rвогоаначншх фувкцlf, . бq
Деперь воспользуеIся ToI , tl?O для д, f >0 справед..rпво

р(ЛД, д8) = Iр(Д,8), р(,\ д, у д) з lл-Ju|.'Л| .

Тогда, уrптцваЯ спецttалъвIf, rшбор D о li , L= |r..,rlL , поrтуqесI

р (,| Ф(лL_|FrcL)t gtGl дiFGlD, FftlD э

сf(Аi_,+9с(Ё),tа)(,lt_,* vL(il(^L-,l;_,))-'-rJ.lг(t;)lз,\i-,0li-,lt-,Г'lГСtсll.i,

f Ф tбФ&.-,l, у lt) д t-, F (t t-,)) < у (t) д i-1 р (д:f, 
, Ф Q i) 1 F (t; _ 1 )) <

< лl(ёl,tt_, |rtal, фФL_L)|. с/,,, L= 2r..,, ll,,

p@rc' Дi-,F(ti),1u(C) ,li_1 F(til А |е) Дi-, f,(Fftii, F (til а ё/Ч .

TaKlr обраэоr, полJrqаеI cylllaplrJr] оценку д(Oэ €lq' е/ч* %* €h=€,
qто зеканчIDает докеаатольс?во.

ý З. е -реелlзашя свер]ry

Докааrвеотся кльчсrая для ,злагасrlого способа посtросrlпя pcr_
лпзацlf, сверr(у

Л е r r а r. Пусть совокупность абсолэтно вепрерIвпшх ф5rвк_

ппй л;:f -fo, 17* R' , ё-!,,.,rlc r TaKoBar qто при кеrдоr ЁеТ
Е€кторш 1tittl|!_, ппвеfiно-ноаа!псllrll, е Iногоаначная функчпяF
опрсделя€?ся соотношсн;яIп F(Ё)- СО |ri1tl} != 1, t е Т . тогде

Fe до, R,L).
Доке затоп,ьств с. Обозп.оr" о"реэЛ'(t) лrrпойпсй

взаrtlно-одвоакатпr! опэ_раторr переводrtцtifi r;(ё) э €L l L= lr...l7L t
гдс соlокJrпllость lecli, обраауот беэу простренстве ,?1 Тогда Фувr-
rпяА-'.F, гдо Д-'Gr-(t+ilДlft), ЁеТ i рселпаустсяспстеrоfi

iaSn, r@)eSot /ц/

гдо ýn= СО{ес| |. 1 . ЛеИс?]хтQrьiо, областl достгlпIостп сrсrеIш
/4/ совпадаrt q пн?сгралоI Мана от фупкшп JпrревляеIос?п

t
gft)= S"- Iý'- G.tlý"= Д''ft)FФ.

Так как фувкшп tL, L- |l ,tЪ , ебсолDтно нэпрершввll , то поттп
DсDлJr па Т сулесrrfrп on"p"ropn dД/асft)= Attl . Следовет.льпоr

преобраэоваЕпеI пер.Iенншх !{il - ДG' rG) спстеца ,/4/ пэроволlт-
ся в систеIу

iz Аод''tilу, дQ)s', tltоl е F@),

iоторая рэедпэуат функrrпю F.
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P(Ott1,6(tc)) = st P{l0rertl, е) - tGQc),O|: l0l = tl, e/z

р(ео,F(0) ( р(со, c(tLD+ p(c(LL),F(tlD+ р(Ftt1),F(Ё))4 с.
3aroTrr ,aпсръ, q?о Iвоlестэо 6(t) яD!яс!о, lвогограtrЕI;оIr;ааЕ.D
Е9рfпЕу ко"орого IoEo поIrlпть tlах рэraнIэ GrотсII

ei@)-i(Fftl,e1, /r/
L = tt..,tL, где шнэlвьвэааlшсIIIо Фувrцrоrrалr te i||., lходят l L .
Поскольtql ЕраDая qасtь l crc?olc /5/ абаопво !спрсрr!Еа по t ,
то r pareElo обладаст ?eI rQ с!ойсrвоl. СrrэдоlатолЕвоr c!пacrDJrcT
совокJrпЕость абсопптво всц)эрЕDrв !упппrS LXtlE, ,аrаяr вrо
О(0= соtrirtl}Е, , прl Bccr tеТ з GСДРffR.).

Для пооlросвrя IпогограввIiа о дlвсf,lо-всrаllсlllll Dсршвt-
II цЕlrе слсry]lая

Л э r r в 3. ПрэЕrопо{пl, tr?о, lспоrьауi лсrцr 2r II Ерrбtr-
эrrl воцrD цlогоава,rцrD Фуlкцш lвогоц)аlноавеqвоfi Фупrвсt F I
I*t Ftt)+ Ф, FG) Е Rа+= {re[o, щ>оl дL loc t е Т . |!ог!а crr.-
crDlrDl TaKIc абсолэtво вспрaрчввчa ф/вкцш ti, L-!t.,,tlL ,rrro дrr1
всох t e T тоqкr t{ tCl} i!, лrвоf,во-вээsltсшI r псlа, l F (t) .

Д о к а а l т э л Е G, D о. По цlолполоаaвlD, cr.lccltyDt
сдIвIqiш€ ]спrорI {eil\ l абсоллtво вэц)ерrtвIс ФrащE{cr}I=rr
tdi} [ Taпro, qrо

F(t) = CO{rtttl||=,= 
,|*t 

e Rz: ei@) < с.itt)l

для вссх teT. Спэдоэатэльпо, (ШJЕкlrя J=ЁК''С; еб,ооллtво пэ-

прорцЕна п t ftl С IъL F G) ц)I"lсек t еТ . Kpolc тогоr Фуrrця
li; , авачсЕIсI KoTopoI в тоqхо t е Т я!ляоrся ре!апIс crctcll

еlUФ+ деi) = di(il, L= l,..,la, J= |,,,,,tL,

где Lei,!T,=r- бааа Iц)осц)авства RO, ,eцto ебсолDтпо BcEIrcpItEao
Полопr

Д; (t) = mL.п |tпаа |О, А i1 til$
J

мя t е Т п покаr€I, чtо iDlrBKtгr ti= t+ДiеLrL=|r.,.lfoi уIоlr.т-
воряю" условпяI лоIIIо ДсIствrтсльво, ahrЁrцrп UJL, ебс_олшво
напрершвнI, тек кех абсолэтчо вспрсрIliI футкпrr J- r {Д;} ?=r
ПролполозI топэрь, ,t"o пр, вэкоrороI t с Т тоrп |td{')rf,, пнэf,-
но-зевпсrrrч. Тогдв суrесrЕуэ, набор rз f;L Iпссп (!t),..ilun)+OTa-

tl,

t\ tiftl - 0
t|

(Е rt
L=t

, l. со
п+t
i.{)l

кой, что дLзl
ь) 1UiДiG)ei=0.

(



Пусть J(t) = t)i Ct) е; . По цlол!оlоtэпDi D; (Ё) > 0 , L= !r.,. rll .

'|Dогда coor;olcвta
l

D; СU |r|i =- Дьftllи.t , L= t,",,tЪ
ф

Doalomo tоrько lцrr Z r, = 0 . Ео r aTor сrýпас
j=!t J

Я лi )iя)еi = 0 ,

rtro ц)оtrlорсtrt, бааlопоотr Dc;totoD {еь|!., ,

Топэрь rll Ioacl доЕааетЕ осноDц/D,соDэ|ry эtоао параr?афа.
t[ э о р с J а 2.пуаrD FеДСff,RП) rFft)еR'*, tеТ . Ilп,

ллбого € ) О суrостцrшl ЕаtJrральвос ,rrоло йбl фувпшш Сrе Д(r,R-е)
tаЕIс, вто р(F(t)r 6.{t)) < е l Fftl эРGrft) , tеТ , глэ Р
oaвatlaJ! ц)оa;ltrlD ia псрDIс 

'? 
коордtlпет.

Д о к а а а, с л ь с ? ! о. Бса оц)евtq€шlя обlпостr II Io-
lcl clrretb, чrо Iпt Fft)+ Р . В щlотrrвоl crlr,raa раосIвтрп!аоt-
с,Oувкri F+86i , гло 86 - raD ралrчоа Е о цспrроI Е пачаrtс
пооDлtпаr. По пэrrо 2, олсоtвtrrст соtоц/пвоGtь, абсоrвтво вспрсршD-
ш Фушзчrr {tJT,6o_, ,аtзаяr чrо

F(t) s coltl(il!::o*r= F'(t), рGн, F'(0) с E/z

дп, !ссr LеТ . Уqrтrэая олславtос заIсqаttс, поrrlrtrасI, qtо
IiltF'ft)* Ф . 8огдд1 по !сIIс 3, слэствуст со!оiJrпвосtь абоо-
лDтiо вспрерI!Еr Фувкцrf, Il)i.1 !ii8я1 trlo ц)r_з.цд61 |еТ
,otlit |tLftr}r=t. лrlэltпьваааtlсfll r входят l F'(И. слслоlатспь-
Ео, Iпогоавечва^я Фушцr, 6r, опDэлaлaвЕа, Gootвoreвlcl

Grtil = со t!L(ЦТ:, ,
tдс

ltH = Jift), L'= tt",,fu,

'LG) 

= ti(t)+ c/z @с- п)-lеt, L= пt lt ",lf,ё t

JrдоDпстlорrсt Jrсло!пяr лоIIr I. TaKпrr обрваоI , Gre ДО,('С} Кроrс
,ого, ц)осfirо Еч,llслэЕlя покезIlеш!, что Р(F(ё) , eercD А ё . Еако-
всц, эклDчэпэ F(ё) < PBуG) сраау спэдуст tэ посtроснIя.

ý 4. Обпасtь достrпIосtI lrпраЕлrсrоl сrстеrш -
абсоплtво в€ц)aDltiая ЕýrЕiцlя цвIсш

В aTor парацlефэ поrеэIвеотоri tlro ц)I доста"опно обцп Ерэд_
поло!сlпЕ Фуlкпп достIпIоGтI Jrпраtпrэrоf, сlсtэцr абсолптво в6-
ПРaРIDВа Ii слсдо!е!!зIь!о, п всl Iог]Е qрrlавятъе, реауль"аfil Ерэ-
дпry,Е EaPaц)aiDoB.
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Реа-lи:rс. itun Iпо!оава!пп бт!кtrrrii €

л е I ч а 4. РассIоцrll упраtлr{9r,;rю cmeтer.y

i;Ift,t.,lI(L)), lGо)с0, /6/
гда IвогозЕечная Фупкllпя U'Т* r(Оlзrорпче, а (firrкцля l:f rQLх
r RK*Ra, пзI€рпчаrt по п€рвоч!r а9гуrсвту ш нецрерý!rм по остtль_
нII, JrдоЕлэrэоряat ycroltE

(аr!(t,т,u)) 4 clr(t t(ё) /?/
с поrоптслЪвоf, KoBoTaBTol С r c5пrrp;zoro! бвпrрэfr 7, , Фупкцrя
достfшостп Э сlстоriч /6/ абсоштlо псЕр.рIDва

Д о к а а е т с I Е о т ! о. тек кекf(Л,О= ПаПlj(Д{),
F(С,Д)\ , глс f(Л,С)= S;P Lytta-c)' то достатоtrно покеаать е6-,

оопD"r5m н9прорсDпосtD G аеllсноfi в оцlепсrсЕrr Jo "" Л . Воаьrэr
посIэло!атепь;оGrь 5t. Lt 1 .:. L Sn < tn l ьшбсроr ?oqкt aie D61) ,
L= |t,,.tfu , текпс, tITo

/ (D tst)l D {tli < Lnltlor- cl: с eDtt;ll t б .

t

тогда эслп r1 _ ,акая ц)еэкторпя сlст€rrш /6/| |ro li$i\-01
L= |r.,.,ТЪ | то

h,F Our,DGi) , Ё,l"r$1l - tift;)l t пс , #, i:,liil t пе .

Ео условпэ /7/ п воравонство фоrуола папт

lirtll + Lft)+K,

глэЛ>0 , для лпбоf, траекторII систэII /6/. Слэло!етэrьво,
,L

Z Ftо$i),D(ё!) 1 J|kФt ft) + пе ,Lзl

где I =.rtrtSirttl , чrо lot T бrть одспаво Rаr уsошо IалшI.
С; Ьдс т Е!.о ВуолоDrrrлсIII 4ФriкlrrС-OD абсолэтво

l;епрерввна.

Д о к е з а t с л ь с т ! о сраау слэлуст Iэ HclraDaпoTta

Pftn Д, cnB) € р (д,ы.

Поатупиле Е рсдо_lздоотдсл
IО Ia, r98I !.
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