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осоБшЕ экстрЕllАли рдзрtltsЕNх систЕl, упршлЕния.ll
Jl. Т. Ацепков

Данная статья €сть продолхенrе исследовенrя [Т] особшх эк-
стреIалеЙ разрцЕнilх cttcт€I управления. Раабираются спуtlеп к8с8_
ния оптиllельной трабкториlf поЕерхностп разршве и tерllпнелъЕого
lrногообразия. Ееобходиuше условия оптиuальности устанавливаются
с поr.оцьк) традиционной сх€rlц игольчатого варьироЕани" [е]. Ос-
новншIи реэультатечи работш являкtтся yтotlнeнHoe Jrcпoвlo cкatlKa
сопряIенншх переIеннIх в слуtlа€ кесаншя [З] " 

усповхб трвнсЕер-

салъностп для особшх TorlэK терuпнального цногообразпя.

ý I. постановка эадаrlп

Объектоr нашего вниl|ания будет, как и ренее [Т], "елача уп-
равленшя

К- ф(*(L,),tr)* uЧ, /Т/

'a

i: f (о,ъ.,Х) 
,

h"(*(t.))=o , h'(*(t,),tr):0 , ц<V /"/

Е систец€ с резрцвной правой частьlо

f- f\Ф,&tL), р (*,L)10 ; 7 
:f+(о,u,L), f(*,L) ) о,

,.о" ф, Ё,Р, R"Х B*r , Ё' В\Рfu - дваIдь.rнепрернвно лпф-

фвренцrtруеr.це по своиu аргуlонтаI функшии; / 7 t - н€прершв-
нше BIecTe с частншчи произЕодншllи f:-, f;, f: отобраrевпя

R*Х R"ХR * R* . Управлениячи спухат дусочно_непрершвнltв
кусоtlно-гладкпе фlrшчпи . L'ftоr-)*R' "о значеншя|.п в за-
данноl| чвоrестЕе Uc R' . illorr""r' go эадан, t, не фиксиро-
вен. Решение диФференциалъного Jrравнения пониIается по А.Ф.Фrлrrп-
noBy [+_|.

Пара пэ оптиIального управленtfя ш оптшIальноfi траэкторпп
наанэаотся особой экстреIельр, если траэктория пересекает по-
верхность разршDа F=О и терIияальное шногообразие h': О ,
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rtlся с вrll хотя бч одно одностороннсо касанrе.
Как rпдпо пэ оц)едслэвпя, TэpIrH особая акстрэIаль трактJr-

этся эдесь нссколько инаq€, qеI в [Т], " 
харектерlаJrэт отноlэнпa

рэtснпя аадеtlr вс столько i rацrлътоноrоf, фзrнкцrr, сколько к дру_
гПI составляD]шI аедеЕl - повэРхЕоатI реаршtа Dl тэрIlнапьноIу
rвогообразпп.

ý 2. Кесанпа траекторrей поверхност, раарч!а

Пусть оптrIальноIJr уrц)авпэнrD U(L) rt}-to, oтBetleo? треек-
тоtхя Ф(t), t<Ё-(Ё/,опс?gII /2/t uлеэцав с повэрхностьD
раарIва сдхвствaнно€ левосrороннее кесеЕпе в IоIэнт ХоКт{t1 t
t. с.

f(o(cl,T): о, F(*G),,L(Ф,c)=o, /э/

plc проIэводнgэ ф.ункцrшb:f
Со

адесь в делеб обоонаqартся первшa ll вто_

Р по t в сплу ураввэнпй а: f - l
+

аласЕо Еш]э, пршвэдэнноIу оrц)эд€п€нпD, пара ,ъ(+)rа(L)
эсть особаg экстрэIель. Чтобg получшть нэобходпrчэ усПоlrя оптп-
Iецьностп особоil экстроIалиi построЕI сошоfiство вврьпрованвшх

управланпf, а(+) : tb (L) + лLL(t) п тресктор пil $ (1.)-*(t)+ao(t),
удоDло"!оряDлrх условпяI /Z/ оеласп. tфr построэпr, свrэfiстве
будэr трэбовать от особой акстреIалп дополнптельнцх своfiств:

фР (*В>1 1L(ъ),iбс-7,т)<оi ф Р с *cn1,o(r+),r) ) о,

эслl | {nc"l;t.(cl),t) = о r ?о | {n6l,u(t+),i(T+) rT)> о i

' 
p(a(t.l,Lo) 1о , э""rft!@.(е.))=п<tъi )F@(ц),х)>о,

+.
h' (о(И),л+(t),Lп)#о,

Услоьпо б) вrсатэ с прсдполоlоilсI одr!от!сrвостI т обос-
пQtlrDacт пероход траекторпf, о,Qrойстве, попавarr( нв по!срхность
Dаэрч!е, в область r> О . Второе услоlrэ r) гаравтпр5rш регу-
пярпоэ G"роавrс наqальвоао rногообраа!, в oкpocTвocтl a(t.) ,
а !торос услоDпэ г) - пороссчэнrс траск"орпп cereficTra с tэрIt_
ва!ьЕII lвогообрааlэr.

В cooTBoTcTBIl с оlтродслсЕrэI, прЕраfсвrэ i*aa(X) oпucu-
lастся clcTcroil хrраввэrlй

bi,= f @ (Ё) +А *,,u.(t) +b,NL(+),+) - f(o (+),L(ё)rх), /Ц/

дт (Ёr) = AIol



hО ( * (t 
" 
s+ о*о) - ЬО(* (+о1) : о .

Полоrиш

о, о1
OJ ?

t/(
f,€(

О -ё/а ,
о-еЪ,^а.(t)= ч-u(+) 

,

т) в ооластl {( t -( ? ,
но!еЕп, паDсстнIх реаультатов f 2

Р (*(t)* ла (t) r+)-(o пе ос-
] пrэеr

/r/

Асц-.rrА 6%o+o(e")l /6/

счптея to{ 0< r - rц)опзвольной фпксшрованвоil TocKof, гледкостl
упраlлбвпя a-(t), С _ I8лII Еоотрпцет€льнЕI переIбтроI, lf -
тоqкоfi la (Г , бе*о - pelcнrel спстaII лпнейвrrх алгсбреlчсс-
Krx 5rревповпfi

/ъi@(+)) 62ао= о. /?/

Прцlаlэнпс /)/ уц.раэпэпlя, orlcвmнo, доrтустпIо. Допустпrость
неqалъкого прпреlэнпя /6/ tgаскtорrп trрг lerrшI € обеспсчпве-
отся эшбо;rоI вскторе 62* r ф5rнкчпп €-оСе") порядiе
Butc €: , сJп]€ст!оDеЕпэ котороil спедJrет пз теореII о неяв-
ноil фlвrцпr.

Оппrсr прrреrоЕrо ба(+) r отв.qаDцса /Ц/-/6/.

?l

А 4 (L) : 
'" /, 

52 а{х) + о(€') l

гдс f,rа. rГtо rtJ+ дЪ - реценпе Jп)а!пGнIя в верпецlяI:

6'd -- f*tnctl, u-(t),ё) 62а , беа(t1:62*n9

dДа(@+) -- 62с-.(о-)+,лr{lо ,

' on {lr: f {a<o),t, о)-f(пСоЦа(ф,0).

а) ваппэr IoIcBT i:T +ьт пэрсGсчснпя трасr"орш #G)
с поЕэрхвос"ь] рааршDа. Paccloтprl рG]еЕпс -7(tre) сrо"сIш

i =f-(у,ц(t),t), 7{о) - а(о) _

l

в областl t2- 0, P(ftrt)-<O рg!€пrя 7 (tr€) l Д Ct1
Gо!палaDт r поrоIу лtбо одЁо!рaraltо попrдаDl il повaрЕlооtD раa-
Dцta, лlбо оба !о rraD! о поfi обrв ?оtlоt!. Кроrэ !ого, l по!оGlо_
porlof, o;t ccrl|ocrt

,

a
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{ 
(t,с) - *(t )+<t - т) i (t-) +

* 'l, Е (t- .)" Ё(t-) * ее dac(T-) ] + о( 1t-T|l c^ ) /в/

QутЕцm rl(+rе) удобно ctlвTaтb дпiDiЕоровцrруэIII rц)одолrснlэI
#<t> ,Х ."rrу. оц)остность Totlкп t-t, ё- О в плоскостп

пэреrсвнrх ё, €
}lскоrоэ 1 ость по сrчсrry напrепьrпf, ве оrроаке fаоrЁr]

коDэвь JrраЕвовIя

l(t,e): f(y(t,e),t):o, /g/

Раалоlпr лоЕJrD tlac?b JпrавЕэЕrя в ряд Тсйлоре Е oKpecтHocTl *= ? ,
€ - О , огранrtlrвrпсь кведратпчЕtsItr rlлснехI. Усптшвая /3/, /9/
r ааrепяя t-T на дТ r полJпrаэI

о= лt'* ftt + €' ?ее * о ( 1аt l'+ €') , /то/

гдо ?." = F ( *(т), w(t -),,t+сt-), t ),
1ц - pL С*(с), т ), f,' а (.) .

llэ цlэлстеDлaвrя /IO/ lчtакаст слодrэt€с очовrдвос утlэрIдевrс:
лл, того чтобч фуrкцrя f,+lт впде

Аt: е бт + о(е) /тт/

прп Hcкoтopor волjотвовпоч JT удоэло"воDапе /IO/t веобходrrо,
qтобч

?t, 6"'+ |ес : О l 1u / ?n \< О, /I2/

Всрво ш обратпоэ [ЭJ. В"", Jrсловrя /Т2/ эuаоппяD"ся u 7ее/7*1о,
то рQr.Ir. /ТО/ э форIо /II/ спc,ствуст.

Вцlаапr цюпаводЕуD lr, ,r€pea пареIстDI варlапrl управ_
лсвrя , Еаrlвrrьпшх аваqспril. С поrоrьэ реlaнlя У_: [t*rl*Rn
лrвойвого сопряrспвою JцrеDвgЕu i =-fi'(a,ltlru(x)rt) V l .i

f(Tl : Рq,(а(Т), r) IоrэI ааr,rёат" qu: y/.(t.)S\+y!Gla,fu.
}tтаlз, сслI GуlэоrDуэт допlrстillс 6rъrоlt , дrrя которшх

|!G"18'ао+ rr!@)л,f lo, о , /rэ/

a

1

то ц)r
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зt= - L-су!сt")S"п,+у!{Фаоrl; //*
/ p(*(T),tb(t-), i(t-),z)7'/' /Тц/

Функцпя /IТ/ бlдвт удовлетворяtъ /То/. отlэтrr, что ,а двJпх кор-
вэfi квадретного Jryаввеншя /I2/ g каqестэе бт взят rевьцпf, от_
рпцетельнчf,. Полохптельнчfi корапь непосродствэнпого отношевпя к
IoIeHTy Т не иIэет п является постороннпrr. Сп;rчай 9ес/|*>.О
оставшI в стороне как шелопЕтересншfi в плане данного псслодова-
нIя.

З) Прп t)T для прrреценпя aa(L) обцqвшr rryт€I докЕ-
зцва€тся форшупе

ла(L)- а-6аtt1+ аfzГ о o.6'.,rt)+
+е'6'аr(t)]+ о(|ат|"+е"), /тr/

где ба, t'*1 ,t'a2: fт,ЁJ-*ЁО- рэшепия Jп)авяеЕпfi в варгацпях

бi, = f* 3 *, Еа (r+) = va(T) l
6'it = fn L'nn + ( f*$a)l"6*, 3'*r(т+2= valcl-afj_ w ЦФ,

ý"i. : fn $2оr, $2*^ (t -): 3'а( r_)

- скаqок Фувкцпt{ t+a-(C)п VL(r):L(t-)- а-(t+)
Toqкe т о

,

l

+) ЧтоОш паЙти IоIент t1: tlТАL, попадвЕrя Е8рьrро-
эанной требкторчп на тэрrlппальвое чвогообраапе, прrlrенпI к Jryeв-
неншD

8 ( r, At,e ): Е (+G)+д*({)>L) -- о /т6/

Teop9ly о нэяввоfi функцих. Так как, по предполоrэвпDr

+

tG-:,0ro)= о , Зr(Lt,О,о)= Lt (*(+11,*(es,t,)# о

ш уцраЕлеЕr9 ЬФ) в окрестностп ё1 беа потерп обцностп
чоrно сqптать гладкпl, то условшя ?еоречц вшполпевц. Слодове-
тэльво, хотя бш в чалэfi окр€стностп,точки t=ёrrаТэОr€= О

суцествует реш€нпэ Lt: Lt (АТ, е) ;rравневпя /Т6/ t доrтуска-
эпеа првiставп€нхе

А tr : |.,- Lr: Ат dt1 +

*'/rfд"' 6'L.,+e'Jt.] +o(laT|*+c" ). /т?/
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Еэrавэствцс коа(!фпшrентш ý1, , J^' t, 3'L 2 в превоfi частп
нЕrоляtся rrз Jгравнэвпfi, полученвшх дпDФэренцrрованп€I по Аt t €

тоrдэотва !tG, (аСrС) r А t, е) - О . Оп;rская процеryтоtrнче
вIкл9дкп, фпвелэш лш]ь ковечЕIо реаультетч (вшраrенпя в Iц)aEltx
tlастях вItlпслэпш впIе в8, особоfi а;отреIелп в IоIэнт |:Lr) z

бt, -- t 7'в* / t'
E't, -- - lъ '6, ., /

,+
lL

52t г- - /"f,'3'n" / i, ,

:I

3двсь п далее арrтIеЕтш ц)о}tаЕошrtЕ для кратrостп во укаааяц,
пIп ЕЕадэ а4Jrrаt составляDцпо акстр9Iал, в IоIонт t:tt . ,Под-

ставпяя ъ /Т9/ аваtlсвrя аа(+r), dLl gе /l5/l /T?/t /I8/t
н&rодll пскоIоэ цредставленп€ прцрапсвпя Е ЕIлэ

7

1

*

a

t

бdLlъ*; G/tr) h.Khi)**ff,' |r'*)'*

rb/rtr'bt l"i,Jв. / t". /I8/

5) Вrлелrr 
"€порь 

главнче по ДТ, € qпенн в прирец9впп

Фувкцrовала. По аяелогпп 
"[Т]булеш 

пIоть

А r = Ф( aЁ),irl - Ф(<(ч),L,) =

= Фса{i,1,i.;- ФСа (L),t) + ф(dGt),L)-Ф(ас(с;,L):
+ -.} -}

= лtt ф+ aa'(t,y Ф*+ 'Ь l"х; ф * z at., аа.'6ь)( ФJ

+А *'(t) Ф** а* (t)] * о (1at 1111o, cb)ll') tтэt

АК: - лт y'(xn) 3 а (Хr1 -

-оr."FГ y'G,)6'nt(xr1+ |a!(t)VG) 3а G )j-
- 

"/, 
y'(+r) 6'a.(fr) + о(lл.|'+ €'),

у (L t ) = - фп ( а. (L,1,,tr)- r' Ь! ( а, (ь.,1, ь r),

/2о/

4

+ ,+
ful= _ ( ф / lba ) (*Фr),*(L.,),tr),

гдэ

/2r/



V(tr) = - Фп.- 2.n hП__+

- Uliа) h: L( Ф-) 
*+ 

л! ( h"*lr- i G) J' *

* cof [,l l с ц1+" ъ'(ъi) -ф с ь,)1 ь'_' -

t

/22/

О) Ш"rr"" форrулI прпраlсвпя /2О/ rryпводЕт к такиI вшводеI:
вдоль особой акстрэIалr нэобходrIо вIполвптъ соотlIоЕеRшя:

невпя

r) бt у'{tr) jаэ (t1) ( О;

п) эап" y'(L,)la(trl:g r то

t { |lytt1 1 б Ъ, 1tr; + Е *'(е, ) У(а, ) J* ( с rЯ+ ? l+; 3 "*"(tr1 -1 О,

Полутовнrэ вIводч c5rTb вэобходпIце Jrсповпя оптхIельностх
аКСТРэIелr в слу,rаэ касаяIя. [Фrдадпr EI HoByD Форlryr lЕодrl !
рассIотр.нпс вопрсрI!нос ц}п týt< Ll ,t*Т , peteвrte tц*G)
соlц)яIеЕвого ураlвопlя

ф=-f.' (a(tl , u(t) ,t ) у /2з/

с BatlarlbвшI услоlrсI /2Т/ п Jrсло!ЕсI скаqка в тоqкэ t :

yl(t-) _ у(т+) */ f"(а(т),r) , /z+1

tло }l:Jt+,

А+-- - EyiB+1 vi(T; +: ,iic,*lv;i(T)+

+ v i(т)Ч!сtl vilT; 1 l F (*G),цп_.) iВ),т),

}L(t)rT(t (tr, - рсlэвпэ rа"рr,rtого аrффорепшпепьпого Jrpaв-

t

i

Ф:-fi СаGцt+(+1,ОY-Yf*@<+),u(ё),+)-ilr*(у+(t)r*(t),ц(t)t)

с нечальЕшI услоlrсI /22/.
В новшх обозваqэвrrях с учэтоу /ТЗ/, /ТЦ/ r,l ;rревнэпий на
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6*, баапr6't" Jrсловпя оптишальностп прltlут видs

./I) Y*c "+1 
vi(T) )- о ;

п) еслш yi С"*1 v i(r)=O,ro

yiCto) 6"*о* yi(о)доlJ" < ,
для всех 6'оо ,te U, Lo- О< t r удоЕл€творяDцпI /?/ , /IЗ/.

7) 3ашетшr, qто усповию П) Ioxнo цридеть бопее законrrеЁнJm
Форrу. Если отвпечься от детелейr в Hau Фектrqескп утЕ€рrдастGяr
q?о не особой экстреIелп некоторо9 лпнэйное HgpaвollcтBo a'Z4O
допIно вЕполвяться для всех решеЕпй систэItl условrrfi

eoz:o, Hz<o, d€ lr /?r/

при зеданншх Iатрицех До, fl и rноrестэе l/ . Конкретнсэr

t/+ (t")

V+ (О)
/26/

,L: , Нг ( hО- ( aG"), о) ,
a

пцеются в впду

/ 62а.
Z= \ o,f

(

)
( )

П,---Су!
0

Lo ) Y:(0) ), V: R*х Атл t|, .

Легко докеэшва9тся спедупцэ,:€ утЕорIденпао,Если вере!энс?во
а'Х, 

=4 
О есть слодствпе сrtст€rч условпf, /25/ (в прпlсдснвоI

вшше сuшслэ), то оно rg булет следствпеI расширенпоfi crrcTcull
условий

loe: о, Hz< о, е € Q ,

где а - конус с варгпной в нJrле, пороrд9нншй эеrчкенпоr вI-
пуклой оболочки V :

al>- о

В свою оqередьr послоднее булет rrloтb ll€сто ?огде и только тог-
де, когде нейлутся BeкTopll 7u", fu>- О соотвэтствуDцгх резIэрно-
стэfi rr вэктор У пз конуса 8n , сопряхэнного 4 , такив, что

<l

L: До'fuo+ a'ru * 7. /2?/

3аклпчrrтольвая qecтb утверrдэнtlя iвляется обобцеппец хзэс-
стной пеIчц Фаркеше ( cr., напрrllер, fб , с.r25]). ЛостаточЕость
проверяэтся вепосродстrеRно, нэобходrrlость устеяеЕлпЕавтся с по_
Iощъп теоречш об отделшrостll вшпJrклшх IBorecTBo

Равенство /2?/, бул5rчи следстrrэI необходпIоlо условпя оп-

_l

t



22 Л.Т.Ацепков

тпIальвосtпr oelo стеновrtтся нообхолпrшI усповпеI оптпIепьностп.
Пэрепlшеч gго в обознеqэнпах /26/. Посrопъrу

фУ= RО, COAufle о*: {oJ " 
( Фло {l,li

булеr иIэть

|+(Lo) * п- y_ rc)= l"L(a(L))7-o, л,> о , fuo ( RЗ

y+(ol+ ru y_(о)е СЩ1-. /2В/

Функчrя ч/(il=у+G)Flt-ltr i lf Ф)-y*(t)*fo у-G)rtо-(Х<r,
как логко цровсрrтьr удовлетворясt /23/, /2+/ пrрпу=!+-|fu)r.l|+.
Дпя вае ае /28/ полуqасI

yrcJ : h:'(*(+)) ъО, /2g/

ао Н 
| r= y'(o)an { !r: l у* со)+ fu.|-@7^rfl r--4 о. /зо/

СфоршулпруэI оковqетельншо вшводч.
Е е о р е I е I. Пусть *(L)l* G) - особая экстреIепъ

эалачп /Т/, /2/, касаIцаяся в IoIoпT ? поворхностп разршэе r
облала,эцая свойствеrп Ф - "). týrcTb, дал€э, у:ЕLоrt1]*еЧ
непрерчввое, эе псклDrlеЕпэr Ё: т , ре]енIе ураэневr.я /2З/ с
ЕечальвшI усповшец /2t/ u JrсловrеI cкatlкa /24/. Еспп rIэD?ся
62аоеR\te U, ОС (Ёоrт) r удовпе?воряэ!lIо /?/l /ТЗ/| to

сrц)еэадrttво нораЕепство

Y'(t*) vi(t)>- о. /зI/

Еслп дополпптэльно y'{"*)gill.1_ О , то суцествJrDт Е€ктор
l|.o Q R* r qпсло д )-! + таЕп9, tlтo вшпопняпrтся уоловпе
травсверсалъностll /29/, условпе IекспIуша /ЗО/ лля L.< О .-( t, ,
VeV . Прп этоI Фrнкцзя t-H(yG)ra{tlraL)rt) не отI,9акэ
t9 -(t -( t _r нецроршвва п

H(y{try,a (Lr),u(t),+,1 _ Ф @G),ц)+i h|( а (+)tй), /зz/

Первшэ утlэрrдонrя Toopollt устаяоDловц вЕ]о. Ееравенство
/3о/ ме '** <tl и своf,ства фувкцrl Н докаашва]?ся по
еRепо8пп с неrц)оршЕвчIп cloтorarпf 2] Ковстанта ,t/+ опредо-
лбна Е п.6).

a

a

,
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ý З. Касанпе траокторией терчинального rrногообраэия

Рассlотрич особtrm экстреIаль Ъ (t)ra, (ё) lXo4t4 Ёr, эадачп
/I/, /2/, пlrеDцJm кеселпе с торIпнальншll Iвогообраэпеr bf = о ,
п удоЕлетворяDцJпо слэшmщиI требованпяч: а) иIэ€тся едпнстванное
to<q ' t7 , для которо lo р (ak)rT ):Ч F С*(t)lu(t-s ,t )х

+
- Р;* (t 1,ч (t+1 ,т ) > % оr"-]*: u ft+)' Б) р (а (t,),ч)> о,

h| (a(tr)ru(t1),t|)- о, hа ( а(tr)ru(trlrt'сGt),ч)> о.
Как и в прэдшдц€I раздэпо, погрузхI осо6;rю экстрсIаль в

сirэilство варъировавнrrх управлений t(+l и траекторпfi #,al
зедачп /I/ , /2/. Прrращония Д tl (L), аао эедадrr| в впло
/5/-/?/, сtlптая Lo< O<tl t О# т

Еа основевпи иэвэствшхf 7rВ] результатов, прt{рацонtl€ ba(t)
траэкторшч бупет оппсцветься тапшuш Ie соотЕошонпяIп, как в п.I)
реадела 2, вплоть до uоIента Тr= Lr+ Btl попаденшя i(t2
на тэрчпнальное rlногообраэше. Вследствпэ непрерцвнос"п тра€кто_
рrш Z(q в точке перосечения с поверхвостьrо рааршва не r!5rBK_

цiD L + 62 *(+) накладtlваотся допопвптольноа соотно]свrс

52с(с+): 32*(T-)+6rT v icT1,
6'т = -рlС*(t),т) беа("-)/ Р{*сr)rц(т),,r ).
IorreHT Ц паходптся с оtrовшдвшItr rачgн€ншяrп рассуrдэппfi

п.2) раэлепа 2. Роэ5rпьтатч таковш. Еслп

lъ| { * С +, ) rtry 3 
2а С, l / t' а (trl,u (t 

11 ytt, s,tr) -( о,, /зз/

лtr= € 6Ёl + о(е) .,

5 tr = - Г- biia с+ t ), t, 1 $ 
2а (t, l / fu с * ( L ),u(tr1 d сч l,tr)1' 

/|, 

"n,

XGl):a(tf)+ лLt i с+.,1 +

+ '/, Lмi i c+n1+ Е'Е"а Ф)1* о (|atr|"+ е' )

Для вчвода необходичшх усповиfi оптиuалъностп оста€тся про_

анаJIпэц)оветь на особоf, экстроIалп пршращснше функшrонела

о < аК = Ф сасZt),ir)-Ф(r(t),tl):
+ {+

: лt,t й cnrc.;' u(Lr1,+r) + |feEax} ф(*Grуut,rlriсе)ftt) t

то

п
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*е' фl(*(ьr),ц) 62а(t)J+ о( latrl'+ с')

0тсюда, уqптшвая /ЭЭ/, /Э+1, полJrqаеI дьа вшводе:
+

I) Et, Ф>/о;
+

П) еслu Ф: О r то

ъ{ fr + Ф' Е2*(t;=Го; сЬ / о!, ) Ё*1'6'о (ч )} о. /э5/

!tсполъэуя неrц)ерчвное (за ltсклlоq€висI т ) реЕбние ytr:|to,tJ-Rfu
сопряrенного Jц)евненпя /23/, /2ц/ с неqельншI условпеI и пара-
ц€треIп fo: fo ',, Jt : J, вхда

yz (tr ) : - Ф* (* (ъ 1)1Ъ1)- fu Щ(,,r,(ц2,ъ, ) ,, /з6/

7_ {+ /ф
х.' : - ( Ф f ь' )(*(L,bu (tr),i{t,l,Lt ),

_lll t : - у'{т+) va t"1 f i ( а(т1, ч(t),t),
перепшшоI /3r/ r эк!пЕелентвой форше:

I
yicro)62*o+ yi (о) ^"{|, =( о. /э?/

Прпчеппв к /33/, /3?/ реаупD?атц п.7) прэдrцпэго разд€пе1 по-
лучееll слэдуюшlfi рсзультат.

Т е о р е I е 2. týrсть особая экстреIапь 1le), а, (L)
эедечи /Т/, /2/ кесаатся терIпнального Iногообрезия п отвэчеот
требованпяI а), б) раалвле 2. Гýстъ1 д8л€61 Y:EtortJ*Ro -
нэrц)ершЕвоэ прti t*" рэЕениэ /2З/, /Z+7, /З6/. Еспч наf,лут-
ся 62оо€ R", lre Tr2 оегхо,цаrо*т , лля KoTopbix

Еу,'{to)62ъ* y,l{о) 
^- |l r'lt' (а(t,1, аct,1,i{tt),t){os

bi Ca(toD з2 ф= ol
++

l"o Ф -( О . Кроrэ того, эслп Ф: О i то суцеству]т текпэ

|а.О е R*, fu)7 fut. l :,/U.t r что сцреЕсдлпэц условио траяс-
|ээрсальностп /29/, условпс IекспIуllа /3О/ u услоэпс /32/ для

|.о"энта t t r гд€ fu't следуGт заIевить на fo .

ý 4. ОбсуrлеЕпс рээупьтетов. Пришерш

I

t

СОПОСТевпu полуtlсннце rцrодц с DlllаDцrIпся D пtтсратуреf з}
видно пэ форIулtровки т9ореrш I, в спучее касанrя приЕципу.у*



,

особgо экстэеraалr эааошвншх систсr yппавлеlпя.ц 2q
r.ekcиIyraa цредшеству€т еще одно дополнитблъвоG необходиtlос усло_
вrG оптицельности эпла /ЗТ/, которое IOIBO рассUетриваТЬ К8К Н€-
которос соотношенио на IоI€Ет касанtrя плll кек JrслоЕи€ сопряхенllя
оптшчалънцх скоростеfi на пов€рхностп разршЕа. CaIo оно иlеет Ie-
сто лишь в rц)едполохении /тз/, когда герантпровано попаденrе
варьцрованнцх траекторяй не поверхность резршва. В этош и состо-
пт осноЕвоо отлпqпе форrулшlовки теореrlц r от прrrвсдонншх в[ з]
резулътатов. Другое отлиtlпе - в утоqненпи констентц "|l в ус-
ловии скечка. В реботоf3]утверrлается толъко €е существо!анrе.

Вехность условпfi теороl|ц покаIе.. на прос?цх прицсрЕх зедечи
/I/, /2/.

Прпrlер I. Ф=аr; in:L7zi.,={, ,

Уrцlввлевlrс *, (L): / r7,Lr(t):O, О-{ Ё-( 2 1 очGвпдво; оп-
тпIельно и удовлетворяет условtяI теореraц r прr а: ! . Ery
соответствует реценпе V_t(t)-- О , Yе ft)---!- r о-(t -( /,
вспоIога?ельной сопряrеввой систеrш п pelcirtc Yl (+ ) : О l
yrft)=-|, t<t< 2, , систоIш /2З/, /2I/.. Условпе /rЗ/

здесь но вЕполненоs у! сх") 62 *о* у! ( ol aufl 
"='% 

4 о t
поэтоIJr но вцполняется п условиG /зт/з y'(tivir't r--(or-D(|)=--l<o.

ПриI€р 2' Ф=аеi it:фt, ir: 4а 2

Р- *r-(*гtf < О i iг 0 , i"= |, р> о; h|=*n(o)=ol

Ь!:*^(Ь):о; b':t.t-2--o; ц;*u|:1 , o{Lrrlla:1 !.

В данноr прпIерс вдопь Jrrц)авлэвпя, рассчо?рснного в предш-
ltуцэl прпr.ерэ, условпс /IЗ/ ъuполвево! У' G") 62 *о +

+ у!(О) Лt flо=ц>о (о. q, 11 . Усповшо /зТ/ сьuле-
тсльству€т о ЕоэIоrной оптпrальности упраЕленlя Yl|(t+lvi{t1 =

- .l > О . ПростоЙ анелпз условпЙ задачr покезшвест9 что }праЕ-
ление действпrэльво оп?пIельно.

П р r I е р 3..-В условпtх прпrера 2 ьозDrа" Е - 4а -
- ( al- t)L t = О t V:{(tчt ) : ur=(tlr-,|)2, o-(Z/-< zJ тогпе

упревпснпо прrIэре r булет по-пIrсIнецу оптt{Iальнrrl. Уоловпя

/Т3/, /3I/ мя вего вцполнонц, прt|ч€I ,второс - lрпвиельноз О)0.
Проэсрка Jrсловrя IакспIуIе лr, Н l u: О , У-( d -( 4 r'

лпН lo:J t^ К 0 (о<rr, <! r0>l>!+-7 ) подr!€рIдеЭ? оп?шIiлЬ-
ность девноrо упревп€впяо

В тэоречэ 2 при оцр€дэл9ннцх допJrцснпя:r Jrстановпен аналог

условиf, тревсв€рселъЕостп l слуtlес касанЕя оп?иIалъноfi траекто-
рпп терIrнельпого чногообраз,rя. В чесrностr, условrЕ трвнсвaр_
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, сальностtl будут DrIoTb ч€сто и в особшх точках тgрIriнального lнo-
гообреэияr коrорц€ пэ рассIотрэнхя обсqно хсклDчаDтся (cr. fa,
с.93]). Как показшвают форrулч /2l/, /З6/, Iноrrтэль Легранrе
fot,, fu в условпях тренсвврсальностп црхн;Iеет, вообцэ говоря,

РаЗНЦе ЗНаЧеНПЯ В ЗаВПСПIОСТlf ОТ ?ОГО, РеаЛПаУЭТСЯ ПЛП НеТ СЛУ-
чай касаншя.

Отчgтиr еце одну xepaкTepнyD особенвость сrIJrчая кесанпя.
dслrr опорнея траекторпя "цlотшкест" повэрхвость резршвеi то о?-

,, цпоЕевrrе Еаръшрованвой траэкторrlп от опорноfi посло пIпJrльсного
,, воэrуцэнrя управпоЕпя шI€эт одив ш тот rc порядок Iелоотп ве
BceI остевцеIся интервап€ врэtонп[ZrВ1 В спупаэ касапlя пертп-
на Iеняется: отклоненшя траэкторrП ло п посл€ поээрхноотп рварr-
ва становятся разного порядка uаrrости. Иuэнно ато обстоtтэrtъgгDо
вшну,кдае? реэлагеть прrц)ецэнпе траекторпп нс ?опъко по стэпgвяI
€ r но и по степеняц ла ( форцупа /Т9/ ). Оно rэ обусловrтrэаот

появленше дополпитепьного нообходпчого условпя оптrIапьвоQтп
/i]i/ | предшоствJпоцего принцrпУ цексиlуrа. Уrэстно aar.cтrтb, qто

искпючение аэ /Т5/ велпчинц да, поср€дствоа /II/ сдслало бн
..qцвод П негравоllочнцш.

В заклюqенио в кечсстве гипотсэш BшcKeIcI сце одну lшсль.
Еслl.условпю /I3/ IoIBo удовлвтворпть IалшIи по норчg допустпшl-
ци 6"Фо, ""f lе ,?*, qтобш, Ат п €а бшлп одвого по-
рядка "апости, ".'"-. лtf е2-С/а, с-О (С-ФtlЛ * О) , то
из форllулш прrрещенпя /2О/ re особоil экстрaIалп булет слодовать

у '(tr) f е. Да ( t ,; + 62 *" (+)7-( О , что экаЕвеп€нтво
прrнцппу IаксиIуIа. Текиr образоr, ость основенпG полега?ь, qtо
по брайпей ll€ре для нскоторвх раарцввшх эалеq Jпц)авлэнrtя особЕе
зкстреl.елп удовлетворяпт прхвцппу llaкcпIyl|a вне связп с условlf,
1эI/. Частично классш такж залеч оппсавш в раооте f3].

Посцrпrла в рGдо-rад.отдсп
r7 сонтября Т9?9 t.
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