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пршш,tп liдксиl0ll!д дIя систЕll с крдЕЕшлlи услOвшяllи, сOдЕршдIшlши нЕ_
РДВЕВСТВА
D.l[. Волин, Г.ti.Oстровскшfi /liocKBa/

Дается вцвод принципа шаксиlryrrа дJrя систеш, описцваецшх конеч-
нцll числош обшкновенrпtх диФФеренциальншх уравнениft с краевцriи усло_
вияцlt, содерtаlrrrrх неравенства. Полученнце реsультатц испольвуDтся

для исследования аадачи нжоIдения оптиllального тешературного ре_
tпIа в реакторе с ограничениеш на иабирательность пDоцесса.

В [ l ] бIrли полученш необходиr.це уеловия оптима.rIьнцсти для объ-
ёктов, описшваешrх обшкновенш!r.и ди{Sеренциальныши уравненияrrи с

условияraи для концов Ё виде равенств. Terr ве шенее r.ногие оптиllаль-
вtfe аадвчи, воаникаDщtе в прилоIениях, приводят к рассшотрениD си_
стеI, в которшх на краевше условия шогут бшть налоrенц ограничения
типа неравенств. В[ а ] приводtтся реаультатЕ для оптишшьноfi зада-
чи, в котороfi праыrfi конец траекторt4и принадJIеlит эашкнутоlry вы-
r,Tyкrтolý, ltнotecтBy, ишеDщеrry БнутреннDD точку. 0днако последниш об-
стоятельствош исклDчаDтся иа рассцотрения оптиraальнl!е аадачи, в ко_
торlгх краевше условldя аадаDтся одновреrrенно равенстваllи и неравен_
стваIи, так как в атош случае rrHoiecTBo догrустиrпflх концевшх аначе-
ниfi не rdцеет внутренних TotIeK ,/кроше того, чноаество концевцх ана-
ченrf,, sадаваечое нер8венствячиr ltot€T не фть вtлпукллu,/. В данвоlt
статье рассхатривается иченно атот случаfi сgвrrестного э8дания кра_
евцх условшfi в виде равенств и неравекств.

t[усть аакон двиtеншя объекта определяется следrDщеfi системоfi

диФференциаJI ьнцх ураввениfi ;

d(i t
Т=ti(ХrЦ),, i=!,,..rt:- i foýf5t;, /l/

гделэ(хJ9ооrl хл)- точка Фавового прострацства Х , ач=(tl6...rц6].

-. точка пространстве управлениfi. liошентш вреrrени f9 , tl считаеш
Фиксированншши. týlcTb U - шноIество догrустичшх эначениft управле-
ния, а в качестве шаеса доrrустиriшх управлениfi ваят шасс кусочно_

-непрерцвнъrх управлениfi, что обшчно является достаточrrцш дJtя при-
лоrениft.

Оевовая треецтория X(d)
условпяш:

Q, ВО,,(') = о
Фr(rО. х') r 0,

где л0 - x(f о) , Xl- x(tll,

долlна удовIетворять следrDпиш краевшr,

Lotr.,. rP|
| - ра+ l ,...rР ,

/zl

Относительно функциfif; прелполагается, что они саци и Функции

Ф /dхi определеЕl и непрершвнш на пряшош проиэведенцхf л |],где
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0 - з9шшк9н}rе шно8ества (./

рцвно диФФереЕцируеццши.
Требуется наfiти допустишое управrение ц(t) , для которого ре-

шение x(t) уравнения /l/ удовлетворяет краевцш усJlовияш /2/ u оа:

рапIдет в riakcиrryrr велиqину

I = Ф(х0, xl). /g/

Форrryлировка принципа rrаксиtФrrrа

Дя эадачи /|/ - /З/ необходишше условl4я оптиrrальности управле-
11пя ц(tl форrryлируmся в виде следуэшеfi теорецц.
Т е о р е ш а. Если 4(t) является управлеплtец, то cJrцecTBJrDT

числовоlt ,параrrетр
lo > 0, /4/

вектор-Фrнкция,l(t)= (trttЦ..., ln(*)), удовлетворяDlдая сопряIев-

. Оункпии Ф2 предпоrагаr}гся непре_

a

Hoft систеrrе чга;нениfi

#=-Ib #.,. t-l,",,fu,
и чисдовttе параiетрrr dr, t=lr,.,rP , для которьD( вшполняэтся

H1ft)r{t\ uG)) - mа.х Н(7G), х(t), ч),
где uеU

Н --Zli t (х,и) ;u"р

ll(tl) -1,# -ЕО,^# 1i=l,...,п 
t

li(Ёo) =-(io#_fa #,, l
dc, 0, dc Ф, - 0, t -- р'* l... .,р.

/5/

/в/

/?/

/8/

/9/
Условия /8/ .яв,ллотся спецеФическичи дJtя ,данноtt эадач}t, отра8а-

Dщ{rrи фект наличия ограничениft

Фr(хОrх'), 0 (С -р' +f1,. . rр).
Прr aTou(lo.1(*))+ 0 ни дJIя какого te [tortr] . Сокраценное до-
ка8ательство теорецц дано в прилоlении

Пршrrер. В качестве пришера раесшотриrr 8адачу нахоrления оптп-
raаJlьного теIперетурного реIиша в реакторе дIя получения окисп отп-
,r"r" fЗ] при ограничениш ва иэбиратеJIьностъ процессе. 3адача состо-
ит в отшскании респредеrения тешператур в реакторе, обеспечиваDщеr.
Iаксишальное превращение исходного вецества ,/этилена./ в целевоl про-
дукт ,/окись атилена./. При атош вводится ограни9€ние на ивбиратедь-
вость процесса ./избирательность _ доля исходного вещества, превра-
тившегося в полеаrшft продукт, по отноЕенип к общеlýl вол}rчеств} про_
реагировавtдего исходного вещества/ : uабuрательность процеqсg додtпа
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бшть не меаьше некотороfi эадапноГt величинц. Последвее ямяется ог_

раничением Htl потери сшрья, свяэанные с нвличиеш побочных реекций
в реакторе. [lатешатически эадача формулируется слеАуюпgам обраэом.

напти r(f) , максимиэирующее Z(tt) при условии
z(t.), ?miп x(ll)' 0, t ' ?miп ' 0. /ю/

где Z(l ), Х (t ) удовлепворяют следующеlt системе уравнениft:

dz
Ф ,Z(0)=0,

= 0.< t.< /l, /ll/
f (*)kt

to

gr - (kr + k.)f(x), х(0) = 0,

где
|-х

f(xl = l+ ох

г,-ь(
дг

k; =k;9e ,i-lr2,,

O,Et. kiб ,R,.0 . /lz/
Оиэическпfi смцсл переменнцх задач}t следушциit:

Z - степень преврацЕния этилена в окись этилена;
t - общая степень превращения этилена /ь окцсь этилена и побоч-
ные пролукты,/;
Tpn 'ШаКСИМаЛЬНО ДОПУСТИШаЯ ТеШПеРаТУРа В РеаКТОРе;

Т - те!iпература, являDщаяся параrrетро}, управления.;

?miа- минишально допустимая иэбирательность процесса;
t - врешя контакта;
Ei - аЕергии активации, причем Е2> El ,

На теuпературу внутри реектсра Еалошено ограничение:

0< Т <Т9оо. /lЗ/
определяDщее rrHoreeTBo {,/

сопряш,енная систеша уравнениfi в данном случае erмeeт вид:

ff=O, #= -f'(r)(k,(ll+ Jr1 +kJc\l /l4/
а условия /4/, /6/, /8/, /9/, как легко видеть, эапrii!ryтся следую_
пшrr обреэош,/учитшвая, что для любого рещевия /|l/Qзх < f и, сле-
довательно, {(r), 0 /:

k,(T (t))(l l * ]z(*)) * k2O(tD)zG) =

-_ |Lо! Г. k, сП ( h * )zft)) * k2 0)l2G)] ,
0 <Т4Тgоп

?_in J, * )zGr) ' 0, Jr&l).. Р,

при этоll tl,,l"ttl/!'/.):o, 
еСЛМ z(t,) - Q^inX(tt), 0,

/15/

/|6/

ПoKarerr, что дJIя данноit эадачи имеют шесто сJт€дуDцие качествен-
нше реэультатц:

Io оптичальнцfi тешперетурншfi реrиш Zd) является непрершвноfi
и воэрастеDIцеlt Функчиеfi f ;

2О если для аадечи беэ огранltчеЕriя /lO/ для оптшriаJtьного реще-
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шения ишеег ltесто Z(ti - Q^;nxGi < 0 , то в оптиriмьноi( задаче

с ограниченпеч /lO/ Z(tt)- ??miп X[t) = 0 , т.е. ограничение

/ IO/ обяgательно "работает".
обоаначиш:

Нtт, 1r, )r) - kt1)(h +,lz) * kz7))z. /|?/
Легко в}tдеть, что при лпбшх (h, ))+0 Fftr)r,l") *"* ФУнк-

ция Т в области Т' 0 шоtет иriеть только один экстреlryч. Отсэда
среэу следует непрерцвЕостъ T(t) , ,.* как в случае раэщва 7(f)
в точке t' ПOr)ь )r.(t)l иuелв бtл лва экстреrryша - при

T=T(t'- 0) " T-T(t'+ 0) .

Пок*эr теперi, что Г(*) - эоарастаDцlая функчrr. Достаточно
раесIотреть,уjасток T(t). Tgoa . Еа вэr доrrво Еlпоrпяi!ьсt

ПТ' # , Е, k, (Dа; * ic) * Ez ke(T)lz- 0. /IB/

ддФФеревшруя /l8/, с JпeToI /l4/ получuч

=01!рНОrЦr)).t, л такце, что в точке шаксиtryr.аНlТ3rr))r0 .

Or"r.i"'1orryu""uffr0 npn 7(f)< Tgoa .lft эаранее предполагали

лифференцируешость (1) . 0днако отого шоIно и не делать, а рас-
сшотреть в шалоfi окрестности точки f ' , в Iюторой T(tl)< Тgоо ,

Фунrцир T|G) , которая удошетворяе,г уравненuп /L}l / и неqадьноrry
условип Т*G') - T(t') . Ддя Т*G) , очевидно, вцполнено /l8| /,
и, следовательно, T*G) Э T(t) . ПoKarerr теперь справедJIивость 2О.
В задаче беа огреничения /|О/ f2G) - Р .

I[усть в задаче с ограниченпеч /lO/Z(ti-Qm,o Xftl) > Q .Тог-
да лля aTofi вадачu /сч. /16// такхе )2({t) = Q . Покаrеrr, что усло-
виеш f,r(fi)-р TG) определяется одноаначно. отспда легко вцте_
кает невоацоtность HepaBeHcTBg ZGi-QmiпхGi> 0 . IýcTbJ1=/
чТ ( 1 i определяется условие " ПtТ{ trr).f,D;п2+I! Т, l, tl z|. раэ-

делив второе ив уравненцfr, /|l/ на второе иа уравйенuft /I4/, после
рааделения переr.еннrD( веftдеч

Ilhи*
J f(K)

Ц -РТ'
dt

Е I)-ttOE, kl * En kz)Пт,)lk, )z ),l

El k (lt + )) + E"ke)z
. учитывая; чго/'(х) <

Следовательво, /2(*)=
*Jz , Q /uначе Р(Т, )l

. /Iф
:, как лег_

tt . Лег-

,hrf,r)=

0 , ицееш

0 пр" l<
, )") - -Ц(0

ко

ко

В сuлу /16/

.no"n". d )',dt
видеть даJIее

0

JI

ll' ,

,0
, что

.l

F(х). -
( kl (7(te)) + kz (Т ( )zD)d) е

0
&(r(,ll))( +/ +fu

где F(х) цонотонно воэрастаDщвя функция
цонотонно убшвапцая lfurнкция 1z(Ф при

= С!>0t(0), Jc),

/( ,е Ф(]2(0)|
Фиксировеннош ,Q

/19/

определяет Х-9Q2tФ, )z) . При этоll 9a2l0), ]) - цонотонно
убшвалчlая Функчия la(O) . Далее, с поltоФD второго иа уравнениlt
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/I4,/ получаем

tr-l(le(0))=

0

_ dl,
t'@0 r(0), l2)(k/ (т 0 ))U * .],z) + kz\ Q z)) ] z /2о/

7z(a

Легко видеть, что 7( 
()2(@)) - шонотонно, убцвапчая Функчия.Сле-

довательво, cJrulecтByeт единственное 12 (0) , при Koтopor, внполня-
ется /2О/ l а аначит, r(Ё) определяется одноэначно.

Следовательно, Z ifr) - 1r,oT(ti = 0 .

Придоrение
До r а э_ ат е д ь с т,.в о т е о ре цц. Бзrдеr pacclaтpr-

эать ваборr/
a-ltr ry;,Df1 (i = f,. ..,Sа)rЗоtп /п.v

гле Q - точкш непрер.вности оптиIаJьного управления
ЦU), tоr,й ( . .. < (во < t1, бti>- 0,

и внэваннше иши вариецши оптшшальноft траекторш X(il . Проварьи-

рованная траектория удовлетворяет ypaBHeHI/tD:

xr?) = х(f) + gДх G) + оG)! /п.2/
где дJtя t + (i 

5

Ax(f) = Дцоlо "|Д*r, [!aC,l,y;) -
- f 0ttt7i'Lrcil]6ti, /л.э/

где 5 определяется условие, Тs. t < tsч ,

Ir(fo) - x(fo) * €ýо , ДхО = 5о. /П.4/
N наборов о.lr,,.r@н определятв ru - парашетрическое сешеltство

фrнкциlt х( t, €tr.'. . , €") , определеннцх и, как нетрудно пока-
эать, непрершвно дшФDеренцируешх при каIдоli t + tt в области
0-<€; < €О, где е0> 0 и достаточно мало.

Булеrс считать, что равенсr"лФ1 00rХ)= @ вшполняDтся для
|= lr. .., Р",где р k Pk р . Обоэначлцr:

цс- Qrо Дх0 , Qr, Дх', ! - 0_::. . ,pu, /п-5/
где л[я удобства ааписи введено Y=Рu . 0боаначиш даJrее череэ
KnQ'-P'r...rP)"HorecтBo в простран"rr" Е n*, точек(/о, ,,.rUп) ,

определяеr.цх набораrrи /П.l/, для которы* Uс - 0(t=п*fr,,, rр")
КF - выпуклшfi конус.

|Л е ш ш а I. Точка(frоr...rOе,) "е является BtlyTpeBHeft мяКр'
' Предполоtrич протt!вное. Так как (0оr. ,. rOр,) - внутрзrrня точка
мя Кр. r то шоано вшбрать точки

(Uf',,.,,ц:?,,.. , (L,!"),., ,, tJi'\eсo'
такие, что(Р9. ..,, ар,| леrr{т вцутри вцп}lсjrого конуса К, натянуто-
го на 9ти точки. Соответств5mпоrе наборtл Фr...t ар, определяDт в

l.

Роль этпх наборов акалогична роли соответствуюпрtх наборов, введев_
нцх при докааательстве привципа r.аксиrу"а " I 

r ] .

Преддолагается, что читатель ariaKor с этиI принципоl|.



достаточно riалоfi окрестности нуля 0 при неотрицательнtlх значе-
ниях аргуriентов нQгIрерцвно диФференцируецше Функции:

io (е) = AkЪl, xtel) - Ф(хО,хt), | п.вt
p,(el =ФrtхO(с)rл'(е)), l= l,..,,p"l )где f=(for..., €р,) . Эти функции r.оrут бtrTb продолаенц с сохра-

нениеч cBoficTBa непрерцвноfi диФФеренцируецости на всD окрестность
0 [ З]. 3наченир€ = 0 отвеч9ет решение oпT}tlarbнoit задsчи.
Пу9тр u!П'tС = pt+!1, , , ,pu| такrе опредеrяDгся набороrr а|,(рФr...,й,

{' ,'о 
..,/по 

определенип./. Очевидно, что Ф /Oen lr.o- у!!'
(0- 0r,. . rp"i t,-Os,. . rр') . rlyp"u

ц!"- Lr"оr! /п.?/
глебп' 0Ь-6r,,.,,Р') , '#о*"* 

(0оr..,rOр,) - внутренняя точка
конуса К. 0чевидно, такЕе

Д е, Ц{'- 0с- 0, l - р'* l,. . . ,р' /л.Bt
llэО

кведратнgя rrатрица il gr) il Q, г-0,. . . , р) ,вляется невцроlден-
Hoi"t, так как конус К иrrеет внутренние точки " Ее, . Рассчотриrr
систеlry уравнениfi

аr-9,(е)-0, l=0r...,p'. /п.g/
Уравнения /П.|9/ удовлетворяDтся прие=0 Цt =С, и якобиан
llфrlOеп // не вшрошден. Поатошу эти уравнения определяDт непре_
р{вно ди,tФеренц:лруешое решение tп =€л (Чg) в окрестности 0 rпРи-
чеш ý2 (0r.,.,0)= 0 .

Далее по определениD

Поэтоrrу дIя всех MaJrcx полоrительнцх аначенпп0 €пGOg) полоtи-
тельнц и cooTBeTcTB}.DT траекторияu Х(*. еGР9'11 , леtqдрllt в ок-
рестности оптимальноlt трвектории х ( t) . При aTotl }rlleerr

00t - 9, (сGgо_)| , [ - 0, ,.. 1р'. /п.lо/
ДиФФегеншир}" ir'о тоrдеЪтво по 0 !1 полоtив о = 0 , получиш

ar=t/1'#lr.' , |_:о,...,р'. 
/п'п/

Отсюда " "йiу невцроrден"о"r" 
- 
ll o|nl il , с учето,. /п.?/ сле.ryет;

ЧРlr.о'€г, 0, р,0" " ,р" /п,l2/

9(jо @ аil , х'(0 gф) , Ф ао, х,), /п.lз/

9с'0, |' Pl+|r.. . rРо
оFl /п.l4/

D.
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Следовательно,

Q, Uо {еgо)' хt(OцЬ)\ . 0' | = 7l+J r. , . , Р'! /п,l5/
Оорrryл{ /п.lэ/, /п.l5/ протлворечат предполоЕениD об оптималь-

ности траектории Х(а
|Л е ш ш а 2. Еслп КrЬ\ F<р)не пуст и

l JolJo +f О U, S 0 для всех (чо,. . . ,Цп)€ К t,, /п.16/

| 
,о 

"v*", "r"r'-dr*, 
> 0 такой, что

l lоUо + |rahr' О для всех (Цоr. .. ,tJp,r)€Kn,t. /п.п/
IýrcTb d2.7 - тОчная верхняя грань относительно всех таких / ,

что
l,

ъцо*|drUс * dЧп.r. 0 -" """*. Цr,,.rц*r)€Кр+llUt +,l> 0. /п.lв/
C=l

Оqевидно, что 05dл*t (+4 . Мя dr,*l

ъgо *fаrцr1 0 для всех (9Ь,... ,Uп*l)еKn*r,tJn,r' 0. /п.lg/
То, что /П.|g/ вшполняется при lJn.l = 0, легко вцтекает иэ того,
что в силу вцпуt(лостч Кр*, и неrryстоты (7, в лпбоfi блиаости от
точки (!о r. . . , Uп*r)€ Kt..t, Ur*t =@ наftДется точка(9о|, , , .rЧ'п+l)€ K|r+t,

!!,ц, 0 . týсть сJпцествует Цrr... rч;,,)е Kr*l для которого

LуГ*rdеu|> 0.

По докааан 
"оrry ц!., . 

сб . С;rulеству ет (чi, ... r l4)еД2,.,, TaKofi , что

U|,,l- |цi*, l и
F+! р+!

Loyl * | аrg; , - !1,ц; *Z а, цt ). /п.2о/
В протtлвнош случае, очевидно, при

fоцо* + dc цij. dрч+
а|,

Taкte вцполняется /П.lВ/. týlсть

,l; - {Qi , Uс'), ! = 0,.., ,rt+ l
Q'i r.,, rЦf,*r) € Kn*t, UЬц = 0

u П+l

e=l
что противоречит /П.Zl/.

Л е ш ш а 3. ЕслиКr(рk р<р") пуст, то Чпr4 0, если
(Чо ,. , ., $,r r) € К г+ l Утверrдение очевидЕо .

Iýсть (р' не rTycт. В сиJrу лешrGI I луч, исходяtциfi иэ нуля и про_

ходялчlil череs точtGу /lro..., О/, не принадJIеIит внутренности Kor
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Поэтоlлу существует рааделяDlll,)я их гиперплоскость, т.е. сJrцествутт
текие числе 7ordr,... ,d1ro{(Jord,э... rdpl){O), что

)о!о*ЕdсUс< 0
дJtя всех ((16 r, . , 1lJp,)€ Кр, "\ 

р? 
луч L леrит в полупространстве

)очо *ЕЦr > 0.

отсюда следует, чтол|о } 0. Если (р' пуст, то, тек как, очеви.цно,

Кд, не пуст, существу'ет Р"'(p'<p'u< pu' текое, что fip1, пуст,
е Kpu, не пуст. 3 силу лешrбI З дJIя лDбого dpn - 0 dр,Ц.< 0 л,tя
всех(цоr,,.r!рu,)€ Kpn' . Пришеняя теперь лешrJr 2 в первоrа случае

р'-р' раэ, е во Bтopoм случаеР"-р"' раз, устенавливаем существо-
ва,:ие )o rdr,...rdpo ТеКИх, ЧТО ()ordlrr..,dpi Э0, )оЬ 0.
da.0 (C.J,...,P")

7oUo * f ф Ц, < 0 для всех (Чо,.. .,Uр") € КУ. /п.2l/
Условlе /П.2l/ оаначает, что pl

0оФr,{ ч Qr. l Дх' * ()оg^, * 
Еф Q.rr) Ах' /л.?,2/

при лпбшх наборах /П.l/.
rrусть l(*) удовлетворяет ур9вненцяу /5/ и услсвияl,: на правош

конце pl
)k,1-)ор{,f dr92rr. л,zз/

1,1

Цусть a-lTryr|tr0l . В сплу /lt.22/, /П.З/, /П.4/, /П.2З/ !i ,iel,.lш

l гл.а[l]

0тспда вцтекает справед.rlивость /6/ дJtя Totleк непрерывностл ц(t) ,

а эн8чит, и дJIя любоft точки t€ rb' ,tl]
Нахонец, пустьа.J Ч, I . В силу /П.zz/, /П.zЭ/ и леrrшr I

"n. a[l] 
р"

Кlо 9r, - 
EdcPcro) 

+,|(/J)E, -< 0. g

В силу произвольности вектора Ео отсDда ч ug /П.2З/ вцтекаDт
крsевце услов}rя /8/. Наконец, для вшполнения условиfi ,/9,/ достаточно
полоrить {pr+1.. . . - dp -0 .

Поступила в редаI-цию I0.4.1969 г.
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