
Управляешlе систелсл, Ц!Д, дLсо ДI сссР 1969 г. вцпуск ?.
ш.5тz;Е5.

0 сюйстшх PEIIIEHI,й 0дIOй зАдАчи опtи}iАJlьногo рАзмЕIlЕния точЕк нА
0трЕзкЕ
Э. Х. Гишадутдинов

Введение

В эадачах мате!iатического программирования отцскиваются эначе_
ния k перешенншх ,/или параметров,/ Ir, I2r....Х& , которше удовлет-
воряDт определенншм ограничениям и lчlинимt/iэируют цеJевую функцию

5(х1, хо,...,дк). /I/
Решение таких аадач простым перебором по всевоэмо)ЕныD,t допусти-

мцм значениям параметров практически не реализуемо. Построение
экоЕомншх алгорит!rов для решения поставленных эадач зависит обычно
от того, Ёасколько глубоко использованы внутренние cBoficTвa, прису-
цие оптиliизируемоlt функции и ограничениям, накладываемш}i на пере-
li!еннше.

В ряде з9п,ач велинеr(ного программирования, в частности в зада-
чех динашического программирования, отыскание оптимального эначения

Ф,ункции /I/ проиэводится при перешенном числе парашетров. При этом
в некоторых случаях показано [r] - [r] , что получаемая в процессе

решенrtя последовательность {ýд } опr""альнцх эначениft бункции /|/
окаэыв9ется выпуклоit. Подобные этоl4у фактш часто удается использо-
вать для существенного ушеньшениi трудоемкости вычислительного ал_
горитша.

Так, например, В.Т.Дементьевшrш [lJ
S(ха.хдr...,Лl) ='

для ця_л9воfi функцилi вида
г

c(xj-{)J dF(J-l
ri

/z/

(а.хо<хl<...(хlýхд..з}) докаэано, ч,го если С(х) и F(х) - неубывsю-
цие Функции, то последовательность ,"""r,у"о" {5х } выпукла. Там ше

показан приrбер испольвования'выпукло"r" {S* f для получения менее
трудоемкого способа решеЕия по сравнению с методом динамического
програш!!ирования .

Н.И.Глебовr"[ а] лr" ."л"чи минимиэации функции более общего ви-
даk

ý(It.ха, .. ., хд) = 
Iо f'r;. 

хl.r)

(О-Ь <Xl < ...( Itt( Xr*= Ь) сфорlryлировано достаточЕое условrtе выпуклос -

ти последовательност" iS* l , а именно: выпуклость ишеФг место, ес-
ли для любшх цt ,yl , ц2 , V2 (4-<tlr<yr<Иa<Ye<D) вшполняется неравен-
ство:

f(ut,v.)+J(rrr.v1) -f@r,ua) - I(цr,чr) < 0



78 9.Х.[ttчадвдltвов

иJли /прп наличии сшещанноfi проиsволRоfi от {fu,vl /l
{!," tu,vl < 0.

Этоrry условию, в частности, удовJIетворяет u функцпя /2/.
В вастоящеit статье рассматривается эадача шиниш}rвации целевоfi

Функции вида ь

S(ik)- 9(xl, х.,..., Xr) =
/s/

где i&=(x1, Х, ,.. ., Х& ), 4sХlý 12(.. сr( 11 t< 0,
G Gk,z ) - миноранта сешеfiства функчиf, lllirzl, i -lr2,..., h! i

t(xrz) - кусочно-непрерцвная одноаначн9я Функция от r пZ l
g(x) - проиавольная поло8ительнвя Функция,
F(Х) - неубнвающая Функция.

Дя целевоft Функции /3/ отыскuваDтся условия, при которцх воэ-
моfiно решение эадачи на liиниrryra шетодоrr динашического прогр9rширо-
вания, а именно условия связностш Функции ?(l}l . УствяqвдваDтся
некоторше cBoitcTBa оптиt 9льнцх решениft.поаiоляюцп,rе сJrщественво по-
вшсить эФфективiость алгоритlrа, шиниuиэируDщего ФlнкциD /3/. Покg-
зьлвается, в частности, что еслш фrнкцuя tQrZ) удометворяет cBott-
ству свяэности И 9(л)= cotlgt , то последовательность шиниlryшов

f ýд}в"r.у*ла. Вфклость /9дJ покаэцвается такlrе для случая проиэ-
вольвоfi ФУнкции 9(I)} 0 при выполнении дополнительного услов}tя на
Функцию g(XrZ) , а ишенно: каlдоlФ, парешетру ,(f .наftдется неrrустая
область пришенения. При этоrr иriеет rrecTo эdФект чередования раэше-
щаемцх на отреэке оптиriальных точек, при которнх достигается цини-
ttцум Функциft 9(s t) и Sfi k"). у"r"навлшваDтся Taкte некоторце
другие cBoftcTBa оптишальнцх решениfi.

I. Постановка а8дачи и свяэь с шетодо!{ динашического програч-
мирования

fr
]ЦХ',rld FQ)*rуrr,).
а air'

Рассматривается слелурцlая обцвя аадача:
еh,Ь,К) =* 

=Ti?...,rS" 
(с,0). i4/где _i J9*(Q,D)= miп [Jе(ir,r)аг(r) *Lp0,1]'- 

С(I1с Хgс...GХдса 
- 

Ё 
Y '-'! iilJ /5/

Минимальное число парашетров N(N< к) , при Koтopou достигает-
ся оптиtryri аадачи /4/, нааоьен оптимальшлш.

Набор iД , для котОрого ишеёТ шестО решение аадачи /5/, нево-
вем k -оптиrrальншш.

fuя параrrетров 1rg i t определшш r.Hotec.Ba {8r.. {л-l), 1-1,2r,.nll
на отреэке [О, bJ :

проиэведеrr r." 
jЁ#)";l:#Е,r]' 

9.'i 
-' 
g;;i* не пересекеD_

цд,tхся подшноаеств
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}

'Zr, (1*) э 8r, (i &), i= 1,2,.. ., k,

Taкиlt обраэош чтобtл мя Z eZr.6 *) 
"rпол""пось равенство:

при этош !r1i,z)= G(Ik,z),

Ц'^/,'r) = Га,ь] ,

HaaoBerr Zx_.(I k) областьrс применения параrrетра xi . СшIсл тако-
го определения станет понятншм, если ааписать целевую функцию /3/
в вшде: К [

s(T") - f Грсl,)* 
Jltt,zidrell.i,1

Равбиение [о, Ь]"" "о"о*rп"""r::::теfi применен}tя параri u'ro',r'oo"

li€T l 
'o"uorro, напришер, следуDlIиш рекуррентншм способоrд:

|r,!х'.). |z : gЦа,z)=О(Г k,z|,z е Го,ЬJ l, 
i_.|

Zt. В") = {z i |ц;,z) =GGlz), zc[цb] r Ц.Zr; (х
?.. l-{ j't '
Z'K(Nk) - [a.b]r UZri(r"),

о) 
r,

,,

Непосредствекное при!rенение метода динамического програ}rrJtирова-
ния дJtf шинишиаqции Функции вида /3/ uлп /6/ не представляется воа-
llotншш, так как в общеш случае области пришенения параметров Zц(iВ)
в оптицаJIьнош решении не являDтся свяэнцми и нельэя воспольаоваться

принципош оптицальности Беллмана. Поэтоlry представляет интерес иэу-
чение условиft, при которшх свяэность областеfi i Zr, {Xe)f мошет иметь
често.

2. Условия свяэности областеlt применения дJtя случая двух пара_
шетров

0бласть пришенения параrдетра Х связна, если ее нельэя предста_
вить в виде объединения двух непересекаюцlихся lrнoaecтB, к9t,цое иэ

которцх не содерlит предельншх точек другого. Свяаность областеit
пришенения Zц В') и Zr, 1Е 

2) для двух параметров (Ir, ха ) - io
/еслu обе области непустtл,/ оэначает, что существует единственная
точка ZI , которая является граничноlr одновременно для обеих обле -
сте! пршrепепил.[ýlсть, напришер, Zxtfie) - [ЦZ*] .. То"д. в случае

свяэности обеих областеft приriенения Zxr(i2l = (Z*, bJ, причем

. 9ЦцZ)<!Q,2,Z) прч z о Z *. 
l

!(lt,Zl>!Ga,z) при z > z*. I
Определиш для парацётров IJ и Х.(а<Ц<Ii < 0) следуюцпде разност-

шle функцru от Z ;

Д(хl.х. ; z) = 9Ц2|z) - !(xr.-z), /7/
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Д{(х,. x.,,zl = {(xtxr,zl\ , |QUt,zl). /в/
где
та.

I - некоторая непрерцвяая возрастающая Функция своего аргучен-

Справедливш следуюцptе очевидные леммц :

Л е м м а I. Для существования раэбиения отревка [аrЬ1 на свяавце
области примепеЕия двух параrrетров Лl и х2 нео6:tодиrrо и достаточнq
чтобш Функцi,:я QЦrZ| бшла такова; что при ее изменении раэность
Д(ХlrХз; z) Й"rrо энак Ее более чеш один раэ.
Л е м м а 2. fiолttчества пере}lен знака разностншх Функциfi /?/ ч /S/

| совпалают.

далее _lлr будем говорить, что Функчuя tQrZ) удовлетворяет cBofi-
ству свяэЕости, если для проиэвольнцх парахетров Xt , la разность
/?/ меriяет энак при иэшенении z не более одного рааа.

ИзлеммIи2следует
Т е о р е м а I. Для того, чтобц Функция {XrZ) удовлетворяла
cBcficTBy свяэности, необходимо и достаточно, чтобы нацUtась такая
воэраст9ющая функчия f , для Koтopoft разность Ъ|Olrxcizl при
и-зменении Z меняла знак не более одпого разе.
Т е о р е м а 2. Для того, чтобы функция t(xrz) удовлетворяла
своГ(ствУ свяаности, достаточно суцествовавпе воэрастаDцеft Фувщши

{ TaKol't, что при проиэвольных Х1 ,l2 (rl< Ха) -,^ Zt lZe (zt < Z2)
неполошительно /ллбо неотрицательно/ Бцраfiение

{(gUl,z,1|+ |QOэ,zzi - {Q(м,zэl)- {QOа,z)), /g/
Д о к а з а т е л ь с т в о. fuраrение /9/ есть рааность 8на-

чениГt Функции Дt(xr,xziZ) в.точкахf, и Z1. Еслч при всех XfrXc,
ZlrZz вýра8ение /9/ аеполоЕительно /лпбо неотрицательно./rто рав-
ностная функция l{(xtrx2 ;Z) шонотонна по z иr.следоветельно,
при иаменении z меняет энак не.более, одного р9аа, а в 9тorr с4учае,
согласно теореме I, Фучкция qurz) удовлетворяет cBoficTвy свяанос-
ти. Теорема доказана

3аметим, что если существует смеIцанная проиаводнsя по х и по
7 от функчип {Q(XrZ11, то требование, напри}iер, неполоrитеrь_
ности /9/ эквиваiеrrвс следуDщеiry условиD:

т е о р е ш а з. Iýет "'i"bXli;1}l}.1;.' вцполняDтсяусловия:
t? gCxrZ| не воарастает пс Z прч z_< I i
2? g(x,z1 не убшвает по z при z-> х i
3О, 9(xrz1 не убшвает по х при 

^ 
> Z.

Тогда дJIя того, чтобц ?UrZ) удовлетворяла своfiству свяэностх,
достаточно существование Takofi воэрастаDщеfi фrнкции { , что при
произвольных Xlr Хе z Z (Ilq Xg( Z ) раэность Дt!ьХziZ) не воэ-
растает по z

Д о к а э а т е л ь с т в о. В силу условия 3О
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tбarZ)-|(XbZ)-- 0 /при7ý Xl -< 12 /, еледоватеJ:ьно, пр!1 всех Z < Xl
рааность /?/ sнака не меняет.

IýlcTb существует возрастаюц{ая по cвoeldy аргуIчiенту t.yнкцi,tя f ,"-
кая, что при лr-< X2S Z раэность /8/ не воэрirстает'по z . Покашем,

что эта разность не воэрастает по Z такше на отреэке ГхrrхrJ .

.Щеfiствительпо,
с

, Ъ{hl, 18; z) - {(g(xr.,zl) * [- {QObzlV.
3десь первое слагаемое не возрастает по z , так как в силу cBoitcT-
ва IoHe воэрастает по Z приZ< 12 Функчия l\zrZ) Второе слага -
е!aое, ааключенное в квадреiтные скобки, не воэрастает по Z , так
как в силу аО приZrIrне убывает поl функция |(xt,z) . Отсюда

следует, что резность /8/ не воэрастает по Z нЬ стрезке Гrьхzf и,
следовательно , при Bcexf} |1

Такиш обрааом, функция !(xrz) lиеняет знак не более одного ра-
аа и удовлетворяет cBol'tcTBy свяэности. Теорема докаэвна.

'Если 
"у*""r"у", tlrq(xrz) , то теореме 3 мо:rет быть сфор-

!ryлирована следуDчlим обрааом:

|Т е о р е L{ а 3'. Если для ?(XrZ) выполнены условия Io- ЗОи при

l"""* Z>X
l nn

l l'b tgtx,z)) -< 0,

| то бункчия l\lz) iдовлетворяет cBoftcTвy свяэ,,ости.
3ашетим, что условия Io- 2О оввачают унииодальность по z взя-

Toil с обраташм знакош функции ?(XrZ) l причем мики!Фiм t1rz)

3(х,Z) , удовлетворяючlих

|/ / lo/

где CtX) - неубшвапщая Функция, f,- - достаточно больдвя полоши-

тельная константа.

фнкция /IOl соответствует случаю, рассмотренношry в оаОоте [I].
Раэноствая Функция /?/ sдесь мопет менять энак только один раэ при

С(л1)< С('/.2) в точке Z-Xt . Следовательýо, d5lнкция /lO/ уловлетво-
ряет cBoi"tcтBy свяэности.

Г c(цl при Zt< Х q

QGrz1- |О LC* при Z>x,

ГС- при Z. и(х),
!Q,z1={crxl , aU)<z<x,

[С-, Z>|c
- неубшвалчря функция, а С(Х) иСь

/|l/z/

гле g(Х)
/lo/.

фнкция /ll/ таlце удовлетворяет cBol'tcTвy свяэзости, так как

рааность аначениfi Функции /|l/ Д(XlrxziZ) меняет эi.ак только в

случае g(X2)< ll < Хе при Z -Х1
3/ Iýсть

_те Ее, что и для

,
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I Crxl п[)и zý к,' a(x.z1= l /\2/l'' z 
I acr)*D(x,z) зри, > ll

где P(x,z) - Функц;iя штрафа, выплечиваемог.о, еслrl z превццает
эначqние lтapaмeтpa х .

Полошив {tФ= u , по теореме 2 получишt усJtовие связности tyHK-
ции /I2/z

Р(хе,z)+ P(xt,zi - P(xbzr| - D(xz,z) < 0, /lз/
где Xrx<Ia ý Za lXl{Z7ý 22 , иJIл^) если существует сrltеiланная проиэвод_
ная от D(xrz) по д и z :

P,l(x,z)< 0 (z>x). /l4/
4,/ Рассмотрим Функцию вид8

tt,z1 =

С(х) , Z{ Х.

СG)еРu'" , Z, l,
где P(x rZ) - штраФная !ункцl,tя.

Полошлtв f 
(ц)= lп ц :

{Qu,z''= kcfi)+ p(x,z)
и следуЯ теореме 2, получиМ условиЯ связност!i Функции /!5/, совпа-
даDцие с /I3/ - /|4/. Этим условиям, в частностиl удовлетвqряет
tлтрафная Функция вида:

pт,z)= r(#), /16/

гле f|(l)t, 9!tt) ;l oi (х) - неотрицательнý.
Примеры Функци1 р для /16/z

{цft)-tr при pll,
или

p!).exp(!n) пр" лr О.

3. Свяэность областеit приrrенения парашетров в оптимаJtьаых реле-
ниях

С другоlt сторонш, ввиду того, что 9(r) ý 0
N-|

5л (а"Ь )> 5,' (a, Ь)-9 (х;.') 
"о. *,.Т.' ! r,-,, оГj 9аr' -

/ 15/

|Л е м ш а 3. Для оптимальногоN

I iZ все пераt{етрш х, € х Х отл"чнц друг от другаl
| а,/ мношества 8rr.(i ff) аепустш для всех t; € i f,.

До ка э ат.ел ьс тво. I/Допустивпротllвное, L!ы наilдешl
одинаковше параrrетрц Х|. и Xi+t . Т.о"д" O(7NrZ)= ов х\ Xj.lrZ)

Для /V - оптимального набора i Х имееri:ru0
О(с,ь, к)= ýр (а,о) =i р(х;) + 

loпn.z\dF(il.
а

ь
f

J 
о B''! rl а r bfl - 5"., (а,ф.

о
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ltrш получили, что 6@,Ь,К\=gш(4,D) > \H_l(a,0). Это противоречит
тоLlу, что оптимальное количество n!11::lleтcoBly' ;;:,tH;lмaлbHo. Следова-
тельноrв |t| - опт;:мальном репении все пэраD:ет!)ы отличны друг ст друга

2/ Аналогично предшдуще!0/ доказательсгву прt! допущении, что
наltдется параI!;етр х;6 Ifl , для которого 8r;6*) = Ф, ub получим

противоречие: при мевьrлем количестве параметров нэftдется эначение
оптиriизируемоГr Функц!lи, не превышаiJцее оптllмJм 5(аrЬ,К) . Лелtма

докааана полностью.
В дальнеl'tшем мы булем пользовgться следJющил,tи обозначеi{иямr,r:

дr; (i 
*)= ,о/Вr, (i *),

чх,. (i r) = 5uро*,(т k). ,

Т е о р е м е 4. Если Функrrия |Ulz) удовлетворяет cBoitcTBy
свяаности, то для N - оптимального решения существует совэкуп-
ность связных областеft примеfiения параметров lt;€ RP

Дока эател ьс тв о. Согласнолемме 3, все8*;(fi) tte-
пустш. Упорядочим Xi согласно возрастанию величrtаы Fr;6 N)

Тогда из очевидншх неравенств:

|ti(F*) < уr, rr^), l

/l; (Ii-r, х;)</х; (I*), I tпt
Тк- (i К) 5 V1,. (Ii, ti.l ), l (' = 1,2 ,,,.,k\
Уr; (I; . Х;11)ч< Jtx;.1 (Х; , x;,l| )

и cBol"tcTBa свяэности функции 9arZ) с;а.цJiет, что иt!т();,валы
(|xl(xi_rrri ), YIr(xl.rx,..r)) /iB,/

попарно не пересекаDтся. Следовательно, имеет место следующее упо-
рядочение интервалов /I8l:

4< Уr; (I1, х2)6лха (xl, хr) -. У;. (х2, Х5)ч< ... l ,rr,
...Ух._,(rd-r.Х;)sЛr,. (Xi-lrX;) ý Y1,.(xlrll*r) ý l( ,Лr;., (I;, Х;.,)<...-( Уr".r (Хр_lrХ6,)qДхд (Лдl_rrХр).( DJ

Теперь нетрудно убедиться, что последовательность граничных точек
ZtrZa|...,Z".r r_гдеУr,. (XirXi.r)s Zi < Jtt;rl(XirXH), дает нам

разбиение оrр""*"fаrЬJ на совокупность связных областеlr применения

оптимальнцх параметро"|Zr;G"), f =|r2r,..rN|. . При этом интервал
(Zfu,Z i)czr G n), (Zo= a,Zrr=b) , и для всех Z € Zai (iN)

!Пirz) < G(Xff\ x,,.z).
Граничную точку Z,. ( i= |r2 ,.. ,, tl-,|) в случее вшполнения условиfi

F(а.+), F(zi -),

относим к области "o""tlr};,i"';l*f*;' 
'r','ir'' , в остальншх случэях

- к области Z1, (I Р)

lýlcTb, далее,
g(хо) =^Tito,blY(x),

Н(IК)= {х; : 9(х;),9(*') , ,(.с ХК l.

D
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Л е м п: а 4. В k - оптишальном рещении

i/ fuе параметрц х,. € H(x-k) отличнш друг от дру;а;
2/ мношества, 81,. (' е) l гд€ Х; € Н(i k) , ""nycrn.

.] о к а з а т е л ь с т в о. Аналогично доказательству леrrшr 3:

еслi; либо |/, либо 2/ не вшполняются, то один иа парацетров k€НВ\
i,:c]i.:Ho эал,tен!lть на параметр ХО , в реэультате чего аначение51 (СrD)

уценьцается на величину9(х;)-Jt(х9 > 0
0тсюда следует воашоrность построения совокупвости свяаншх об-

,,lacTe;'t грименения в k - оптимаJIьном реrдении:
Т е о р е l, а 4'. Если функц,rtя 90rD удовлетворяет cBoficTBy
связ:{остrr, то для N - оптимальвого рещения существует совоlсуп -
:{ссть свя эных областеfi применения оптимальнцх параr.етров r,,€.tr- 

К

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала по способу, иэлошенноrry

хри докаэательстве теоремц 4, строится совокупность связнцх обла-
cTei fримененriя для отлtltчных друг от друга параметров. 3атем об-
лесть Zxi (ik) , есл}t существует в rft,пераметрц, совпадАрпЕ{е с Х,,

;,азбивеетэя прсизаольно на соответствуDщее количество свяаншх ае
годобластеl"t.

4.С нэкоторых cBoftcTвax оптимального ре!дения и вшпуклости пос-
.д едоветельностll /S* (а, ыl, ( k = |,2,3,...) .

t

,

Пусть r & ,rq(kt^|(m-Qlr2r..,'| - упорядочённце наборш опти-
]/а"lьныХ параметроВ соответстВенно /иЯ бхhrь) 

'1 SI*rn (аrь)
(a<xlsXa_ý... ý Хк ý 0,4sgr< Ча<...<9к+п, < 0),

;r(2k+ml- объед!tнение.наборов rК и !0+ttt1 :

@gW7ýWeý €WzB+tr,-l ý }Vz*+lrtS 0.
вцделi:м ,.,,, 7l2k+ml два аепересекаюц{ихся упорядочеrrнцх набора

й:r r (ml pnk+ L"ta) , ,д" !ь -Jч[ , L:;=t trr'.
jЛ е v м а 5. Еслi,i объединение оптимальншх наборов f,& о gВ'-'uоч.-
i:o раэQ::ть i-ra два непересекаюцихся упорядоченншх набора - (k+L'ln'

- ( k+ L"п|: Wз'^-',"l таких, что для всех ZChrDJ иrrеет место соотношение

rпал(G ft K,z), о(р(k* -|z)) > п а х(dfrаВ * t'',l 
z),G (Г,рtП+ l'П! il) l / 2о/

l 
ТС С:lРаВеДуIИВО СДеДУЮЩее НеРаВеНСТВО:

i 5t hrb) +9д- (о,0) r 5r tc,tn(a,b) +ýr*r,-(а,Ь) /2L/
Докаэ9тель в о. 0браэуец слелуюцрrе вшраlен}rя:

(й (u* t^!, 
) а r а 

irГо:*о,!(ur 
),

йr'** r'ч,)dFь, 
й. ,:-1fw,).

s{йо 
(&'lh) 

=

SlprЦ'l'l"t

}
с

[,,с

a

]У t - 5лиrаfiцее целое, Ее }iеньшее Р, [Р7 -целая частьР

,



|_r'rr'-.. l'] 
- r'',rr ", 

n],l 
'_ 

,пt 
"1".'Л, 

Бuоп,,,*,, ilw t) *

, 
*J[иfr,""r'''':) * o(frl""'']zl]arb) : },u,., 9rr.; *

lt,i:: t ЦfuJ;'{^|,il ,сrfuр(r' 
{'|,zуJ+ mахLЦff"'*t,c<;tt"Чzl[|a Krl-

1 fg,r., *J{H#"''l il* mдx[G(it(!'''^,'z),aitj""^!z,il|dFh). /22/

Аналогично вшписываеш fушцу дJIя оптиrryмов

$(о,ь) + S *., ro, о) f gc ч l -f сп*'','r) * п ох[.Цх*, z), е@ ^'Д |d rtzl / 2э /
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}tспольэуя условие /2О/ u сравнивая /ZZ/ п /ZЗ/, получимz

6*(а,ъ) * Sл.- (а,6) > 9(fu.tК'r'rr*g4аft*Дh) /z4/
Пз госледнего неравенства и очевидных соотношениlt

s(й("'t ) - sk.|(Q,b)
сrелует, что неравепство /2l/ спрsьедливо. Леrrrrа 5 докаэана.

Ддлее шл будеч рессшатривать только наборш йr"'''|',Йп0,(-l ,

состоfiхие иэ кошпонент упорядоченного объединени, й'zk '-' 
"ооr""r-ственно с нечетнцl|и и четнцми ношераrrи.

,Л е ш х а 6. Если лпя оптиriшьнцх наборов ЛК и g-Btt't'1 и проиа-
водншх от них наборов й!"U''rйr!Х+'t"ml ""рr""""rrо /2О/ не вн-

полняется, то паfiýтся параr.етры (ЦrWr|rЕ) с ;,tzk+m) и точка
Zo С tOrb] , удовлетворяDдпitе соотношенияш;

!(й,z'1 < р(Щr,zо),| /25/
причеI: 9Щ,ZО) < t(wsrlZol, l

а/ KicKa Z0 принgдлеrит областяli применения параriетров Ц ча ,

относяцлпaея к разнцц исходншll оптимальЕ!м наборам1
в./ парачетры g, ц Е , отличнц друг от друга и от оста4ьншх

пареllетров Wt еиr(Zr+'l ;

с/ значенпе перашетра wg+ находится строго ше8дr аначенияllи
перацетровЦuа:

ц < ht* < й. /zB/
Д о к е э е т е л ь с т в о. Поскольку неревеЕство /?О/ ве ьч-

полняется, то наltдется точка zo такця, что

пол[сrfilz'),о(!Ц*'',z')J. mй[GцПК,|п,|7о),цil4llt(ПlrlJ /zT/
Iýсть правая честь /27/ достuгает rrаксиtryца ддя шинорантш, оп-

ределяеrоit наборош Р* , гДе йf, - либо Q*tl+|'п| , либо frrk+ь'mt,
т.е.:
tЦп[3ax,z')rh@B*'),z)]. 6(й',zО) - 1ni п !фvr,z\!.'- - 

Wl€йr -''' 'Т '- 'r' /zB/
IIусть, далее, Wtl - вначеЕие того параuетре иа,|q -оптиliального

,aб"е, i t , в область приценеция ZwlrT\ которого входит точка71
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Аналогично ,.rr!r"€0'r''| , zoe Zn 
"(g'^'-'| 

. При этом, очевидно

!(Wrr, zo) - G(i *, Zn),

9(Wr,zo) = Цg(ri-|z").
Тогда иs /2?/ - /2в/ следуDт неравенства

?(Wr, Zo)< !(wl, zo)

9("*r, z')< ?0*,Z,)

для всех

Wl€i,t 
* 

.

/29/

обоэначим
й - rnOX(Wtx, Wtg )7

Ц = miП (Wц,Wti.
Неравенства /29/ справедJIивц, очевидно, только тогда, когда па-

рацетрц Vц, , Wtc и, следовательно, параrrетрц д ,О не принqд-
ледат набору Йt . ОтсDда ае следует справедJIивость утверпдения с,/
настоящеlt леrrмц. Допустив противвое, мы получим, что существует
совпадаDциft по величине, }rепришер с Е , п9раметр, относячп,tfiся в

силу конструкции,проиаводншх наборов к неборуЙ*, в то вреця как
аё йf . Но тогда, ввиду одно8начности функции oШrzl , одно иа

строгих неравенств в /29/ обратится в равенство', "rо противоречит
исходншм предполошенияli относительно точки Zo .

Далее, так как параметрц Л , а одновре!rенно приЕадлеш,gт Jtибо

к нечетноrry, либо к четноllУ набораш йа(k+L'ml , fi,lпШ'l'п\ r То
мешду ниllи долшен находиться параriетрW+r€ Йi , причеш в силу

ДОКаааНного утверr,п,ения в/ этот парашетр находится строго внутри
ивтервале /ц,й /.

Иs /29/ для троlrки (ц,W1*, й) слелует справедJIивость соотно-
rдениfi /25/. Вае утвер]шдения ле}i!iц докаэаш{.
Л е ш ш а 7. Если r!;rнкция ?(/.rZ) удовлетворяет своfiству свяэ-
НОСТИ u МЯ lt< lt 

,Fхr(l., tt) < llz (lt,Xt)t
и если в Heкoтopofi точке 7' выполненш условия:

g(Erz') < 9(w,Zn) tqц,z;)='gti,-,,l (Ц< w < Е)
a

Irо u"о*""тво8ц, (й'1 = 6 , где FJ- (Цrwrа) .

Д о к а э а т е л ь с т.в о. l[ноrество!r(w')-Ф , так как
вшполняDтся неравенства :

/3о/

/ю/
спреведливц оче-

виднше неравенства:
Оý !/r,(|trXz) < Уrl (lltIz) t</r1(IrrXa)<Yr.(I1,Iz)< 4
|l(.l11Z| < 9( х2, z) при всех Z < Jtц (ltrxr),
tш2,z) < t(/'lrZ) при всех 2r'li7t(Xlrl2).

Ие /Зl/ следует, что для 4 < tt/

9(цrz) < g(wrz) при всех z < рr(ц,w),

t(ЦrZ)< g(wrz) при всех Z . zo,

g(&,d < g(wrZ) при всех z, Zo,
Докgлем первое iepaBeHcTBo. При brz(Xlrl")- 6

/зI/
/s2/
/зз/

/э4/

t
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Так как zО€ Во(и,W1, то
Z0-- Уg(ц,w) <|w(ц,w) . /З5/

Иs /За/-/З5l тем более следует справедливость нер8венства /3О/

Аналогично покаэшвается справедливость Ееравенстве /ЭО/
Т е о р е м а 5. Если Функция g(xrz,) удовiетворяет cBoficTвy связ-
ности,|r,(хtr[э)( }Lxzkbxr.') при Xr(Igr }0)=соп9t , то пос-
ледовательность миниlryмов { 9r (arb)f (k= lr2r3r,..) вшпукла.

Д о к а э а т е л ь с т в о. Пусть fl(!'lt и йj{"' - наборш t
соответственно иэ нечетншх и четвшх коliпонентов упорядоченного
объединения оптиriальншх наборов Гt ч gвtel . Покаrеш, что с поriо-

щьD описанноlt нище процедурш llt{ иа исходнцх проиэвольнцх оптимаJrь_

ншх наборов Г& и gtЪОZ1 за конечное число щагов получим такие опти-
ltвльнше наборы, что неравенство /2О/ будет выполнено дJtя всех точек
Zc [а,Ь]

0боэначим через й1 - мно8ество отличншх друг от друга парамет-

ров W1 ,* Gk+P'\ . Очевидно, Mt{oEecTB о for€ WQB+z' содераит
не болееZlt+ 2 параметров.

Пусть, даJее, на первош шаге 
"еравЬ""r"о 

/2О/ дJIя указаЕншх ис-
ходнцх наборов вшполняется не на всеш отрез*е [ОrЬ1 . Тогда, сог-
ласно леriме 6, наfiдутся отлич$ые друг от друга парашетры(WlrrW{,

Wtc)ý щсw 
(2k+2) и точкаzО, Zoef"'r4xД) rZo€Zwr"(7G"'),

дJIя KoTopьIx справедливц неравенства /Z5/-/26/. Отсюда следует, чтс
область пришенения параriетра W+r относительно исходного набора па-
рацетров /IR uлп g(l+2) / "а*одir"я целиком либо левее точки Zo , лч-
бо превее. Иэ лешlдl 7 следует, что в первом случае эа}iена параriет-

раWlс н8 параметрц=miп(Щr rWлс) , во Bтopori - на парашетр

E-rn4l (W*r,Wзr) не увеличивает эначения сушмш /23/ прum=Z .

3начит, наОорш Ir л 0("2) " ,"rr"rенным параметром lл/f * така€ оп-
тиriмьны. Аяшогично поступаем с парашетрами, совпадаюцп4!rи с Wf r
При этоГr операции riощfiость мношества отличных друг от друга п9ра-
шетров lfrу l уменьшается по KpafiHeft rtepe на единиrlу.

Если теперь нет более точек, в которых не выполняътся /2О/, то
Ео лемше 5 следует вцпуклость последовательности {9t ra, Ь) l , так
квк при m ё2

Sд(о,0)+Sд.а (O,bl > 2Sr.l(O,h),
В противном случае делается новшit шаг согласно описанноlt проце_

дуре. При этош на каЕдоli шаге параметрц }Уlr.Щ, вшбираптся иэ
шноrества Й1 . Поэтоlry череэ конечное число шагов, не превцщаDщее

2k+2 , *, iо.,rучиri оптиriальuше наборыir, g(+z) , для которцх не-
равенство /2о/ выполнено во всех точках отреэка [OrbJ . Следова-
тельно, по ле}шrе 5, последовательность |fu@rh)l выпукла.

|Т е о р е u а 6. Если выполненш следуDIIие условия:

tal Функчия f(Irz) удовлетворяет своfiству свяэности,;

|"/!rr(I')< JЦr.(i2) , где it- (ц,x)rxl<'la ;
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с/ для отличвых друг от друга парахетровf,l€iа-(Х7lIд, х1) EaJt-
дутся неr\устше области 0r, (i'3) , то дJIя проиавольноfi полоtитель-
Hofi Функции Р(х)
I,/ последовательность riиниtryцов {S к @rЬ)} вшrцrша,
?/ для ft - оптиша.пьного набора7t сtrществует TaKof,(*+/) - опти-
rrальншlt набор 

' 
((+r) , что параriетрц {|eia't чередrDтся с па-

раметраши х| е ir :

,Tf_r<,r|."q lt ([-1,2,...rk*/; л\-0ilt ,, - b)z

З/ для граЕичнцх точек zf """""n:< 
областеlt приlrеЕевшя Zrr, {ir) k -

- оптимального решения наitлутся чередуDпЕ,tеся с нишх граничЕше точ-
*" Z,k" свяэннх областеft пришенения Z^з,ч 1r*") k*/ _rоптшчаль-

ного решения:

z!-, < Z,*" < z^, (i-1,2,,..,k+liz| =zri'=a, Z|ч -Z!i=b)
Д о к а э а т е л ь с т в о. Иэ оптицальншх наборов хв пR(k+lа'

обраэуем наборш qп(R t !'пl п йntt'{t'J '"o"no"*" иа ко,поневтов

упорядоченного объединения p(2k+rn1 соответственно с нечетнцllи td

четнцми номераши. Тогда для всех ze[orbJ спреведrиво неравенство
/2о/.

Доrтустив обратное, lrц согласво лешце б наfiдеш точку Zoe[arb7 ч

,параuетрш (Ц.W,а)Gй(аt'-' , (<w < Е , такие, что вцполняDтся
нер9венства:

gtйrzО) < g(w,z'),
g (ц ,z') < 

9 
( Wi zn).

Тогда иа лешшц ? следует, чт,о tlноtествоflr(grуrД) rгусто. Это
противоречит условиD с'/ настоящеfi теореrш, }t, следоватедьно, Еера-
венство /2С/ справед,rиво. Но тогдв по,лецце 5 справедливо нерввеЕст-
во /?l/, откуда приm.2 шд поJrучиr. соотвопеЕие

Sr (4, 0) + SK*a (4,0) r ?ir.t И.0).
т.е. последовательность {St(atb)| шrгукла. Утверrдение I./ теореш
доказано.

При rп -! па /2l/ w получиri соотношение
5д (оr0)+Sд *1(а,6) - ý(й.(е" ) + g(frj) } 5д.. @,ь) + ýK(orд)

откуда след,ет, что кошпонентц с нечетнцtи Hotaeparrи упорядоqенного
объедивения k - оптишального .7t ц (k+t) - оптrdriалýного 

'r(r+"наборов обраэtrrют TaKIe (k+/) _ оптиче,rБннft набор й::'П
Определим дJtя иавествого k - опти.ал*вого набора Fе-. и произ-

вольного Щ+tl - оптишального набора qG+lt такое цаксиIвльво воэ-
шоrное число nnrc(0|*t ) , что

Оý*ýrrý...1 Uа€д;( 9п*1 :1 иеF!
а такЕе текое шшЕt{Iально воашоrяое ч}fсло L-[(!|"

Uп+1 С ап+2(",1ча+t 1t1,,l,
Среди Bcex(I(+/) - оптишальЕцх Ееборов gr+| с

,

т

tос

, что
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l|o- rtaax п(q*")
<0"'- опru,ц,

вцберем наборш с .

Lo = miп t(g**'),
l 0 

r", п(0 Kt|) 
= п1 0*| опг,ц l.

При этоlt всегда наltдется (k* tl - оптимальншlr наборf K*l е !Lo=k.

fiопустиш против:lое1 т.€.пО< ( . Очевидно, в этом случаеlО+/ .Тог-

да, если lo-- 0 , либо 2, мы получим для набора il^Gol) 9начение

r,:!lсла пtй|t"l1 , превш:IrаDщее /zo, что противоречит максималь-

ности u""r" ПО . При lo-2 мц получим значение числе п(й:'l)-пО,
но при этом

((P|l-r,,=[+] -Lo,
что прот}tворечит мини!iальности чиела lo. 0тсюда следует, что всег-
да наfiдетс 

" 
1!a+t) - оптимgлььшlt набор 7 k+l , п8раметрш которого че-

редуDтся с параметрами rr. G Г t согласно утверJЕдению 2/ настсящеft те-
оремш.

[ýсть, далее, ;t " 0r" - соответственно.* - и (k+D - оп-
тиliаJtьные паборш параметров. Дя докаэательства утверЕде}rия 3/ на-
стоящеfi теоремц дост9точно покааать, что дrrя чере.цюцихся ,(/ и Ui

наfiдутся Taкlte граничные точки z1&*' , что

zf_, s z|"* z*, (i = /r?,,,.,k*l) /з6/
дпя атого нач понадобится докаэать с"тедуюшц]е соотношения:

Z|-r< lx; (t;_,,x) \< vritx;, ti.r) ( z1, /зs/

'0g,(Ui,lJi*r| < Z,,*" 4 lцц (Чi, !r,)q /З?/

|ц(Х;q,Х;) \< !girr(U;,Ui*t), /Зs/

'ly; ( !; , !; *а) \< У1, ( t ;, х ;*t) , /4О/
Соотнощение /З?/ и краftние неревенства в соотЕоiiении /ЗВ/ слеЦу-

Dт иэ того факта, что граничная точка Z? для набора rЛ находится
шеrлу областями применения параr,rетров Xf z xlrt . Неравенство

JJri (Xt-t, Х.. ) < YI, (Xi, r;r.r\ СпРаведJIиво, так как в противно[{ случае
неццась бш такая точка Zo , что

У1; (I;, х;+7) < Zo < ,|tr; ({;-r,t;),
откуда следуDт черавенс ]ва

t(x,,z)> |(l;ц,Z) пр,! z l Zo,

!( x;,Z)> !( Xi-l,Z) при Z -< Z О

П Вl,Ui-l rIi rЛi.r) - ф , что противоречит условию с,/.
Докаrеш неравенство /39/. Справедливость его следу€т иэ соотно_

щениГt:

Jlxt Ui-t, xi ) < #xi (!;,y;), /зg'/

lll (g;, Х; ) \< ly,*, (9;, !;,t\ , /ЗgУ
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Деttствительно, допустuм, чtо /39]/ не иuеет шесто. Тогда Balt-

дется так9я точка Zo , что

JЦ, (!;, x1l < Zo . Рц (х;-r,l;) /4l/
и

!(l;,zo) < !Ut,z"). i4z/
Из правоfi части веравенства /4|/ следуеi, что

g(li-t, Z") < 9(r;,Zo). /4э/
Из последних двух соотношениft получим неравенство

!(Х;чrZ") < tЦ;,z'). /44/
Так как li-l( Цt 1 х-,. , то в силу условпя в/ и неравенсть /42/ ,

/ЦЦ/ иэ лэмrБI ? следует, что fl,o (xi_lrц, I,.) - Ф l что противоречит

условиD с./ настоящеi't теорешl . Такиrr обраэоr., неравенстЕо /Зg0/ доке-
ааяо. Мыtогично докезцвается неравенстЕо /З97 . Па /3g'/ п /Эdi
сле.ryет справедливость неравенства /S9/.

точно так ае доказшвается справедJrивость неравенства /ао/.
Далее, из соотношенuft /39/-/4о/ слецу€т1 11,19 lдно8ество допусти-

мшх граничнцх точек, определяемое соотнощениеш /З7/z
['l!!, (Ui,lr.l) , |li,,0Ji.Uru)J ,

пересекается с oтpeakoll
I l ri ( l i- r,I ; ) r 

yr,. 
1 х t, 1i,rrll 

С [z!-r,z', ].
отсюдв следует, что точка Z.'- l удовлетворяDцtая соотвощению

/36/ rсучествует. Теореша докаэана полностьD.

5. 3аrrечание об алгсритме реtцения авдачu /4/

Вшчисление tixta,bl| в случае Функции ?(xrz) , удовлетво-
ряюполlt cBoficTBy связrIости, MoIeT бцть проиаведено llетодом динаli!{чес-
ксго пi)ограriширования. Дя этого, в отличие от /5/, рассlотриц экви-
валентнJп0 эадаr.iУ, фиксируЯ не чиелО парачетроВ rlrХеr...9rд 1ё ко- -

личество последовательно располоаеннцх нq tа, Ь1 i,tнTepвaroв (Z;_rrZ,.),
в ках,дош иа которых применяется один параraетр, эависяtlиl-r только от
концов укааанншх интервалов. Такиrr обраэош, рассшетриваеr. аадачу хи-
чимизации Фувкции в.uда /6/l l'

Li.l ф(Z;_t r Z;,l), /5/

е

5r (@,Ь). miп
a'Zo lZ 1 1 .., 1 Zц =ý

где

tъiп
х е [a.bJ
v

Iц9(ц,УlХ)rf(л) + ?k,z)dF(Z,. ý

0бозначирl череэ I(Ц, у)
Q ( ш,ц х).

!.лtя /5/ ишеет шесто рекуррентное соотноц!ение Беллrrана :

ý; (a,z) -_п9п [.giч(а,z')+ lp(z'rzrx(z',z)|7. /45/o.z'lz
Поэтоrry н8 первом щаге алгоритrrа вцчисляем для всех эначениl-t z

в уэлах е - сети величинн g](а,а, x|OrZ) rz:(arz)rzr, (a,z) :

_ эначение пара}iетра, riиниш}tэируDщего

l



о cBoficTBax аяrачи оптиrrального Dеашешени 9l

5l(o,z| = лтii,о] ф(а,z,х1 = tр(а,Z,х (a,z|) ,

r,lrta,z) = x(arz),
z| (o,z) = а,
Z|, hrZ1 , Z,
k -ш цаге алгоритlrа (k= 2r3r..,rК't. вшчисляеrrl по форфле /45,/

в уэлек € - сети величинц:

0

На

л.llя z
. 91 t4, Z) - 9rч (а,7) + ql (Z, z, х (Z,Z)),

z|.rtarzi=2 l гдеZ - эначениеz' , миниrriиаируDцIее выра-

ае$ие в KBaJlpaTHtlx скобках в /45/,
z: (o,z) = Z,
х'" (a,z) = х (t, z).

týrсть rъ - шоlщ{ость € -сети, С - трудоемкость одноfi опера-
ции.

На проведенrе шlчислениlt по метод,, динамичеекогс програшriирова-

ния требуется в общеш случае=Сп2К операцшfr, если в паtяти хра-
нить все К т9блzц ts"ta,DrZf,_, (a,Z)rl'i, rarzуl д[я всех зна-
чениtt'7 в уэлах ý -с€ти, либо =сп2КN операциfi, если хранить

указаннце таблицш только Еа предшдущем и последующем iд8гах.
Если ишеет шесто cBoltcTBo вшпуклости последовательностr: {Sз@rd

то Br,ecтo значения К сле.qуе,г взять величину miп(КrN-/) , Talo
как счет *(О,Ь) сле,цует продолшttть до тех пор, пок9 Sд/@,0) пре-
вцщает 9r*l (Оr 0) . Если, кроме того, имеет шесто эфФект чередо-
вания ,ou"* 1(,. " x'i' , " ,"**" 2_,t " zt;' , то для счета Sy @rЬ)
в паuяти необходилtо хранить эначения 9rч (QrZ) только мя Z €
е [z|!r(ar b), z|:| tarbl]. Оr.од" слелует воэлiо:t(ность организациi,r вш_

числительного влгоритша с помятьц) порядка r,rочдrости ý - сети с Rц-
дече!t оптишальнцх решевиfi беа пересчета эавово проuеауточншх решениft.
Более подробно описание аrгоритма решения paccrroтpeнHolt здесь эад9-
чи будет прпвdдено в следуDщеft статье.

Поступила в редАкци:о 7.4. i969 г.
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