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ý I. Ьоднце эашечания. 0сновнше обоаначения и определения.

часто воэникает необходимостьперевести с пошощью допустиttого
управления упревляеlФm систеlry с дискретнцл, управлением из ее на_
чального состояния в другое, наперед эаданное, таки!! обраэош, iTo-
бн определеншлlt функционал, "аависячпдfi от управленияl достиг8л сво-
его наишеньшеtо аначеЕия. В частности, к задачац подобного рода от-
носится задача оптиuального бшстродеЙствия, заклiOчаюцЕяся в отцска-
нии управления, которое переводит систеlry иэ одного состояния в

другов эа шиниltальное число тактов уЕравления [' ] .

Трудностш, свяааннце, с реrцевиеш подобншх эадач, усугубляDтся в

общец слtrцgЕ неэнанлrеч тогоrсуществует ли сашо решение аадачи. Эти

две трудности в аначительноfi шере преодолеваются, если мы умееи
строить шHoEecTBa управляецо"r" I Z l " лосr"*иlrости[ З lлп" любоft

Фиксированноfi точк!t фааового Еространства.
В статье иDлагаDтся методц приблишенного построения шноцеств

достшIицости t{ упрввляешости, проводится качественное исследование
cтpyкTypl| атих ltHoIecTB и иsучаются cBoftcTBa оптилrального управле-
ния, свявдннше с их топологиеfi. При этоtl lrц предполагаеш, что мно-
гошаговцll процесс опиёцвеется систешоit линеltных раэностнцх уравне-
ншfi вида:

I(п)- А(п|7И-t)+ 8(п) П(п), /LI/
где У(/l) и 8(п) -шатричнце функции соответственных размерностеfi
Пtп rй rS, Е - столбцошrtt rE -шерншfi вектор, описцвающtй состоя-
ние управIяешоl систеlл, Е, - столбцовшfi S -шерншft вектор, кошпо-

нбятц которого яв!яDтся упревляDц}traи парашетраши, причеш для всех
п} / Е(п)€ U / U -эацкнутая вцпуклая область ив Е. /.

В статье принятш следуDчЕ{е обоаначения:

FftС. U) - r.HoIecTBo всех начальнцх состояниlt /прu П. Q / сuсте-
щ (r, 

') , иэ которцх систеца цоrет бrrть переведена в точкуХО_ с
почодFD доrтJrстшIого управлениа. ./цноtество Jrправ.rяешос,ги ьl,О [2J t;
Г.. (I', U) - uнorecтEo нечадьнЕх состоянrrf, систещ (/r/} r хз кото-

ршх оЕе loteт бшть перевелена в [О sа 
'L 

шагов /шноrес{во управля-
.glocтrt в F' аа п rдагов/;

0, (i. ц1. {(i - д,lu)... д,tп:lЕlз пе UIl
v(O.U). [tа'-d);ЕеU};
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fio.U) -шноIество точек иэ Еm , в которше шоtно попасть иа,Fо эа

конечное число шагов допустишого упр9менйя ./чноrество достпашtrос-

тч uе Я" [з lz;
Sпýо.U)-шноЕество точек иа Еп , в которце шоtЕо попасть пэ точrи

ХО ааrL шагов доrцустl.tllого упрамения /tHolec1go достttlихости шэI'
аа R шагов/;

Двв-{п*9l2y,€l|це0l;
llill -ф!-;
llr{ ll - r-;, ot , е слп Д. (@rj);

ГР -гравич" *с"ýiд}Е l'', lli-i'['9 },

dlmР -раэшервость шноrества Р /uе |л /i
|,опgд и dф д - соотвефственно раtг и оп еделптель чатршцлl / ;

{0lr....0o l -r.атрица paarrepнocтum+p, каrJFш ! -ш сfодбцоrr которбtt
является .соответствtrrпщfi д -черншtt столбцоцrl вектор j[, i Считаэт-
с" [З,а] , uno сиетеша /Irl/ упревляеча в точку iО , есш F(i: U).
. ý, .Всли к Torýr Ie дJtя всех i€ Е-

F(r. Ш. ,Er,r.
то в атош случае булеш наацвать систэrry /I.V абсолDтно управляешоlt.
Все остальЕaе определевия ш обоэначения булут наIи вводштьGя по I€-
ре -необходrчостп.
В статье иссr€дуетс"il, 

""* 
Елхяет вид шатриц |Дtп' i и|OСrъ)} , "

твкае раэIерность и раёполоtевие в простравстве rпlоtества U вв Ео-
пологиD и paвrrepнocтb шпotecтB

Fп(i,о. U). F(rо. U), Sh(|O,U). S(rо. U).
Укаэцваэтся приеlД для приблпrенного построевия этtо( lлoIecTB ш ре-
щения вадачи оптшшального Oцстродеttствия и эадеч тtiпа .вQцачи llалера.
Поrqlтно нЕкодятся условия упревляеrrостtt и абсодвтвоfi управJяеIостr,
внполнение которж, как неши yle yкaвцBaJtocb вцш€, шшоет чрээвrчвf,_
но большое вначеЕие.

Сначала расс}!атривае8с,я сеtщft общ!ft с,lryчаtt аадФl}tя спстешr./I. I/.
В дальнеfrшеш исследуется вдиянше рабличщ Факгорqв Hi топодогrэ

Г(ЛО. U) и Sfi1 U) в реэультета более детального рассIотрвнrя
cBoftcTB liатриц | Дtrъt l " l0tв) t

ý а. ооцд.rе cBottcTBa r.BoIecTB {9n(xo, U)} " {Fо(Г.. U)' . реэ-
ltepвocTb r.HolecтB Sn fin, Ц)

[ý6лпцуошая честъ статьr воеIт э ocHoBHoI вводrцl харевтер..Про-

i

долlэниg сгваьш будет, оrrJrбликовево в очэр€днllх ноIэрах сборвrкв.
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ilрич€ш Е(t)е Ulk. /.Д- )rгле [/ -эа!tкнутая вцпуклея область 
". Ес

({с s < лz)
Очёвидно, что состояЕпе на /z -ш шаге определяется с ,поriощьD

форlryлш: 
п_1

r(п) - B(лl й(.:r.) **Е дh).дk-ll...А(k+iвO)й0l"
, + А(пl. А(п-11.. . /07о. /z.z/

}tэ опроделенllя ltнotecTB f,, (]xО,U), F(FО, U), SoFo,Ll) и 5(F0. U)
сдвлует, что

S.{r-, у; -
а прrп r / цяоrества 5о([О. (/) и

) = ХО. /z.3/
аадаDтся с поriощьD ра_

/z.4/
/z.5/

/z.6/

Fo (iоr'U
FоГхо, U)

вевств:
' 9,,

+

F,. бо,

(io,1!l - [[ktпlаOri * f оаl...дk+l).Nklоц)+
Аh). Аh- о... ДO7о] : й (klc t! |,

Ц. {r; Д@). Д(rc - |l.,, A(f)x - хо- Z i Z € s п6,, ll)|,

Ffi,.U) -Д F|(Rо,IJ),
прич€l.

ýtяо, U1 - 0о116о, !!). /2.?/

'В(k) з 8 - {Бr....iDсi C/<- l,,..,ft),

АЦ|,Бi - Е r'ii . 6,,' ( k-l,,;,,nij,!- /,...,5).
Еепрпrrер, /z:lz/ шшеот tecToi есл}tý.rl2, приqеш

А(ý.Р, oi' н', 3 . Н'Ь,н'.,
гдg Н -п9рlвя вЬша"онмь, FJc. Е . В данноli случае

п.юlt
/z.|z/
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(t) [ О при [, /,

'i,, - t;Д прлi< /.
Слелует отшетить, чтЪ в общеш случае условие /2.1Z/ не являDтся не,
обходишлши-для выполнения нианеft оценки /Z.ll/. сднако если спра-
ведл;4во ,/2.|О/ и ишеет ,d/tecтo то,,Llество

ДШ)=Д (k- J,....п). /2.Io'0/
то д,rя вшполнения при rz> / равенства

dim 9оGО, U) - rаЧ0 /2.1lll /

В. В.Лаонов

необходl,tмо и достаточно наличие равенств

ДБl - 2 tr,rБ, (1,! - !,,,.,5), /z.пl
В частltости, в случа" Д=(7i бц) ч3-2 условие /2.12 / вrrполняет-

ся:
lu Ьr, - tl, Ьа+ trЬ21, l, Ьы - tc b,i * trbri,

(i=!r,,.,п); если ai} 0, )t= ti+ flý(0'+ 0, bot - Е'%,,
- (i)где5- - q+ C,ffi ,|цr-rrf + ЦйI, , l1 € l0,1l,

причем (lr- rr)2, -Цпtе.
0чевидно, что при вшполнени}r /2.1O/ u /2.IO / соотношенпе /2.9/
ишеет вид:

di m gо ВО, U'l - РОП! lбп,,.,-Ь g. ДБ1,.. ., ДБ g,,. .,

Д'Ьr,..., Д|Б6,,.,. r,ДО''Бr,..., А"''Бrl.,. /2.g0/
.Щокахеш, что для лобцхпr2 ,Sэ / таких, чтоrп кратно ý , сущест-
вует ce}ler'tcTBo шатриц ,4 u f l удовлетворяDчт.lх условияш #Д+ 0,
гоп?В=S , в случае которых для Bcexnr / справедJIивотоIдество :

dim9о(iО,!J)-miпh, Ё tlап?В] - rttiп[m,пg1, /2.в/
т.е. в данном случае при лобошпl / достигается верхняя оценка
/2.Il/ яля 6|i69o (Io, U)
пусть матрицш ,r4 и ý r удовлетворяDцIие /Z.lO/ ч /2.IO /l эадашr
следуюIIDtll обравоll:

l/ uатрuца А является диагональноtt цатршцеft:

где 
^,:iJl.;;j: 

J,-,]1l
[*о лрu(р-l)s+t.I<рg, /z.I4/

причеш

/ f 
';2/ шатрица

0}*dr

Ьr'r.... Ь',

гДе

ýз
Ьбрjr..., Ьa.р"

при

Бr,.. . . Б,

/2.15/
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DiJ - DЦ-s

dot В'+ 0,
(L-lr...,9il= 5+t,.,..pS), /2.16/

гДе

в данноrr случае

Р,.": }:
Цr. . . Ь.Е

0'

Cn ,= l Ц,, ,.,
lbn,.. . Ьr,

=l.
[ъ",.," " а;.r;, ir" ь,', о"',. .'. . ir. ь..rr, iY'Ьr,'.,,....{i'D*о,

.lz/

Б.,
,l,

., АБrr..., ДП'' Ьrr,,., 4П''Б, | -
Jrb", r.., r7,o'' Ьrr,..., )!'' Ь.

АБ,,
Ьц r... '

l:

/z.Is/

8j " t_e,
/2.19/

/2.zo/

/2.22/

/2.zэ/

Иа /2.|?/ сле\ует, что бр явJIяется квадратноit !датрицеfi раашернос-
тиРS х Р9=/fiхл?. Если булет установлено, что detcp +Q ,то ,геш са-
мцll !{ш докаlем, что

rопgСп =

L

Sn при /-< Лs Pr

m ПРИ П}Р.
НО бр является левшш кронекеровским проиаведен}rем матриц

Се = 8ý, LP,
"д" 

8ý ишеет смшсл, укааанншr! вцше, а
!, dtn..,, drР'|

р

|, dpr. . .,.doo''
На основанuп /2.I9,/ заключаем, что

delCo - (det 8s)P. (det L\s t 0, /z.2I/
так как det Се является кронекеровским проивведениеи_ определителеrt
llатриц Вв " LP , det Bf0no опр"дёлению, причем det LP предстамяет
собоlt не равншlt нулю определитель Вандермонда /все а1 1тааличшr,/.
Terr сашлм мш докаэали справедливость /Z.B/.

Аналогично моано пок9зать, что еслд ,4-Q,6, ), глеrlл*;lу при

r+ V , и с}rществует T9Koft вектор Б*= ý t, 6. , 
n"ee 

кошпонентц ко-

ТСРОГО Не РаВНш НУЛЮ, ТО ПРИ /Ls Пl
dirпSпGP, U) l m4х(п, rачВ),

dim5. (iО, U) = m.

ý 3. Определение dims"Boru). Вид мношествSл аО, U)

При вшполненuи /2.IO/ и /2.1O / мя точного вцчисления

ditt 5п(ХО. U) строится следmщ9я послеловательностъ llатрич6|...,СП
и иl, cooтBeтcтByD:mle шноIесfва индексов J'r. . . , 7',
где Jt+r с Ji Е l/r....,!!, Ji =ljr':l ..,l|,irl,

Обоаначиш 
""р"" 8('J шатриt{у, составленную иа столбцовбr, такихrчто

je J . Легко проверить, что каковц бш ни були Д " 0 i /Z.lО'/ 
"

7Z. lO" / rишеDт i.ec'o ревенствв
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dtrnS,,(io. U) . rап!СЕ-.;rU^ь
где при п> 2

rfr _ I G"'' i дП'ЬГ'J) . если J,., ,* д,.
9 

[ 
'"-' 

r если Jo = Д,

" 7о представляет такое шноIество ""о"-Ё;;в 7r.-.

D.l

!(rП'-rпtпli , j.7n-, i А"uБi+ f;t,,el'-n},
i'i'= *to ll , i, 7r-l, i> i'r:| l А "'' Бi +

F.Prl
i i цеi'" *E"" l'''Бiч(,.)},

где предполегается, что

с^-.= {rf 
-'l. 

. . ,.'Ёi;, 
} 

.

, qто

/э.l/

/э.2/

/з.з/

/s.4/

/з.в/

/з.9/
/s.юл

.rcl

При этоrr /З.4/ ишеет сliцсл nn* ,о".о'"'r' когда
17r|>t, l<s <kr. = l7,nl.

щtоrество l' является такиra шноrествоll индексов, которце удовлет-
ВОРЯDТ УСЛОВИЯrl:

tэ.s'/

/s.ql

ts.z!/

/s.5/

tз.э't

/э.6/

/з.?/

о

.(о
tl з I i

i!o- пiпl 7, jt'!,, i < в ; Бlrсп + f, цБ," СО}, { .е,. :..
о

tап96,

Cl = BEJIJ ,
Так как

l7,1>z l7rl> ,, . > lYnl
или, что то te сашое,

S >, kl 2t, . . >l kn >а0,
ПРИЧе!' в

dim $ofto, ll!. = Д &г ъ( /7l оiзl
то

&r.
>,l
-0

при/(пlfu*l
ПРИ lL- |L*a

ГДе 
!<пП<m-r,ап9в.

Следовательно, в случее постояннцх { ACnl l " l 0 @l IdimSo,, (хо, U)> dingo(ro, U) 'np" ji о <'rJ*'- lr'
dim 5п (r', U) r dimSo*(To,LJ) прш fL 7/2t,

приtlеri, каково бш ни бшло | ,
dimi,а-Fачь,ъ(7О, Ul= mах dim SnBo, Ll) ,
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Кроше того, в случае постоянншх lдhl l л lТ{nl I

3начит, в даннош случае

dim SBo, U) =

т.е

ство ýл (ХО, U' иrrеет вид:

sлrхiJl= у);" * (Е/)0Е* *t, Еr,,,д'''Б,,',u)i(tцl,...
,,.rtl,kl,, , , tп,l,.. . ,*zrtо) € Qo (iоrа*, lJ) |, /з.12/

где й,'€ Ur ГtJr9lп(iОrа|U)-аамкнутая вшпуклая область "" Е t*, ,

приче'' бС Qлr ГQо i'l
Очевидно, что для R7l R* !,-i"?;-{ 

ul-- 1iiP,'f 1'* д')ра* "Ё Ёt \iдi''bi:i'J,{t,,,,.. .

, ",|
где Q,.(rзй-, ui ;l;;*:] i""?-;,,'J'"rJ-*'u]o ,"о*"", 

"""" ""';';{.
Обовначиrr Tn- (tr,,,..., tа,k") Так как при /L+s< п*, s >t l, Бi '

Ея* = 

' 

iП*'з io". ЕF.j*, i tц1= 0

(i- 4+lr,,,,/L+S i j -t,..., k;)J, tr, прост-является подпространство!l раэмерности

r то нетрудно заметить, что Nп rL.> t

hl
Ek,.
a. t

/з, l l/
кашдое шноше_

|,п- Ek,
ранства- 

'f
n+a

Er,' 9" (то, а\ а€ (? n*, (Rо,а*, lJ). /з.тз/
В oTorr случае прu У > .t

g;*r G',E*,U) = Q2 (iО,а*,Ll)ЭQа-r(rО,Е*,!J) tз,rcl
тогда и только тогда, когда Я яв,Iяется таким llинишальнцмп>?t ,при
KoTopori

условие /э,l4,,,," ""j:i"=, 
u",""li,,;l; 

#l;нечнош fi , ""::'::!-цествует ,.иниllально"ft.>ft. такое, что

дft = 0. |з.rclt
Иэвестно, что,/3.I47 вшполняется лиtдь в том случае, когда все числа
шатричrr z{ равнн нулD, причеri

ft = .rnOX ftt , /З.$/l4i4p
где л/ - раашерность i -it по счету диагональноfi клетки l[ордана в

кононическоfi цатрице Шордана м, Д . Легко эашетить, что в случее
проиsвольноlt систеrдд /l.i/ 0:l

5п(я,,U) =[ 4срлtр-о.. :!!л,|"_" f_Лспl... /э.16/
.. . А(k t)Oц)a*Jo so 16-, Y(4 i 0-i) . . лиs /3.16l слелует, что при поотояннцi ' |Дп)lr|Вful| для П> fi

9n(io, Ш = 9а (б, U), /з.l7/
если ишеет rrecтo /З.l4/. Еели re справедливо лиiць /3.Ц'/, то для
nrA

So (Ео, tЛ = (д\") @ Sa (0, U), rc.rc/
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т.9. гри всех ,,L>fi SofiorU) получеется пs St(бrU) в реаульт8т€ п8-

рал,тельного переноса, причем

tim 5обО,U) = Sa 6,1Л, /з.lz'/
п,+ф

ссли всэ собстве:tные числа матрицш ./ по llодулю шеньше I. Кроше то-
го, в случэо.7О- б лп"r7 1ff справешrиво точное равенство:

So (а, U) =-Sа(б, U). /э.l?"/
j то же вре[|я при отсутствиr,l вшполнения условия /3.I4/ .для любrrх
п>2

5о(б, У(а*, U))э So-. rc,V@*,U)), /э.lg/
dim (Sr(6, v(й*. U))t so.l, (б,v(а*,U))-0, /з.2о/

есlт;: В*еU\ ГU. Следует отшетить, что в общеш случае при проивволь-
,:ых {.4(п) | и {0(rz)} р"""""rва типа /З.rl|'7, /Э.lg/ ч /3.2О1 не

,!меют tlecтa. Например, в случае одношерного процесса
х(а) - аtп) х(п-|) + ц(п), /S.2l/

:де

O0t) з
при
приt

I
Iiэ

ft- 2 ч ГL = 2S - t (g- f,2,..,l,
п-29 (9 - 2,зr.,,) |йс LJ=[--!,l],

MtioшecTBo

I t-l, tJ при lL={c
I

5п(О,Ш- { [-?, а ] при 1= fg (S-l,2r...),
[ [-3,3] прri lt-?S+/(S=!,2,...|.

3 рассмотренном приriере riношества 1otl, U) nyrbc"pJrDт, при нечет-
rl;ix лL расширяясь, а при четншхr1.r| сшимаясь, т.е. соотношения

/3,;?"/ л /з.I9/ не ишеDт шеста для проиавольного /L

Поступила в редакциD ?ý.3.1969 г.
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