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дополнительнцх условиях сJiцествует стратегия преследуемого объекта,

гарацтируюцая ему п,эи л;обом лспустl{1.1сr.,. говедении противникs плату,

отличную от нуля. В данноl't стетье -lpi,: l:ёсколько более ш,естких до-

полнительнцх условиях та Je9 са!iая стpатегия преслед,еriого объекта

использоЕана дла вш,rислеilия оценки снизу плеты ,/О.6rl. А именно до-

казана
Т е о р е м е. Пусть для выцеописанноit диФiJеренциальноit игрц вы-

полненц требования:
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гле {* однозначно определяется сJtедующими соотнощениями:

fua Siпurt*=ksiп uе !*е /о.|о/
IO=alr{. F. __' olтогда, во-первых, существует стiатегия f i пrеследуемого объек-

та, гарантирующая вцполнение следующего неравенства

pr 
fttusaot*-r)- #,rcosфlt*-,ll- Р* /o-i;/

при любом допустимом поведении противника;
во-вторцх, существует стRатегия fj преследующего объекта, для

KoTopofi ь /O.il/ /прцТi 
' 

до"r""""Ъ"я paвeiicтBo;
в_третьих, DioMeHTE времени

t';. ., k = 4r2 ,,, ,, /о.12/
для которшх при применении объектами n"p" 

""p"r""nit f| , f: насту-
пает равенство

п(*,?) = Р*. /о.|з/
обраэуют бесконечную воэраста:nэцую последоЕательность, членш KoTopoil
ОТЛИЧаЮТСЯ ДРУГ ОТ ДРУГе Не МеНее ЧеМ На ВеЛИЧИtl'У

/с.:4/

;. Пусть в i,reкoтopыit момент tf urnorr"u!{ý след,ю:lие условиri:
F(ti)-Fl-do,0 |, r*{i,')- Ё {va + vr,0l . /i.v

где в Фигурншх скобках стоят проекции Еекторе "u 
j"" 0'Х' ,Q'|' uоор-

динатноfi систешц Q' /"u,рис. I /, а do - первое слагаемое в превоit

ЧаСТИ НеРаВеНСТВ' 

iY*rsln(фr**r{srn u)ll*. /|.z/

Рассшотриш специальЕце допустимце управленпg Eirr(/) сбъектов F; на
отреаке [t'rt'r+ tIJ , для которшх вцполнены слелуDчие требования.

I/ фнкции Еi,з(t) i{епрерывнш;
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-векторов гl(tо) аашц)ченq в яасти G' ппо"*о"ти Er , иэобраrевпоlt
на ршс. 2 ш ограниченноlt дугоtt'ДД, эвольвентц окруаности (х\ a"f*
* (g'-оhЦ)'- (*)' /начинарщяfiся в точке l{ýr-ff:ача(Ь-t'rl,

-4tfiBlrTal, (to - tIl ./, а таrlе сицrtетричцоit eft относительноO'х|

дугоfi uД, l'и oтpesкol ДД'.. Причеш .если ввести обоэначения:

Frrq - трае_ктория, описцваешая объектоu F, при любоrr допус-
ти,.оI управлевхи fr." l+l.+ € r {r,t'r*&],

Fе(t) - траектория, описцваешая тец Ie объектош при управле-

"n" Еr.r{+) и подчиняDЕл9яся требованшяч l/rz/'r 37, где 2/'поtryча-
ется иэ сфорlryлированвого вьше требования а,/ эашеноlt отреака f f},

t/r+t*JoTpeaKoш f t|, t'.* {rм1 ,

дFs(tо) =Еitо)-F.{tо1, te[,t|, ti* {6 J, /l.s/
то вцполняDтся соотнощения

(ft
Iz, *
l пРъч,

/поскольйtrr @'

fca.,ýt

АF2 u о|. 0'х', { - *F, t со), l'xL F -u"Gо - {) t / l . lo/
ДF2 (fo) r @.
, очевидно, принадлеlит угJry Lll'C /.

.{оказвтельство утверlrдения а,/

проводится элешентарно.
Иа /О.7/, /О.В/ вцтекает нера_

венство
1

l= а. /I.|V
Iýсть н8 отреэке [ti, t'r+ trJ

взятн управлевпя:
atЦl - flhg (t) q

п.Gl = E"(tr._
./в обозначенияхr, введеннцх ранее,/;
Обовначич получивдryDся при эTorr
траекториD объектаF, " "n"r"""92'череа ЁСt l . Тогда ug /о.5/ t/o.\o/ t

/1.9/, /1.1o/, /|.ll/ получаеш для
вектора

l
l
!

l

Y'

Рис. 2

о'

дF({)- F(l)- г(t)-Fа (f )-R G) = ъFzGl
следующее соотноiцение

Условие
{, +дF(+)i 0'х'. {-(ф(+ -*j), F, rr[t|, t,!+ 1* ].

(v1+ у.l.Д . 
*. * #

)е-5)-zД<]iffi = 9()).

/ 1.13/

как нетрудно. покаэать, эквивалентно следу.ощему требованиlо /слл./О,В//.

/ I.12/

где долшно выполняться неравенство /см. /С.7//
/ l. |з/
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,. 5*Б5.n 2 /1.14/
iс?ентируf,)щ" 9r(2), 0 . Iтек, в силу /Э.Z7, /Э.О/, у.ловие /l.rcУ
Fшпо,1l:ено.

Иэ /Э.7/, /C.8i, /с.',о/, /',.|/ - /i.4/ вцтекеет, что }:аксиlryш

эilдil:i*оты точк,/: F(f ) ,te[ti.t|* *\l , ;сстигается при t-t'l+ t'
.: ?аЕе:{ эiiaчe:iriio Р* : /С.;;/, при"ч?J абсцисса точки FGj+ r') par"u
.;1аю /c,"i. ,/:. i/ , / Т.2/ , / i.4/,/. СледуюItие неравенства

J4. t0o, /i.l5/

Р}-(/- frr. /1.16/
651,;c.,14.1:ig., аа /i.?/, /;.'.3/ -.l утверцдения э,/.

Пl,сть0,) этэ€:.:\к, реелиэуDщиfi максиrryu Р* ,Zc". рис. 3 /,

Y' r
6ot(

х', G, л

Рис. 3.
-rЛ- тр:?ктс.Jl,iя i:очки F(+) .,tCГtlr/-r+{*J, ;-DL - дуге окру[-
l:-jcT;; гrэ;;iус:. Qo , касею;lаяся гсризонтаапDК в точкеД ,'?Д вхо-
;;iT в ]р:lчr:цi, час,;:: плэскости f 2 , nonyueHHoft параллельнцм сдвигоц

$ r:a вектор 0*D z'cta. рис. 'i / /. Часть плоскости, ограниченную ду-
:ar:i:-OrJ ,"DL ,,l дугаrrи, сriл.iметричныliи тслько что перечисленвшli
!1т|:осит9льrо 0'| ' , обознеч"м чеirеэ ý" . Из построения ,л /|.16/ вы-
тека?т, L:?o центр:iзибольцего круга, вписанного "о", ""r,0' la ра-
диi,с этоiс к.эjiга. parBeн PI . Нэревенство

д.Ё(t). 0'^,= {, te гti, ti* s, J

.,l:з::д!{э:у с5резом Е,штекает ,"tэ /о.?/, /i.I/ lt /i.B/. Следствиеrr пос-
;е:F:его :rеревеа:стdе ц /I.1?/ яsля.ется такое утверrление.

;,/ itycoK-O+,M ,р""*rор", frlf 1 , te[t',rt|+t'1, ае заходит внутрь
с5ласт;t Q'и леIит вшще !{ноаества внутренних точек области GП .

;.рсме :ого, как се;':час булет показано,
пЕ|.6lrl бЙ ' 0. /!.i7/

З самэл: деле, из /i.З/ видно, что эаменэ управления iZд,з(f) лрбцч
д:уг:.v ;опустitмцм управлением преследуDщего объекте на отрезке f tj.
t|+*rJ::e yrreнbilraeт проекции 

""*"ор" Ё{+) "" 0t' , а следовательно,

к

L х

a
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(

не ушеныIается и проекция векторg F(f) наO'Х' дляt€Еtlr,ti+f,rJ ,

Tte. пр.с/r|fttt| * tf,) ) пръr,F (t|+ f{) - 0 . Но та 8е эацена уп-

равлениfi, как следует из /I.3/, ве ушеньrцает и проекции вектора Ё(f)
на 0'Y' , сrrедоватеJtьно,

пр.оry,F(+) r про,r,Ё{+) > 0,1сГt,|, tj+t'J, /1.18/

пр.о,ч,Ё(Ё *) > про,r;Ё(*- l = О.

Ие /1.1?/, /1.18/ u утверадениlt а/, 6/, лринишая во вниliание способ
построения области Gn /"". рuс. 3/, приходи!l к вцводу о справедли-
вости следrDщего утвер,f,дения.

д/ Ilусть дJlя условиlt /l.U ишееш:

Е /t\ _ [ Е/,1(*), t € tt'r. t| + t*], /1,1g/
r(t1= 

[ qC*l -любое,допустиllое дляtе,GЬt!t|+ tЧ
и управление преследrDщеiо объекта на отреаке Etl, t! + fi'J любое до-
rтустишое; тогда, во-первшх, получапщаяся при aтori траектория F(+) ,

.te [t'r, t'r+t-l , не заходит внутрь области G' , и, во-вторшх, при

а i (t)=й 1,з 
(*).' +€ Et|.t| t*7, I - 1,2, / 1.2o/

упоцякутаf, траектория проходит череа точку.Р /см. рпс. З/.
В саrrош деле, кусок траекториu F(l) , соотвЙствующлfi отреэку

врешени 11lrrt!* t*] , не эаходит внутрь Go " силу утверлдения г,/1

перенося ,/пераллельно,/ lшопество Сr /сu. рuс. I/ на 
""*rор 

ffi л
повернув его после переноса вокруг fочки М на угол{({\Оrrёtа{],
убе.цдаешся, что и оставцддftся кусок упоrrявутоlt ,p""*rop"h не авходит
внутрь области Сл"

Иэ сказанного вшше ясно, что.справелливо и такое утвер8дение.
е/ Еслп на отреэке Гt|r+!+t*l Ea(*)-Er,l(f ) , а a"{t) отли-

чается от &g,1(*) на liнoaecтBe эначениfi t полошительноlt мерш, то
траектория, получаDцlаяся при этоt, пересекает ось 0'Yl "ше, 

точкиD,
Совершенно Taкre шо8но убедиться и в сDраведливости следуDщего

утверlдеЕия.
п/ Еслп на oтpeaкe.[t'r,+l * t*7 ,EnЪ't.a^r(f,) , а 0.r{t) отлича-

ется от Йl,g(t) на цноrестве,аначениlt f полоаительноlt,rrерш, ,то тра-
ектория, получаDщаяся при этош, пересекает ocbO'Yl ниде точкиD

Утверrдения, аналогичнrrе е./, ц./, шо*но получить и для любого се-
чения области Сг'пряllою xLcrr-do<cr<0, вэяв при этоri вшесто отреэка
dD отревок 0rD1 ./сш. рис. 3/, а вшесто отреэка ttlrt!+t'rJ отреэок
врецени, cooTBeTcTBJrDDU,tlt прохошдениD дуги -|'Dt С - О|D

Иэ скаванного r4 утверlдевиft е/, u/ видно, что дуга-Р'! являет-
ся некоторцш .аналогоta поJryпроницаедоft поверхвости в сццсле P.AitaeKca
/сш.. fl] , п. а.3,/.

0пределир сrедrnщ{ч обрааош специальное доIryстиIое управление
ан (+) преследуеriого объекта :

|!| Внft) непрерцвЕа, {о { t <t'o,,
zlчu(Ё)-ц, *c<týtli ,

э'/ FF'GJ, Ен({о)) r 0.
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В последнеш условии, в случае строгого равенства, в качеств€
Еr,r(lо|шоIно брать любоfi иэ двух векторов противополоtного неправ-

ления.
Сшlсл введенного упрамения ir,lf) очевиден: приr.еняя такое

управление, объектF1 с максичальноit cкopocтbD ,/не шеньшеft(Ц-Ц) /
yrie'brлaeT угол { *rtr1 ,-frrfto) .

Условие

1.o,* a2)fi, < (b)t- с^lrХt** #\ /r.rrt
эквивалентно, как нетрудно Taкиrt требованияra:

-31-t
[д=l;,

/92Пr>О при l, ll'/ "что, пришеняя для to-**

2*Б =J2
вшполнено ввид/ /О.7/, /О.В/. Л9гко видеть,

управление ilсr(il /сu. l7 - S'/ /, п9е-
следуеrщtt объект в некоторшfi rrошент tе<trjf**дqбьется совпаденйя
направлениlt векторов -Пftirft (*. )

Определиrr еще одно специальное доrrустиllое управление преследуе_
rrого объекта:

al.a(*). -ff arrc), to< l с *j. /l.z2/

"де 
бrtt) -любое доrтустишое упрамение преслелуDщего объекта.
Сшлсл управления аъ2({) ясен: если в liошент Ёо направления век-

торов -Ё(+о) , Ёr(fо) совпадали, то эти векторш будут ицеть оди-
наковое напрамение на всеш отреэке Etort!] , если на неш деttству-
ет управленпе Еlr2ft)

2. Теперь шш в состоянии сконструировать стратегии f| , ,noo-
нутше в Teoper.e.

+t

ац(t), t€ [цtt7,
O62(t), tсtц,t|j,
al,s ft), tC Et!,ll*t*],
й1,1(t)., tc [fj* t*, tzl,

!ъаltl, |.|*., tI+,t$!,

= 9(l), /1,2{/

Покаlеш, что шr вправе полоIить:

?t4эll
/z. i/

то иэ /о.9/ видноr,что первоначальное расстояниел(р) шецдJt объек-
т8rrи к tJошеЕту t1 , ушеньщится не болъше, чеr. на величицу второго
слагаеr.ого ь /О.9/, и, следовательно,

i
l
a
tl
a
a
a
a

где сшIсл чисел lд. k=/,2r..., и ФункцuП El.i(tl, j r|r2r3, ясеп иэ пре-
дi[.цущего r\ункта, в велининш f t , k-lr2r._r'Oyoyi сеltчас определевц.
На отрезкеt|rtt] преслелуеrшfi объект с максишальЕоft cкopocтbD
ушеньшает угол месдJr, вектораши -F,ft)rftr(t) , а t/ -первшft цоr.ент,
когда наFравления этих ,"ffЁiвol" Поскольку

tl<ff
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''( 
t l) а do . /z. |'/

Далееr,на отреаке врешени Гtlrt', J cTpaTeir, 
-l| 

сохраняет ссвпаде-
ние ваправrеншft векторо" -4(*), rtrft) . Момент t/ - первrljt, когда
Еаступает равенство

r'Ц!) - do. /2.2/
В этот IoIeHT /clt. рис. 4,/ соэдаlотся условия, отличаюцJиеся oT/i.U
диЕь теч, что Br.ecтo вектоRа F{-dor0l=ff* нушно будет вэять вектор

'r-0. 
, что приведет 1 смещевиD лю-

боfi траектории типа F (t) , paccrlaт-
риваешоfi на отреэке t tI rt|* f**J, век-
тором 0Т-2 . Ясно такде, что точка

0g ro*", окааdться лищь в полу-
плоскости xtOHa окру8ности ради-
усе do с центроt, в точке 0' , np"-
че}r еслш 0д ле{ит не ниае ос"О'Х..',

ФлU) определяется так ще, как
и в предыдlщеti пункте1 если ше0,
леаит нише оси 0'Х' , требование З,/

./прелr,lлучего пункта,/ следует з8м€_

Еить такиriz ttоgft|)=аlqv|. По -
Рис. 4

Y'

х'

Ro'do_1

qr
т

лале
fr
!l

скольку,
-+0Т, O'х',

е,
/2.з/

}

/ср. с /I.12/ /1 rrorHo утверlдать, что ни *у"о* i(C) ,te[t'rr1!+t|J
траектории, ни его продол:rение до шоriенте(f1 +*'r) любшм допустишшм
обраэоrr не пересекутся с !aноаествош внутренних точек облвсти 6' ,

причеlr, в с}tлу /Z.S/ и утверIденuя в/, к9нец радиуса-вектора filtj+F)
привадJIеIшт поJryплоскости l-l , x'r Ro-do. 3ашетим, чтоO'Д 1do /эrо
легrо.вцтекает иэ сравнения криволинеfiнцх треугольни"о" tOC,DKL
Ес рше,. 3, гле-OС' ,uML - дуги окрушностеft одинакового радиусgРr,/;
во.тогда, в сиJry /1.15/, пршходиt{ к вшво.\у что полуплоскостьН ц

шнотество 0О "" пересекаDтся. Пришенение страт"""" f} на отреаке
Et|t!+tнl приводит, как ясно иэ скаэавного вцше, к Tolry,, что в

цоцевт (t! + tH) снова вшполняется требованце /О,9/ и преслелуемлfi
Объект цoteт снова повторить рассшотренныfi цикл деftствиft1 /в /2.I/
Фшгурвоft rryнктирноlt скобкоlt вцделена группа специальншх управлениit,
которая 0удет, вооOце говоря, периодически повторятъся/.

}tэ рассшотренного вштекеет справедливость первого утвергдения
Teopelл.

Стратегия /] "тропrся 
следуDцg{ш обраэо!r. týlсть

aal&), fo. t< *l, /2.4/
-управrение треследrDщего объекта, определяемое следуюцщriи условия-
Ilt:

l/u ar,i (il -непрерцввея вектор-Функчия;
z/n tl,э,l ({) - ц l

I

I

I

l
l

I

I
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З/0 (Fc)rar,r(to))c 0 ,/где в случае равенства берется лшбое

из двух воаlrо.хных направлениft а2.t(tо' /.
Iогда, как нетрудно покаэать, шоано полоаить

fJ

где f достаточно велико, ?f -первшit шorreHT, когда направJtения в€к-
торов- F(T'l| ,i, tri ) совпад;lт; {j -первцt-r шоцент наступления ра-
венства /2.2/, аГt"r(t) -ранее описанное управление; Фигурная rrунк-
тирная скобка э /2.5/ вцделяет группу специа.льЕцх управлениlt.прес-
ледуDцего объекта /легко убедиться в Tol!, что эти управления доrryс-
тпrлы'/, которая будет периодически повторяться. При этоlд предполаге-
ется, как указшваJtось в условии теорецш, что стратегия il пп"aп"лч-
ешого объекта Фиксирована. 0пидеш кратко поведение преследуDщего
объекта, соответствJrDщее стратегии f-rr . На отреаке врешениГf,rТJ
объект,,Fg , пр"шолинеfiно перемещаясь, уходит достатсчно далеко от
преследуешого объекта /т.е. от 0' /. На отреаке tЦТl] преследуD-
щ,tlt объект,поворачивает вектор-скорость F2G),с rrаксишальноfi уг-
ловоfi cкopocтbD до совпадения его напрашения ./в lloшeHT t", / с нап-
равлениеrr вектора -F(Cf1 . Поскольку f дост9точно велико и деfiст-

}lвует стратегия fi , то, в сuлу /О.?/, /О.В/, цоtно считать, что в
мочент ?/ совпадаlот п наЕравлепIя BeKTopo" -Ft Gi), nG|). н" on_

реаке врецени [Ti, t'rlооъектц сблидаптся до расстоянuя 6|о /сu./2.2//.
Далее на отреэке [tIrt|*t'J деЛствует пар9 управ[ениfiЕ41({) ,i-!,2 ,
вследстэие чего в lioшeнT вреriени t-(tl+/I) расстояние лit) ч""ду
объекташ{ проходит череа ltиниlryш, равншlt Pr . 3aTerr оfiисанная толь-
ко что последовательность .деfiствttfi пресдедуDщего объекта периодliчес_
ки повторяется. Второе утвершдение теореriц,докааано.

Справедливость третьего утверадения теорешц, вцтекает иа с!&rсла
величин t4 ,t*'/cu. /1.1O/, /1.14// и иа того, что они эависят
лищь oT,Eaparieтpoв vr. ,o)t

0тносительно дискришинации преследrDщего объекта и потока инфор-
шациr,t, необходиrrого дJrя построения стратегии flr , справеддивш те re
зацечаншя, которце сделанш к теорешеf, работш [a]Z" конце введе-
нця/.

Поступила в редекциD 24.3.1969г
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