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О ПОСТЮЕНИИ ГРАВИЛЬНЬDt СIСЕЧЕЕИЙ

в вшIукJIоI, цЕлочисJlЕIlноl, прогрАмtl}tювАпии
А.В.Потешкина ( Горъкиfi )

В ряде алаорптшоЕ для рошеЕия задаq целоqисленного пшнойно-

го rц)ограчццрования в каqеотве наqального rцlиблпrенrя пспольз}€т_
ся оптичальная тоqке соответствупцей непрерчвной эедесиЕr, +].
В сплае вшпJrклцх целочrrсленнDIх задаq роалпэацlя текого пошода
связане с воrц)осоll о построенпп спстеrfш превильных отсесенпfi
крайней тоttкп вшrцвлого зацкЕутого raнorecтBa, наrц)авлярц!iе векто-
рш которшх обраэуют базпс псходного пространстЕе. В данноfi рабо-
то устенавливается возIоIЕость построенпя Jrкеэанной спстоцш (тео-
реша I) .

r. Пусть а - поло вецественнцх спёелi Еа] - вепбольцее це-
лое qисло, не rц)евосходяцее cr€Юi z - кольцо целц:к чпсалi 9*-

tL -чорвое евклидоЕо Iц)остренство н9д 9 , Z* - подIнохест-
Ео векторов из 9П с целоtrисленншltп коllповонтаIп; (Вrа l- ска-
лярвое произведенп€ вектороэ Ь п Ц uа 9fr i |; - вектор иа
9*, zj -я кочповенtе которого раsЕа ,l Ci:fr2, .,. ,.n ),

аостальнце- 0 ; f, -зеIккутоевшп5rклооIноr€ствоэ 9П,
содорrацее крайпюю ,otIKJri dinS - лпнейная разIорность IноI€ст-
ва J ,iпtS -BHyTpeHHocTbr.HoIecTBa J;лп"
О, !.tвorecтBa .f чере,з Кr2 обоэнаrlпц шноIество

<сl,Ф для всех ае S J .

l О п р е д е л е н и э. Неревенсtьо СС,lD<l
l вr" оr""чение'r точки Р от lrHorecTBa SПZ* t
l

l G,,l2)> f t

| сс, 7l ) < f пля ъсех оо е SПZП .

креf,вэfi тоqкх

{ее*kB,ol <

нааовеш превпль-
если

/т/
/2/

СФоршуппруеI и докетеlr снечела ряд вспочогетельнцх утверх-
gений. Для Фе 9!" dеЮ обоаначпч череэ SnCll / цноftество\

|а.с S l Са,N+):d }, " чореэ TS*cl> - ."оr""""о|ше ý/Cc,oopl.
Йа теорешш Стралшевиче f2 , с. I84] следпот

Л е rr u а r. Еслп .t2- крайвяя точка шноIестве ý , то су-
ществует такой баэис С,|,.., ,Сtтъ 

" 
Ю* , qто

JttP,(C1,.l/.)<Ф (i-/,...,fu), /З/
tl,ё S

r.Hoцec13o SrУСС;r?Я))ограниqено (i-/ r,.,, й). /4/
Л е ч ш Ъ 2. (ср.t2, , c.8f,). Еслr для некоторого ЕСЮ

шноr€ство SnCбl неrгусто п ограничено, то для любого ,1 еD
.ноfiество SnCrt> ограниrl9но.

о



Л е r ц а 3. Если для некоторого lСЮ чноrество ý.CdS
непустrоrп огранrqено, то для лпбшх Ф1 п d2 паЮ цноrество

_U _ S-a) ограниqено.
1,сСфiаJ *

Докааательство следует иэ лешIш 2 и теореrш ТrхоRова fЭ,
с. Т6] .

Л е ш ч е 4. Еслп для некоторого 3сЮ пrtоот lecтo
Snc|l + ё " ,!Кпrаr'О,u)<а 

r то дпя лрбого 2сЮ из ус-

ловt|я SоG.)+ Р сп"лует, "rо ,!_?ýсrl(а,L)<ф.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Предполохпll протt{вное' т.ёо

что существует тв:(ая посладоват€пьвостъ Totloк 727,tar, ..r€rъr... из
3.Сl> , qто tg(а,{fu) : со . так как SnCd>a Р

" ,l?ýrar(a,o{)< 
Ф | tо сJrцествJrат твкея точка alc SocE> rчто

(О,1,1"):r|К"SЦ7l). Тек *а* fu(а,а'rоЬФ, то найдется та-

коfi ноrер N , что trрr а> м иIеет lecтo (а,Ф|L>l(а,рr)|+,|.

При П> М рессшотр}tI последоветgпьностъ тоqек

L,t:#"*rЖ*
Очевrдно, что hrтъlru: 7,t2 п /*Tz Ca,lo>l(a, t/я)l+/+(а,7,ё) + (/z,ocl) .

|1-ч fLФ
?то противоречпт'непрершвности функчпu (Аrос) .Лецче 4 докааана.

Л е ш ш а 9. Еслr а) .l - вшпуклое заIкнутое uнохэстDоr

Х?f_rа>(V,Zо)-7иl 
а и б)супtэствует такая Totlкe оое ý i

X;;'U,-L{D>ct , то для всех ueTS*cLl и всёх 2r**Р;rи*r/"J
верно неревенетвОrc*,-D-d)(у,осЖ7zо+g-(т,.1r))(Ф,е) 

d !е'4 Kr, L4, )- а )(9l, l/, )-Z )+ qu+ с-(з, 1,oD) (а, 
"ё) 

. / >|

Д о к е з а т е л ь с т в о. Рассшотриra снечеле такпе 7-€S ,
стобч '4,ь)- d . тогда ((с,+о)-а)(у,оl)+(7t-*Z-g,цl)) (z,u)к
4 (е, tlэs - D7u- + И+ Z-g, zl)) с|- (а, tё)/z{- ф +7u f+ 2 /- r/, r,l,D d +

* g(r,оа) - е(а,&9) - (9l,alD(a,rca)+(y,l4,Dcz,Ф) -
- (лu*Z-q, 1,оr)) (2,,о)+((g, ,tlll- o|l (v, ,q - 2 ) .

Пусть теперь ,u.СS u GZ,ot-><J . Предпопоrиu, tlтo нащлась

такея точке Ое ,9 r что (z,tl)<d , а неравенство /5/ не ьч-
полнено..полоlкич 2-Щ п l=(/-,Z) ц' +2t2 .Нетрудно

(.Е, 1,ё-а})

проверить, qто O<,Z< / , (E,l): d u l не удовлетворяет нера-
венству /9/. 7ак как (а, t)-l , то по докаэенношу ра"ее l долrк-
но удовлетворять неревенству /5/. Леыма 5 доказана.

l

Л е м ш а 6. а) Если l - крайнrrя Tottкa MHoFecTBa .'

a



для ,некоторых С " l вшполненш /Т/ ц /2/, то сJrцествует такой

;,i,, /rn r ЧТО ДЛЯ Kar-
удовлетворяlот ус_

п /2/.

ь с ? в о утЕорIдеппя б).Очевrдноrtlто

базпс Сl,С2

дого i, t
лоъuяt /7/

С|rъ и текие чиСла Nl , /z , . ..

, * ) вектор С; и qrrсло /i

б) Если, кроше того, k€G,rL) < Ф r то С|,.,. ,Сrr, удов-
летворяют еще и условпяч /3/ u /Ц/.

Д о к а а а т е л ь с т в о. Вшбереr базпс,,rп b1r.,.ra.n ,

удовлетворяюций условияu /З/ п /Ц/. Пустъ С:2 ёj aj - разло-
jкенпе векторе 4 по этоIу баЬпсу. Для ка"доfoч ie {l, . . . , *|_
полоrиш ll,,:JUP _ .(9r,*) , вшбэреш Zi так, чтобш 2rrrrОф
@i,lD-;;}':"{'' r5'е;ч"i+ |-rnr,o)+ /-G,Ф) , и обо-

звачпI Ci: ((C,lD-f)ai+ Фi+ |r.-(ai,ёDC,
ц :, (С, tD -/ ) (@;, ё ) - 0 l, ) + И; + ri - (а1, t) (С, lD.

Докагешr что С1 ,...rСr.п -базис g g*. Еетруднопроверпть,
что элешентш tij цетрпцш Т пбрбходе от систеIш векторов
а|r,.., arn -к спстеuе векторов 1,1 ,,..,С.тz сутъ

! . _ [ 2 ,rr* 0i- (ц,ё)), i+j ,
uiJ - \ .. .-,- , А 2^ -a\i,^ ,о| ,,

rёi (,llo,t 2r,- (al,,c)NC,,1,')-/, i-d ,

иqто dOlT+O.TaKKaK а/,...,Qrtп -базис э рfrrто
С| r... , C.rz - баэшс " 9* . Оqевпдво, tlTo @;rt2)> /;

для всех ie 
{.|, 

..,,'n}. Так как SOZL TS,Q|), то для докаэа-
тельства утве;рждевшя а) печчш достатоqно показатъ, qто G;r7l)1 /;
для всех ueTS"C7I( i-4...,fl). Поопедвее следует па леlllrш 5
прu ! - ai, Р:Р,о,, |-|; " l:/ 0:4. . . ,tf,) о

доказатол
для всех i. е {l, . .. ,,n\

!#ýrrr,7l)-(c,
ID-P ж @i,*)+жcc,7r)и.+Zl.-(Q1 , ёD t

,ь цноr€ства S",tСgr,,ФD ( i-/, . .., ft ).\ействп-

|,l, ., * 
J " вiех аtД SciKCi,Ф)) верно рав€н-

Докахеr ограниченност
тельноr дпя любого i €
ство

(a1,7D : (a;,o)l 'u*а;=aСаi:ф ((с,lr)-(с,7{)) . /6/
cqt)-of

иэ /6/ следует, что для кахдого lб '|r",,fl }{
ш любого ,1,1-C

с Sr,(c;,o>>fl ý.C7l верно
Но это невозlrохно, так кек Z;>

следовательно, SrrССq,fРП Sc(f )
вцпуклости "но"е..ва ý следует

для всех Х,< 7 " ic |t, ,rn}.

ревенство (а;,Оо) :/u; + Z.i
О l Bf;--ltl-ýc7{ai,u)(4. .,rп),

: ф Ct':.t,...,ry). отсюда и иэ
,, что S"уcc,o)[l S"cz>: Р
сп"до".i"п ъно, S, 76q, ё ))С.У;са),



а поаtоrJr для восх l.. €
псравсвстlо

{ /,2, 'пj l эсвх чL€SсL.Gqrl2D в9рпо

1а1, t)- Fi+ !;:.@i,tDrouPc,1l->(c, xDd(a;,ol)-17u;+2, , /?/(С,Ф-J1 uiý-
Ив /?/, огренDttrекпостп цЕоrества S2,.((аl,Ф) бi-{r,,,,fl) и леII
2_4 вштокает оц)аЕиtlевflость rноrестЪа SrrrCOi , Ф' ( i : f, , .. ,lfl).

С п g д с т в п о. Еслп вшполневц посшлкп rтункте б) лечrrш 6,
то сJrцеств5rет текой баапс фl ,.. , d* в Z'Ф и текпе целцв чис-
n" i|,,.. , t* r ttтo вllполненш Jrсловпя /I/ - /ц/.

+

ý}ствптельвоd;a Хj; rl
IатрtЕцш с элечентеIп

Возшоrность такого вшбора

t tt!|стъ е1 , .. , С* полуrlонч по лэчIg 6. Полоrпr

1 где $i2 О (L-l,...,Пi j-,|r,..,пz) определптель

lli ,fr),

ri\
ве раэеЕ 0 п dlcZП |j=/,,

оqевпдва. Попоrпrr ai:f, Xli
проворпть теперь, tlтo Dёкторч(i:l,,., , rfu). Еетрудно

, drъ о чпdле t1, ., . , t* уло"п"творяпт условпяI /l/ - /Ц/ .

Леrrша 7.Пусть
а) 1Я - крейняя Toqкe rlноIества

й

s 0+о, leKu;
б) СеZ'ф, NrZ п (c,l.+l17 - правппьноо отсеченпе точ-

к, Ф от r.нохестъа S6(6,ф) П Z'*,
в) Jшр. .(с,аr,).1еп Iноr€ство ilKB,ol fl ýr{сс,ол

ъcS5tc6,ttll
ограниqэноr тогде сJrцествуDт такие dc 9П u fc? r что

(d,ш) < d - преЕильЕое отсеченше точкш Ф от ..ноr(ест"л SflТ-

" 'rrrВ 
(d,ц)lе.

Д о к а'з а т е л ь с т в о. Оqевидно, достаточно'рессrот-
р€ть лицlь спучаfi, когда 3{S6,CCL,OD . В этош слуqее существу-
€т текея точка !€ S , qт9 Gu)<(/,О) . Еслu |>-cc,t2)-/ ,то

G,Ф)У Z п y-(C,ll) -|пэп (C,tl1€ Z _. Пусть 0< i 5,1 , рас-
счотриI lHoIecTBo Р - |шеS l Сl,шs>.Сl, у)(С,l,r)>/+Р}. Из посшлок

лецl 7 п ?--4 следует огрениченность шнохества r . Так как
(Crl,t) < 7 - превпльное отсечение точки ?2 от rrHoxecтBa

&К8,ф)П 2'* , то для лрбой ,ou*n*4ZE"nnon""ro неравен-
.i"o (6,а>1(6,t> . Если для некоторого Х> О иIоет I€ото

1,ёС Z* r то для эсвх Z€ЙZ*"пполненио,неравенства

сх,0, *Кdl,Ф-,|:,хре очевилно. пусть теперь у/| Z* для всех
у> 0 . Построиlt чногогранник I r содерхаший рсе точкп llнo-

хеств8 р пZ*. Полохиr

F*-zriаИd,tд,lrff r'aol L:*!ffFаD{4zlL 2^> о,

о



о постэоовrr пэавrльпшх отсэqэвпl qс

и полуtпш С*- К8' о) - о' lD с 1 (Ра. - 4,L+ r,) е ' lr* :
:С(l,ОtsG,ТDр*t (р** Z*- Ц)(Цф . очоЕпдво, что(ё*1э),(
€ /* для всех u,еPfl2r. Еслп rt1-2 , то полоI"" Д:{шс*/
(с22ч,эл)-</*, ( с,ш) >- / +,l, G,.lt)< (b,t),d,Hl>-c/,yl).

Еслп tтъ)z Э ,' то paccloтpt{I пrrнэfiвоэевrспIуп сrстэIу воктороЕ
Счч,,С, |rr,.,,, Z* п наfiдеr такио tlпсла К g N r,tэ цноrэства

|4, ,ПL}, о"оО" сrстеIа в9ктороэ Сfi.,С, €rr...,ек-.|,
[*rr, . .,, to-r, !t,+l r,..rtляъпялась лrrнеfiпо-нёзависиrtой. Полоlll

(n, rеслп ic{K-1,..., n},

/, : ]trr,,9сли ;с{к,,..,rz|;
rTa_2 |аь,,€сли ic|r-lr,,,,--2J,

" l; -r1 l, . IýroTb ос2 - краfrняя тоqкв шноIоотва

Е ct+p ' I 
qКЦ tD .1попоrив рr: ,itrэ*r,r/i,*) li взяв

2i > rTъa. Lo; r/;, aD-p;} С i-/, . ., t+l.), попуqЙt d,.<ec, lе)-lL|ryL, +

+СР;+2r--с/;,Ф)) еС) п f,;=((c, tа-/-/)(ф,*)-2;) +

+Ф;+_2;-ф, uD) (-/ - / ) дае ;аtдого i,r{r,..,, ^j .

!ассrотриr Iвогограннпк
1,:|ot cЯ^/cl,а.>1сё, t), с-6,fu)<(ау),gd,*)CQ.сi=/ . ,*)| .

легко видеть (сI.леurу 6), что PF,ZLI11 ZЧёс,i:,tl К(ф,,..,2л),

где К(dа,.,.,d*)-{gеЮ*/g-rЭrrrr, Х;20 (i=,|, ,.,rolj .

С поIощъD шатодов целоqислонного лrнайного програшшrрованпя про-
водиц отсэчения, нечпная с вбрtппнц, прпнадлеIащеfi, гппорплоскости
Ц/,,t*):(е,t) t до тэх пор, поке чексrшуr ппнеfiной форrrш (6,оо)

не получонноI taпо ествэ ве стевэт IеньЕэ ( аrО) . Попоlиlt ос рев-
ншI полуqенЕоIу rlаксЕшуrJr.

Твперь cтporl цревrльнQe отсеqепro.тоtlки t оt шноr€ства

S п Z*. возьш, (
о" r-l/#Dбс,а ); f }, d=c7u-yle + сссё,Ф-а\

l- (р-Р!O,фХG,е)-d) t . л9гко видэть, ttтo (d,o)>l .
так как Stl ZЪТ$q)UТý6сФ , то! по лешrэ !, (d,u> <d
для всох l.сСýПZ^, ", Й"лiвательноi (d,*)< а - праЕпльноо
отсеqоние тоqки 0 _оt rlнorecтBa S ПZ2 . Отспда п пз огренп-
qеЕности l|ноIэства ?' S/ rB, r,c ) 2 *, G, с4ф следует,чtо !llP^(4m)le
Лэrча 7 докававв.
l Т е О Р g I а I. Еслп {2- крайняя Tottкa зеIкнутого вцпук-

lnoro uноIества S пэ 9^ , t/Z* | то IoIHo построить та-

lкоfiОааис C,|r.,.,CrrtB Z* " текпоцолшочrсла /l ,..,r/rn t

lчто С4,, Ш) 1 /,:,(i-'lr,.. , tzz)- превпльное отсечениэ точкr t от
lr"or"Jr", SГlZ*, вцполнепш усповпя /э/, /ц/.



Докаэатольство tц)овед9ч пвдукцпеf, по К= dim.ý . Есп}t
К - 0 , то утверхдонпя Toopelш оtlэвпднц. Пусть теорэIе верна

для K-rtL-,f , покаrбI ее апреводrlrвость при К:rтъ. иэ Г2rс.тtd
следу€т, что сJrцествует TaKof, вактор б + О , qто 8 с Кr2 п

ol,ira SgКLrф)<rfl-l . Оqевпдно l 72 - крейняя тоqка r.HoxecтEa

S5(СOrtЛ . }tэ првдполоrонпя шндукцпи слэдует, qто с]гцестlу-
рттекоf,баапс 4r...rЕ* ь Z* пцэлцечпсла frr. ,7* ,
qто вшполневш утворrд€впя теор9Iц для IEorocTBa S6(lrD . Из
лэl|цш / п слепствllя вштока9т сJrцествовапше требуеrrх Ci п f;
(i - ,l, , .. , rТЪ) . Тэореше докезеЕа.

В эаклюqэвпо автор вшретеот гпубок5rэ благодарвость В.Н.Шеэ_
rreнKo, зе постоянноо внпllаЕпе к ребото.
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